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Введение

Актуральность темы. Нелинейные зависимости гистерезисного типа
повсеместно возникают в различных разделах физики, механики, биоло-
гии и др. Известен целый ряд физических явлений, закон изменения ко-
торых представляет собой замкнутую кривую, называемую петлей гисте-
резиса. Среди них можно отметить: диэлектрический гистерезис (кривая
поляризации P = f(E)), магнитный гистерезис (кривая намагничивания
B = f(H)), упругий гистерезис (кривая деформации ε = f(F )) и некото-
рые другие.

Несмотря на распространенность и важность этого явления, не суще-
ствовало простого аналитического выражения, способного аппроксимиро-
вать его достаточной степенью точности. Поэтому очень часто при анализе
различных процессов и систем, в состав которых входят элементы, имею-
щие характеристику в виде петли гистерезиса, приходилось искать решение
либо графическим способом, используя данные, полученные в эксперимен-
те либо аппроксимировать петлю отрезками прямых [1,2].

Помимо неудобства, связанного с использованием табличного пред-
ставления функции, к недостаткам первого метода можно отнести низ-
кую точность графических построений. К недостатками второго – как низ-
кую точность получаемого решения, обусловленную грубостью кусочно-
линейной аппроксимации, так и неудобства, связанные с заданием функ-
ции на нескольких интервалах, поиском решения на нескольких интерва-
лах, последующей склейкой решений на границах интервалов. Существуют
и другие методы аппроксимации петли гистерезиса как в классе полино-
миальных моделей [2], так и в классе интегральных операторов [3, 4], но
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их использование ограничивается либо высокой сложностью аппаратной
реализации, либо большим временем вычисления.

Важным шагом к систематизированному описанию явления гисте-
резиса стало создание М.А. Красносельским и А.В. Покровским матема-
тической теории, формализующей общие методы описания и исследования
широких классов систем с гистерезисом [5–10]. Для этого был создан и раз-
вит новый математический аппарат, основанный на выделении элементар-
ных носителей гистерезиса – гистеронов, трактуемых как преобразователи
с пространствами состояний, соответствиями вход-выход и вход-состояние.
Развиваемые в рамках теории методы описания гистерезиса примыкают
к известной методологии Нола, Колемана, Трусделла и др. (связанной с
шестой проблемой Гильберта) в механике сплошных сред.

При изучении функционирования любых систем необходимо разли-
чать две принципиально разные ситуации. В первой из них задача заклю-
чается в определении по заданным внешним воздействиям на систему (по
входам) реакций (выходов) на эти внешние воздействия. В этой ситуации
должен быть указан алгоритм численного или аналитического построения
соответствий вход-выход и вход-состояние. При этом можно ограничиться
входами простейшей структуры – кусочно-линейными, кусочно-гладкими,
специальными сплайнами и др.

Вторая ситуация возникает, когда изучаемую систему нельзя рас-
сматривать изолированно, так как она является лишь одним из звеньев
некоторой более сложной системы. Если звено с гистерезисом включено в
сложную систему с различными дополнительными воздействиями и неиз-
бежными шумами, то входы на звено неизвестны, и их структура может
быть весьма сложной. Поэтому описание гистерезиса должно предусмат-
ривать возможность входов общей природы и должно быть удобно для ис-
следования динамики всей сложной системы. В связи с этим соотношения
вход-выход и вход-состояние должны допускать операторную трактовку с
возможно более богатым арсеналом свойств соответствующих операторов
на различных классах входов.

В теории М.А. Красносельского, А.В. Покровского, как указывалось
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ранее, в качестве основного элементарного носителя гистерезиса использу-
ется гистерон – детерминированный статический преобразователь со ска-
лярным входом и выходом, обладающий свойствами управляемости и кор-
ректности по отношению к шумам малой амплитуды на входе. Для опи-
сания функционирования гистерона используется специальная предельная
конструкция. Вначале рассматриваются кусочно-монотонные входы (здесь
используются построения, обычные в моделях люфта, упора и других нели-
нейностей близких типов), затем осуществляется переход к произвольным
непрерывным входам (аналогично тому, как из интегральных сумм пре-
дельным переходом строится интеграл). В теории обсуждаются модифи-
кации гистерона, предназначенные для описания явлений типа намагни-
чивания. Первая модификация связана с известной моделью Маделунга.
Вторая – с идеями стохастического интегрирования. Также производится
развитие схем, восходящих к Мазингу и Ишлинскому, Прейсаху и Гилтаю
и другим авторам, изучаются сложные недетерминированные гистерезис-
ные нелинейности, которые удается трактовать как системы гистеронов
или реле.

Развитый в данной теории математический аппарат удобен для иссле-
дования процессов в замкнутых системах, содержащих звенья с гистерези-
сом. Он позволяет применять современные функционально-аналитические
и функционально-топологические методы в таких задачах, как анализ устой-
чивости и абсолютной устойчивости, вынужденных периодических колеба-
ний и автоколебаний, исследование роли малых параметров и построение
усредненных уравнений, анализ численных схем, выделение особых режи-
мов функционирования и изучение их свойств и т.д.

Системы с гистерезисными нелинейностями обладают рядом специ-
фических особенностей коренным образом отличающих их от традицион-
ных систем с функциональными нелинейностями. К их числу, в первую оче-
редь, относятся недифференцируемость гистерезисных операторов, необыч-
ность фазовых пространств, включающих в себя пространства состояний
соответствующих гистерезисных преобразователей, в общем случае не об-
ладающих линейной структурой и некоторые другие. Следовательно, ана-
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лиз и синтез моделей оптимального функционирования систем с гистере-
зисными нелинейностями требует разработки новых методов, учитываю-
щих упомянутые выше особенности. Кроме того, как показывают простые
примеры, для систем с гистерезисом типична ситуация, когда в них прин-
ципиально нереализуемы асимптотически устойчивые режимы, что затруд-
няет численную реализацию методов их приближенного построения. Это
обуславливает необходимость разработки численных методов и алгоритмов
построения переходных процессов в системах с гистерезисными нелинейно-
стями. Таким образом, актуальной является задача развития качественных
и приближенных аналитических методов исследования стабилизации и оп-
тимального функционирования систем с гистерезисными нелинейностями,
а также разработки алгоритма приближенного построения их решений.

Еще одной областью, где возникают явления гистерезисной природы,
является нейрофизиология. Гистерезисные эффекты проявляются в функ-
ционировании нейронов на различных уровнях, в том числе они играют
ключевую роль в работе кратко- и долговременной памяти. Гистерезисная
природа функционирования нейронов естественным образом повышает эф-
фективность применения нейронных сетей для решения прикладных задач,
таких как задача распознавания образов и выделение заданных паттернов
изображений из общего потока видеоданных. В эффективности выделения
важных объектов из огромного зрительного потока информации эталоном
является человеческий мозг, поэтому для разработки систем распознава-
ния образов необходимо использовать модели биологических нейронных
сетей с присущими им гистерезисными свойствами. Модели биологических
нейронов были достаточно подробно исследованы, однако гистерезисные
эффекты в моделях биологических нейронов к настоящему времени не на-
шли должного освещения. Поэтому задача, связанная с анализом новых
математических методов моделирования биологических нейронных сетей с
гистерезисными свойствами является важной и актуальной.

Диссертационная работа выполнена в рамках научного направления
кафедры Цифровых технологий Воронежского государственного универси-
тета и частично поддержана РФФИ (гранты № 13-08-00532, № 11-08-00032,
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№ 12-07-00252, № 16-08-00312, № 17-01-00251). Программное обеспечение со-
зданное в рамках данной работы получило свидетельство о государствен-
ной регистрации программ для ЭВМ (№ 2016612458 и № 2016612469).

Цель работы. Основными целями настоящей диссертационной работы
являются разработка и развитие качественных и приближенных аналити-
ческих методов, численных алгоритмов анализа оптимального функциони-
рования, стабилизации и синхронизации для классов механических систем
и искусственных нейронных сетей с гистерезисными связями.

Достижение указанной цели осуществлялось решением следующих
задач:

1. Анализ математических моделей гистерезиса. Разработка принципов
построения их численной реализации в составе различных систем с
гистерезисными связями.

2. Разработка принципов построения функций активации нейронов ис-
кусственной нейронной сети с наличием гистерезиса. Построение ис-
кусственных нейронных сетей с гистерезисными свойствами, иссле-
дование их функционирования.

3. Исследование математической модели обратного гибкого маятника с
наличием люфта в основании его крепления. Разработка методов ста-
билизации маятника в окрестности вертикального положения. Реше-
ние задачи оптимизации по параметрам управляющего воздействия.

4. Построение математической модели механической системы с вынуж-
денными колебаниями и демпфирующим звеном на основе вязкого и
гистерезисного демпферов. Исследование динамики такой механиче-
ской системы.

Объекты исследования – механические системы и искусственные ней-
ронные сети с носителями гистерезисных свойств.
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Предмет исследования – математические модели систем с гистерези-
сом, алгоритмы, программные методы стабилизации и оптимизации, чис-
ленные и аналитические методы построения оптимальных переходных про-
цессов в системах с гистерезисом.

Методы исследования. При выполнении работы использовались мето-
ды математического моделирования, операторная теория гистерезиса, ка-
чественная теория дифференциальных уравнений, теория автоматического
регулирования, нелинейный анализ, численные методы решения диффе-
ренциальных уравнений с запаздыванием.

Научная новизна. В работе получены следующие новые результаты:

• разработаны принципы построения искусственных нейронных сетей
с гистерезисной функцией активации, проведено исследование дина-
мики таких нейросетей;

• предложен метод оптимизации параметров управляющего воздействия
на основе бионической модели адаптивного поискового поведения ли-
чинки ручейника в задаче стабилизации обратного гибкого маятника
с гистерезисным управлением;

• проведено исследование математической модели гистерезисного виб-
рационного демпфера на основе материала Ишлинского, выполнен
сравнительный анализ гистерезисного и вязкого демпферов.

Область исследований. Содержание диссертации соответствует пас-
порту специальности 05.13.18 – математическое моделирование, численные
методы и комплексы программ (физико-математические науки). Область
исследования соответствует п.1 «Разработка новых математических мето-
дов моделирования объектов и явлений», п.2 «Развитие качественных и
приближенных аналитических методов исследования математических мо-
делей», п.5 «Комплексные исследования научных и технических проблем
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с применением современной технологии математического моделирования и
вычислительного эксперимента».

Практическая значимость работы. Разработанная в диссертацион-
ной работе модель искусственной нейронной сети с гистерезисной функци-
ей активации может повысить эффективность работы программного обес-
печения для распознавания и классификации образов, а также обработки
видеопотока в реальном времени. Предложенные методы стабилизации об-
ратного гибкого маятника с гистерезисным управлением могут послужить
основой для программно-аппаратной реализации устойчивого функциони-
рования различных механических систем с гистерезисными связями. Раз-
работанная модель гистерезисного демпфера колебаний на основе матери-
ала Ишлинского может стать основой для создания более эффективных
демпфирующих звеньев, входящих в состав различных механических си-
стем.

На защиту выносятся:

• методы построения искусственных нейронных сетей с гистерезисной
функцией активации;

• численная реализация математической модели обратного гибкого ма-
ятника с гистерезисным управлением;

• исследование динамики механической системы с гистерезисным виб-
рационным демпфером на основе материала Ишлинского.

Публикации. По материалам настоящей диссертации опубликовано 18
печатных работ в форме статей, тезисов и докладов. Из них 3 в журналах
перечня ВАК и 5 в журналах, включенных в международную рефератив-
ную базу данных Scopus.

Апробация работы. Основные результаты и положения диссертации
докладывались и обсуждались на следующих конференциях и семинарах:
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«Современные технологии в задачах управления, автоматики и обработ-
ки информации» (XXI Международный научно-технический семинар, г.
Алушта, сентябрь 2012г.), «Информатизация процессов формирования от-
крытых систем на основе САПР, АСНИ, СУБД и систем искусственного ин-
теллекта» (ИНФОС-2013, 7-я международная научно-техническая конфе-
ренция, г. Волгоград, 2013г.), «Современные технологии в задачах управле-
ния, автоматики и обработки информации» (XXII международный научно-
практический семинар, г. Алушта, сентябрь 2013г.), «Нейроинформатика-
2014» (XVI Всероссийская научно-техническая конференция с междуна-
родным участием, г. Москва, январь 2014г.), «Современные технологии в
задачах управления, автоматики и обработки информации» (XXIII меж-
дународный научно-практический семинар, г. Алушта, Сентябрь 2014г.),
«Нейроинформатика-2015» (XVII Всероссийская научно-техническая кон-
ференция с международным участием, г. Москва, январь 2015г.), 5th
ECCOMAS Thematic Conference on Computational Methods in Structural
Dynamics and Earthquake Engineering (Greece, Crete, May 2015), «Совре-
менные технологии в задачах управления, автоматики и обработки инфор-
мации» (XXIV международная научно-техническая конференция, г. Алуш-
та, сентябрь 2015г.), «Информатика: проблемы, методология, технологии»
(XVI международная конференция, г. Воронеж, февраль 2016г.), «Инфор-
мационные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2016, Международная
конференция и молодежная школа, г. Самара, май 2016г.), «Современные
технологии в задачах управления, автоматики и обработки информации»
(XXV международная научно-техническая конференция, г. Алушта, сен-
тябрь 2016г.), 3rd International Conference on Structural Nonlinear Dynamics
and Diagnosis (Marrakech, May 2016).
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Глава 1

Обзор литературы

Создание математической теории гистерезиса относится к 60-м го-
дам XX века, когда в Воронежском государственном университете начал
работать семиран под руководством М.А. Красносельского, посвященный
тематике гистерезисных явлений. На базе данного семинара были подго-
товлены несколько базовых работ [5–9], легших в основу математических
моделей гистерезиса М.А. Красносельского, А.В. Покровского. Позднее, в
1983 году появилась монография [10], в которой различные гистерезисные
явления получили формальное описание в рамках теории систем. Здесь
гистерезисные преобразователи трактуются как операторы, зависящие от
своего начального состояния как от параметра, определенные на доста-
точно обширном функциональном пространстве, действующие в некоторое
функциональное пространство. Различным вопросам, связанным с гистере-
зисными нелинейностями, посвящены многие сотни статей и монографий.
Информацию о современных подходах к изучению гистерезисных явлений,
а также обширную библиографию можно найти в [11–31].

В частности, в работе [11] предложено новое модельное описание и со-
ставлена на его основе классификация типов наиболее часто встречающих-
ся на практике петель гистерезиса. Выполнен анализ функции, аппрокси-
мирующей петлю гистерезиса. Получены параметры и характеристики мо-
дели, имеющие важный физический смысл: коэрцитивная сила, остаточная
поляризация, величина гистерезиса, спонтанная поляризация, индуциро-
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ванные пьезокоэффициенты, величина насыщения, гистерезисные потери
энергии за цикл. В работе показано, что для пьезоманипуляторов с опреде-
ленными типами петель гистерезиса не существует разницы в тепловыде-
лении. Вычислены коэффициенты гармонической линеаризации и найде-
на гармонически линеаризованная передаточная функция гистерезисного
звена. Определен тип петли гистерезиса, обладающий минимальным фа-
зовым сдвигом. Усредненная относительная погрешность аппроксимации
моделью реальных петель гистерезиса составила 1,5...6%. Также в рабо-
те описана процедура извлечения параметров модели из эксперименталь-
ных зависимостей и представлены основанные на выводах модели примеры
компенсации искажений растра в устройстве сканирования сканирующего
туннельного микроскопа.

Работы [12,13,18,27–30] посвящены современным достижениям мате-
матики в области описания гистерезисных явлений. В данных работах про-
водится подробное описание и экспериментальная проверка модели Прейса-
ха. Авторы делают акцент на универсальности математических моделей
гистерезиса и их применимости к описанию гистерезисных явлений в раз-
личных областях науки, техники и экономики.

Работы [14, 16] посвящены гистерезисным явлениям в экономике. В
работе [14] показано применение математических моделей гистерезиса М.А.
Красносельского, А.В. Покровского в экономической задаче, связанной с
изучением процесса установления равновесной цены. При классическом
подходе к отображению функций спроса и предложения анализ ценооб-
разования рассматривается в рамках паутинообразной модели или ее ана-
логов. Современные исследования показывают, что состояние экономиче-
ской системы в некоторый момент времени зависит не только от значений
параметров в этот момент, но и от их значений в предыдущий момент. Сле-
довательно, возникает необходимость разработать математическую модель
функции спроса, учитывающую эту особенность. Наиболее подходящими
для этой цели являются преобразователи гистерезисной природы. В работе
строится математическая модель ценообразования на монотоварных рын-
ках с учетом нестационарности потребительских отношений, проводится
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исследование полученных нетривиальных решений и последовательности
решений на устойчивость.

Работы [26, 31] посвящены популярной и широко используемой фе-
номенологической модели Бук-Вена. В настоящее время эта модель и ее
аналоги успешно применяются в различных научно-технических областях
благодаря возможности аналитического описания разнообразных по фор-
ме гистерезисных петель. В работах сформулированы условия, которым
должна удовлетворять модель Бук-Вена. Основными являются адекват-
ность математической модели физическому процессу и ее устойчивость.
В данных работах отмечен также ряд оригинальных моделей гистерезиса,
возможности которых выходят за рамки специализированного применения.

Перспективным направлением научных исследований является при-
менение моделей гистерезиса в различных интеллектуальных системах, та-
ких как искусственные нейронные сети (ИНС). Раздел науки, изучающий
искусственные нейронные сети и называемый нейроинформатикой являет-
ся молодым и бурно развивающимся современным научным направлени-
ем. Информацию о методах построения искусственных нейронных сетей
и особенностях их функционирования можно найти в [32–60]. Искусствен-
ным нейронным сетям с гистерезисными свойствами, несмотря на их значи-
мость, в силу ряда сложностей реализации посвящен небольшой перечень
работ [61–64].

В работе [61] рассматривается модель нейронов с бинарной гистере-
зисной функцией активации (ГФА) для построения ИНС Хопфилда и на-
ходится теоретическое обоснование совместных свойств классической ИНС
Хопфилда и модифицированной ИНС с ГФА. Авторы данной работы пред-
лагают использовать в качестве функции активации нейронов сети бинар-
ную ГФА. Однако в случае применения бинарной функции активации не
всегда гарантируется снижение энергии системы. Авторы показывают, как
предложенная модель позволяет предотвратить колебательные процессы
в динамике сети, вследствие чего обеспечивается сходимость процесса. С
этой целью были произведены модификации ГФА (бинарной и многоуров-
невой). В работе с помощью компьютерного моделирования было доказано,
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что модифицированная ИНС с гистерезисом имеет ту же сходимость и те
же совместные свойства, что и классическая нейронная сеть Хопфилда.
Авторы демонстрируют работу их модели на примере решения комбина-
торной задачи оптимизации (поиска максимального разреза). Было пока-
зано, что по сравнению с прочими методами построения нейронных сетей,
модифицированная ИНС с ГФА имеет лучшие временные и качественные
характеристики при решении задачи поиска максимального разреза.

Работа [62] посвящена исследованию динамики ИНС с ГФА при рас-
познавании образов (модель восприятия на основе взаимодействия в си-
стеме «сетчатка-мозг»), а также механизма воспоминания и обучения био-
логических нейронных систем, которые могут быть описаны с помощью
такой ИНС. Авторы работы исследовали 3-нейронную ИНС с применени-
ем гладкой ГФА и провели наблюдение и анализ феномена бифуркации и
хаоса в ее поведении. В данной работе было показано, что:

• на основе ИНС с гладкой ГФА можно построить сложную нелиней-
ную динамическую нейронную сеть;

• ИНС с гладкой ГФА способна показывать различные виды аттракто-
ров: устойчивое равновесие (аттрактор с единственным глобальным
минимумом), предельный цикл (циклическая динамика), тор и хаос
(странный атрактор);

• изменяя только один параметр бифуркации w33, можно наблюдать
интересный феномен взаимного переключения «порядок-хаос».

В работе [63] рассматривается синхронная ИНС Хопфилда с ГФА
входящих в нее нейронов. Авторы сравнивают данную модель со стандарт-
ной нейронной сетью на примере восстановления изображения на фоне шу-
ма и показывают ее преимущества. Одной из особенностей данной модели
является лучшая характеристика сходимости при большом уровне шума
и худшая – при малом. Также, в отличие от стандартной модели, предло-
женная модель имеет две области стабильности. В работе показана зави-
симость сходимости и шумового порога как функция от расстояния между
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областями стабильности на фазовой плоскости. Авторы рассматривают ги-
стерезисную функцию нейрона на основе нейрофизиологии и производят
тестирование предложенной модели на примере оптической системы с при-
менением ZnSe-фильтра.

Еще одним перспективным направлением находящимся на стыке та-
ких дисциплин как автоматическое управление, искусственный интеллект
и нейрофизиология, является нейроуправление и нейроконтроллеры. Ней-
ронные сети обладают рядом уникальных свойств, которые делают их мощ-
ным инструментом для создания систем управления: способностью к обу-
чению на примерах и обобщению данных, способностью адаптироваться к
изменению свойств объекта управления и внешней среды, пригодностью
для синтеза нелинейных регуляторов, высокой устойчивостью к поврежде-
ниям своих элементов в силу изначально заложенного в нейросетевую архи-
тектуру параллелизма. В научной литературе можно найти многочислен-
ные примеры практического применения нейронных сетей для решения за-
дач управление самолетом [65–67], автомобилем [68], горнообогатительным
процессом [69], скоростью вращения вала двигателя [70], электропечью [71],
турбогенератором [72], сварочным аппаратом [73], пневмоцилиндром [74].

В различных методах нейроуправления явно или неявно решается за-
дача нахождения значений якобиана объекта и качество ее решения в зна-
чительной степени определяет эффективность получаемого нейроуправ-
ления. В работах [75–77] разработана схема, в которой для вычисления
якобиана используются результаты воздействия на объект двух близких
сигналов управления. Это позволяет обучать нейронную сеть управлению
объектом без применения дополнительных моделей и дает возможность
адаптировать управление к меняющимся характеристикам динамического
объекта. Такая схема получила название метода контролируемого возму-
щения. Данный метод позволяет создавать нейроконтроллеры на основе
самообучающейся адаптивной искусственной нейронной сети.

Для апробации алгоритмов функционирования интеллектуальных си-
стем часто используются различные объекты управления, такие как об-
ратный маятник. Первое теоретическое исследование обратного маятника
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было проведено Стефенсоном в работе [78], а первые эксперименты по ста-
билизации обратного маятника с помощью колебаний подвеса были рас-
смотрены П.Л. Капицей и описаны в его работе [79]. Было показано, что
за счет осцилляций опоры достаточно высокой частоты можно добиться не
просто стабилизации маятника в перевернутом состоянии, а даже устой-
чивого вертикального положения. В дальнейшем в его работе [80] была
рассмотрена стабилизация перевернутого маятника горизонтальными ко-
лебаниями, с помощью которых так же удалось добиться его устойчивого
верхнего положения. Исследование данной механической системы были ак-
тивно продолжены в ряде работ Черноусько Ф.Л. [81,82].

Задачи, в которых гистерезисные явления играют существенную роль
встречаются в физике, химии, биологии, экономике и смежных дисципли-
нах. Учет и корректное математическое моделирование этих зависимостей
совершенно необходим для адекватного описания процессов в указанных
областях. Модели гистерезисных явлений к настоящему времени достаточ-
но хорошо изучены, однако системы, в которых гистерезисные свойства
проявляются на уровне отдельных их составляющих, исследованы в мень-
шей степени, вследствие чего наличие люфта в опоре маятника порождает
новую интересную механическую систему. Задача стабилизации обратного
маятника с люфтом рассматривалась в работе [83]. В данной работе про-
водится анализ механических систем с гистерезисными нелинейностями.
Выполняется исследование условий диссипативности поведения, реакции
на рассинхронизацию в управлении и задачи оптимального управления, а
также получены критерий диссипативности и оптимальное управление.

Исследованию динамики обратного гибкого маятника посвящены ра-
боты [84–88]. В работе [84] строится математическая модель механической
системы с одной степенью свободы, представляющей собой обратный гиб-
кий маятник, шарнирно закрепленный на подвижной тележке. Сила, при-
ложенная непосредственно к тележке, трактуется как управление. В основе
данной математической модели, разработанной авторами, лежат принцип
Гамильтона и вариационный метод. Модель представляет собой систему
дифференциальных уравнений в частных производных, записанных в фор-
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ме, удобной для практической реализации.
Работа [86] посвящена построению линеаризованной модели обратно-

го гибкого маятника и исследованию его динамики. Особенностью данной
работы является то, что маятник в ней представлен как составной объект,
а управляющий сигнал пропущен через простой фильтр низких частот, что
улучшает эффективность процесса управления.

Для решения задачи стабилизации обратного гибкого маятника и вы-
полнения исследования его динамики целесообразно провести компьютер-
ное моделирование, основанное на численных методах. Для численного ре-
шения многих прикладных задач (в том числе и рассматриваемой здесь
задачи стабилизации обратного гибкого маятника) применяются неявные
двух- и трехслойные разностные схемы, описание которых можно найти
в [89–94].

Задача оптимизации управления неустойчивыми объектами и их об-
ласть управляемости описаны в [95,96]. В случае оптимизации управления
для обратного гибкого маятника с гистерезисными свойствами примене-
ние классических методов [97–106] сопряжено с серьезными трудностями,
в силу того, что гистерезисные нелинейности не всегда поддаются интегри-
рованию или дифференцированию. Альтернативой, позволяющей решить
эту проблему, является использование других подходов и алгоритмов для
оптимизации управления. Подобные алгоритмы входят в направление ис-
следований под названием «адаптивное поведение». Основной подход этого
направления – изучение искусственных (в виде компьютерной программы
или робота) организмов, которые называются аниматами, способных при-
спосабливаться к внешней среде. Поведение аниматов имитирует поведение
животных, при этом строятся именно такие модели, которые применимы к
описанию поведения как реального животного, так и искусственного ани-
мата. Одно из актуальных направлений исследований в рамках анимат-
подхода — имитация поискового поведения животных [107–120].

Работы [121, 122] посвящены математическому описанию поисково-
го адаптивного поведения личинок ручейников (Chaetopteryx villosa) и со-
зданному на его основе бионическому алгоритму поиска экстремума про-
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извольной функции. Данная работа посвящена как построению и исследо-
ванию модели поискового поведения личинок ручейников с учетом времен-
ных характеристик, так и сопоставлению этой конкретной модели с общей
схемой поискового поведения. При этом особое внимание обращается на
те свойства поискового адаптивного поведения, которые могут быть доста-
точно универсальными и специфичными как для других животных, так и
для искусственных автономных адаптивных систем.

Еще одним перспективным направлением, в котором целесообраз-
но использовать математические модели гистерезиса, является динами-
ка демпфирующих звеньев, таких как гистерезисный демпфер колебаний.
Общие аспекты динамики механических систем с колебаниями описаны
в [123–132]. Особенностям применения нелинейного вязкого и гистерезис-
ного демпфирования посвящены работы [133–142].

В работе [143] вводится понятие передаточной функции силы и функ-
ции «перемещение-сила», выполняется исследование динамики линейного
и нелинейного вязкого демпферов, а также проводится сравнительный ана-
лиз их использования в качестве демпфирующего звена механической си-
стемы с вибрацией.

Тематике гистерезисных явлений в различных областях науки посвя-
щено достаточно большое количество научных работ, тем не менее стоит
отметить, что в настоящее время остаются нерешенными ряд перспектив-
ных задач: применение моделей гистерезиса в искусственных нейронных
сетях и нейроконтроллерах, описание механических систем с гистерезис-
ными свойствами, таких как обратный гибкий маятник с люфтом и гисте-
резисный демпфер колебаний. Решению этих задач посвящена настоящая
диссертационная работа.
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Глава 2

Модели гистерезиса

В настоящей главе рассматриваются математические модели гисте-
резисных нелинейностей и предлагаются методы построения их числен-
ной реализации. Предложенные модели гистерезиса будут использоваться
в процессе компьютерного моделирования при построении искусственных
нейронных сетей, а также при исследовании динамики различных меха-
нических систем с нелинейными свойствами, приведенных в последующих
главах.

Явление гистерезиса хорошо известно в физике, технике, экономике и
других отраслях науки. В физике гистерезисные зависимости встречаются
у различных материалов с нелинейным откликом на внешнее воздействие,
в частности у ферромагнетиков и нелинейных диэлектриков. В настоящее
время имеется достаточно много математических моделей гистерезисных
зависимостей [11–22]. Имеющиеся модели гистерезиса построены на реше-
нии нелинейных дифференциальных уравнений, либо на введении нели-
нейных гистерезисных членов в линейные уравнения. Подобным образом
построены модели Джилеса-Атертона [23, 24], Хаузера [25], Бук-Вена [26],
Прайсаха [27–30] и другие. В 60-е годы XX века М.А. Красносельским
была создана математическая теория гистерезиса, также имеющая широ-
кий спектр математических моделей этого явления [5–10]. В данной рабо-
те будем рассматривать модели Прейсаха, S-преобразователя и материала
Ишлинского, как наиболее подходящие и легко реализуемые на практике
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модели гистерезисных нелинейностей.
Глава организована следующим образом. В разделе 2.1 рассматрива-

ется модель гистерезиса, называемая S-преобразователь. Раздел 2.2 посвя-
щен построению математической модели Прейсаха и методам ее конечно-
мерной реализации. В разделе 2.3 описывается гистерезисный преобразователь-
люфт в классической трактовке М.А. Красносельсткого и А.В. Покровско-
го [10]. Раздел 2.4 содержит описание материала Ишлинского как контину-
альной системы гистеронов и предлагается его численная реализация для
использования в качестве вибрационного демпфера колебаний в составе
механической системы.

2.1 S-преобразователь

Данная работа посвящена исследованию динамики различных систем
с гистерезисными свойствами. Очевидно, что для построения математи-
ческих моделей таких систем подходящим является использование пре-
образователей гистерезисной природы. Следуя классическим схемам М.А.
Красносельсткого и А.В. Покровского [10], гистерезисные операторы трак-
туются как преобразователи, определенные на пространстве непрерывных
функций, динамика которых описывается соотношениями: вход-состояние
и состояние-выход.

Рассмотрим в качестве математической модели нелинейности гисте-
резисной природы S-преобразователь. Построим модель на основе входно-
выходных соответствий, формализуемых следующим дифференциальным
уравнением:

dx

dt
= f (u, x) , (2.1)

где u = u(t) – вход, а x = x(t) – выход (t ≥ 0). Линии уровня правой части
этого дифференциального уравнения приведены на рис. 2.1 (кривая Γ). В
дальнейшем будем считать, что правая часть уравнения (2.1) определяется
соотношением

f (u, x) = u− x3 + 3x. (2.2)

20



Рис. 2.1. Линии уровня.

У кривой Γ одна общая точка с прямой u = u0 если u0 < β или
u0 > α, и три общие точки, если β < u0 < α. Кривая Γ делит плоскость
на две части. Пусть в верхней части функция f(x, u) принимает отрица-
тельные значения, а в нижней – положительные. Изучим уравнение (2.1)
с медленным управлением u = u(t).

Если u (t) ≡ u0, то уравнение (2.1) описывает движение точки по
вертикальной прямой u = u0; направление движения на одной из таких
прямых показано на рис. 2.1 стрелками. Точки пересечения прямой u = u0

и кривой Γ будут состояниями равновесия; штриховой линией показана
часть кривой Γ, состоящая из неустойчивых точек равновесия, а сплошной
линией – из асимптотически устойчивых; эта сплошная линия состоит из
графиков Γ1 и Γ2 некоторых функций γ1 (u) и γ2 (u).

Указанной информации достаточно, чтобы описать качественное по-
ведение решений x(t) уравнения (2.1) при медленно меняющимся управле-
нии u(t) (t ≥ t0). После короткого промежутка времени (которым можно
пренебречь) точка {u(t), x(t)} попадает в столь малую окрестность ли-
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бо точки {u(t), γ1[u(t)]}, либо точки {u(t), γ2[u(t)]}, что ее можно счи-
тать совпадающей либо с {u(t), γ1[u(t)]}, либо с {u(t), γ2[u(t)]}. Пусть для
определения u (t1) < α и x (t1) ≈ γ1 [u (t1)]; тогда при дальнейших зна-
чениях t ∈ (t1, t2) при которых u (t) < α, точка {u(t), x(t)} не выходит
из малой окрестности кривой Γ1, можно считать выполненным равенство
x (t) = γ1 [u (t)]. Если u (t2) = α и u(t) в точке t2 растет, то за короткое
время (т.е. за такой промежуток времени, на котором u(t) мало меняется)
точка {u(t), x(t)} попадает уже в малую окрестность кривой Γ2, можно
считать выполненным равенство x (t) = γ2 [u (t)]. Продолжая эти рассуж-
дения, мы приходим к описанию решения x(t), которое совпадает с описа-
нием (при помощи принципа отсутствия лишних переключений) неидеаль-
ного реле с пороговыми значениями α и β, если Γ1 совпадает с полупрямой
x = 0 (u < α), а Γ2 – с полупрямой x = 1 (u > β). Близкие источники
возникновения релейных нелинейностей часто возникают в теории диффе-
ренциальных уравнений с малыми параметрами, теории катастроф и т.п.

Рассмотрим в качестве примера численное решение данного диффе-
ренциального уравнения методом Рунге-Кутты 4-го порядка при входном
воздействии

u (t) = 16 sin (t) (2.3)

и начальном условии
x
(
−π

2

)
= −2, 9. (2.4)

Результаты показаны на рис. 2.2 и 2.3.
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Рис. 2.2. Решение дифференциального уравнения как функция x(u).

Рис. 2.3. Решение дифференциального уравнения как функция x(t).
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2.2 Преобразователь Прейсаха

Рассмотрим в качестве модели гистерезиса преобразователь Прейса-
ха. Обозначим через R [α, β, x0] двухпозиционное реле с пороговыми чис-
лами α и β. Пространством состояний неидеального реле является пара
чисел {−1, 1}. Связь между входом u (t) ∈ c[0,t] и переменным выходом
x (t) ∈ {−1, 1} устанавливается оператором R [α, β, x0]:

x (t) = R [α, β, x0]u (t) , (2.5)

здесь x0 – начальное состояние преобразователя. Взаимосвязь между вхо-
дом и выходом иллюстрирует рис. 2.4. Начальное состояние x0 преобразо-

R

1

-1

uα β

Рис. 2.4. Взаимосвязь между входами и выходами преобразователя R.

вателя должно удовлетворять следующим условиям:
x0 = −1 , u (0) ≤ α;

x0 = 1 , u (0) ≥ β;

x0 = ±1 , α ≤ u (0) ≤ β.

(2.6)

Преобразователем Прейcаха называют континуальный аналог преобразо-
вателя, состоящего из неидеальных реле, соединенных параллельно [27].

Рассмотрим частный класс таких реле. Пусть на полуплоскости Pα,β ≡
{α, β : α < β} определена положительная абсолютно непрерывная сумми-
руемая функция λ = λ (α, β). Определим на полуплоскости Pα,β меру µ

равенством:
dµ = λ (α, β) dαdβ. (2.7)
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Измеримыми по мере µ будут все измеримые по Лебегу множества, в том
числе и имеющие бесконечную меру.

Обозначим через ψ класс ограниченных функций, заданных на неот-
рицательной полуоси и удовлетворяющих условию Липшица с коэффици-
ентом, равным единице. Рассмотрим множество Ωψ скалярных функций
ω (α, β), заданных на полуплоскости Pα,β ≡ {α, β : α < β} и таких, что:

ω (α, β) =

{
−1 , α + β > ψ (β − α) ,

1 , α + β ≤ ψ (β − α) ,
(2.8)

где ψ (ν) ∈ ψ. Множество Ωψ – пространство возможных состояний пре-
образователя Прейсаха. На рис. 2.5 показан один из элементов множества
Ωψ (неидеальное реле). Следует отметить, что значение выхода, когда вход
находится между пороговыми числами α и β, определяется правилом от-
сутствия лишних переключений.

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1

1   1   1   1

1   1   1   1   1   1

1   1   1   1   1   1   1    1

1   1   1   1   1   1   1   1   1

1   1   1   1   1   1   1   1

1   1   1   1   1

1   1   1   1

1   1

β

α

Рис. 2.5. Элемент множества Ωψ.

Рассмотрим преобразователь Прейсаха, состоящий из конечного чис-
ла операторов R [α, β, x0]. Блок-схема такого преобразователя приведена
на рис. 2.6.
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u(t) x(t)

R1

R2

Rn'

a1
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n'

b1

b2

bn'

k

Σ

Рис. 2.6. Блок-схема конечномерной аппроксимации преобразователя
Прейсаха.

Таким образом, конечномерная аппроксимация преобразователя Прейса-
ха содержит n неидеальных реле R [α, β, x0], имеющих характеристику, по-
казанную на рис. 2.4. Дополнительные коэффициенты an′, bn′ и k задают
наклон характеристик неидеальных реле и, как следствие, форму характе-
ристики преобразователя Прейсаха в целом.

В данной работе будем считать, что коэффициенты an′ = {1}, bn′ =

{1}, k = 0, 1 а шаг изменения пороговых значений α и β, hα,β = 0, 1. В
этом случае характеристика преобразователя будет иметь вид, показанный
на рис. 2.7.

Рис. 2.7. Характеристика преобразователя Прейcаха.
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Из графиков, приведенных на рис. 2.5 и рис. 2.7 следует, что количе-
ство неидеальных реле R [α, β, x0], удовлетворяющих выбранным условиям
можно рассчитать следующим образом:

n′ =

c−d
hα,β

+1∑
i=1

i. (2.9)

Таким образом, n′ = 231.

2.3 Преобразователь-люфт

Данная работа посвящена исследованию динамики различных систем
с гистерезисными нелинейностями. Частным случаем таких систем явля-
ются механические системы с наличием люфта, а так как люфт является
одним из видов гистерезисных зависимостей, наиболее подходящим будет
использование преобразователей гистерезисной природы. Следуя класси-
ческим схемам М.А. Красносельсткого и А.В. Покровского [10], как указы-
валось ранее, гистерезисные операторы трактуются как преобразователи,
определенные на пространстве непрерывных функций, динамика которых
описывается соотношениями: вход-состояние и состояние-выход.

Выход преобразователя-люфта на монотонных входах описывается
соотношением:

u(t) = Γ[u0, h]x(t) =


u0, u0 ≤ x(t) ≤ u0 + h;

x(t), x(t) < u0;

x(t)− h, u0 + h < x(t).

(2.10)

С помощью специальной предельной конструкции и полугруппового тож-
дества действие оператора распространяется на все кусочно-монотонные
входы:

Γ[u(t1, h)]x(t) = Γ[Γ[u0, h]x(t1), h]x(t). (2.11)

Очевидно, что наличие оператора гистерезисного типа в уравнении (2.11)
значительно осложняет управление такой системой с гистерезисом, застав-
ляя «предсказывать» ее будущее положение, так как управляющее воздей-
ствие будет являться запаздывающим.
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2.4 Преобразователь Ишлинского

Рассмотрим материал Ишлинского как математическую модель ги-
стерезиса, применяемую в данной работе в качестве вибрационного демп-
фера колебаний. Носителем гистерезисных нелинейностей обычно является
преобразователь W со скалярными входами u(t) и выходами x(t), состо-
яниями которого являются пары {u, x}, то есть пары вход-выход. Пусть
множеством возможных состояний преобразователя W является полоса
Ω = Ω (W ), расположенная между двумя горизонтальными прямыми Φl

и Φr, как показано на рис. 2.8.
x

u

-h

h Фr

Фl

M0={u(t0),x0}

Ω

Рис. 2.8. Характеристика нелинейности типа «упор».

Если вход u(t) (t ≥ t0) непрерывен и монотонен, то определим выход

x (t) = W [t0, x0]u (t) , t ≥ t0 (2.12)

так, чтобы переменное состояние {u(t), x(t)} было точкой ломаной, пока-
занной на рис. 2.8 утолщенной линией; эта ломаная состоит из проходящего
через начальное состояние M0 = {u(t0), x0} отрезка с угловым коэффици-
ентом 1 и концами на прямых Φl и Φr и из двух горизонтальных полупря-
мых. Иначе говоря, при монотонном входе выход определяется равенством

x (t) =

 min
{
h , u (t)− u (t0) + x (t0)

}
, если u(t) не убывает,

max
{
−h , u (t)− u (t0) + x (t0)

}
, если u(t) не возрастает.

(2.13)
Описанный преобразователь называется упором.
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В наиболее распространенных моделях упругопластических волокон
их состояния полностью определяются величинами u деформации и x на-
пряжения, а параметр h в этом случае называется пределом текучести ма-
териала. Такие волокна можно рассматривать как преобразователи с вхо-
дом – переменной деформацией и выходом – переменным напряжением. В
модели Прандтля напряжение определяется по деформации тем же спосо-
бом, как в нелинейности «упор», только траектории возможных состояний
между граничными горизонтальными прямыми имеют угловой коэффици-
ент E, который может быть отличен от 1 (при малых деформациях волокно
считается упругим и E – его модуль упругости).

Рассмотрим преобразовательW , представленный в виде простой блок-
схемы без обратных связей из конечного числа гистеронов W 1, . . . ,WN и
простейших функциональных звеньев (рис. 2.9). Такие преобразователиW ,

W
1

W
2

W
N

z1(t)

z2(t)

zN(t)

W

u(t)

x(t)
Σξ

j z j
j

Рис. 2.9. Параллельное соединение гистеронов.

как правило, недетерминированны. Их состоянием удобно считать не пару
вход-выход, а набор {u, z1, . . . , zN} ∈ RN−1, где u – вход преобразователя,
а zj – выход участвующего в блок-схеме гистерона Wj.

Пусть заданы гистероныW 1, . . . ,WN с областями допустимых состо-
яний Ω

(
W 1
)
, . . . ,Ω

(
WN

)
и входно-выходными соответствиями

zj (t) = W j [t0, zj (t0)]u (t) , j = 1, N. (2.14)
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Положим

Ω (W ) =
{
{u, z1, . . . , zN} : {u, zj} ∈ Ω

(
W j
)
, u ∈ R1

}
. (2.15)

Параллельным соединением с весами ξj гистеронов Wj назовем преобразо-
ватель W с областью возможных состояний (2.15), для которого при каж-
дом начальном состоянии

q (t0) = {u0, z0} = {u (t0) , z1 (t0) , . . . , zN (t0)} ∈ Ω (W ) ⊂ RN+1 (2.16)

допустимы все непрерывные скалярные входы u(t) (t ≥ t0), удовлетворяю-
щие условию u(t0) = u0, а выход определяется по входу равенством

x (t) = W [t0, z0]u (t) =
N∑
j=1

ξjW
j [t0, zj (t0)]u (t), t ≥ t0 . (2.17)

Рассмотренный преобразователь W является одним из видов континуаль-
ных систем гистеронов и называется материалом Ишлинского [10].

Рассмотрим в качестве примера реакцию материала Ишлинского на
синусоидальное воздействие. Используем преобразователь W с параметра-
ми E = 1,Wj[t0, zj(t0)] = 0, ξj = 1,Wj : h = {−j, j}, j = 1, . . . , 10 и входное
воздействие вида u (t) = 12 sin (t). Диаграмма «напряжение-деформация»
такого преобразователя приведена на рис. 2.10.

-10 -5 0 5 10
-60

-40

-20

0

20

40

60

u t( )

x( )t

Рис. 2.10. Диаграмма «напряжение-деформация» материала Ишлинского.
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Выводы

В данной главе

• Рассмотрена математическая модель гистерезисной нелинейности S-
преобразователь.

• Рассмотрена математическая модель Прейсаха, предложен метод ее
конечномерной численной реализации для использования в дальней-
шем в процессе компьютерного моделирования.

• Рассмотрена модель гистерезисной нелинейности типа «люфт», опи-
сано ее аналитическое представление, приведены особенности ее ис-
пользования в составе модели механической системы с гистерезисны-
ми свойствами.

• Предложен метод построения демпфирующего звена гистерезисной
природы на основе материала Ишлинского в его численном представ-
лении. Разработана блок-схема модели для ее реализации в процессе
компьютерного моделирования.
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Глава 3

Искусственная нейронная
сеть с гистерезисной
функцией активации

В настоящей главе рассматривается применение математических мо-
делей гистерезиса в функции активации однослойной и двухслойной искус-
ственных нейронных сетей, а также особенность работы и использования
таких нейросетей.

Искусственные нейронные сети строятся по принципам организации и
функционирования их биологических аналогов, нейронов головного мозга.
Интерес к исследованию ИНС связан с тем, что способ обработки инфор-
мации человеческим мозгом в корне отличается от методов, применяемых
обычными цифровыми компьютерами. Мозг представляет собой чрезвы-
чайно сложный, нелинейный, параллельный компьютер (систему обработ-
ки информации). Он обладает способностью организовывать свои струк-
турные компоненты (нейроны) так, чтобы они могли выполнять конкрет-
ные задачи (такие как распознавание образов, обработку сигналов органов
чувств, моторные функции) во много раз быстрее, чем могут позволить са-
мые быстродействующие современные компьютеры. Примером такой зада-
чи обработки информации является зрение [32–35]. Развитие и организация
нейронов связаны с понятием пластичности мозга – способности настройки
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нервной системы в соответствии с окружающими условиями. Пластичность
играет самую важную роль в работе нейронов в качестве единиц обработки
информации в человеческом мозге. Аналогично, в ИНС работа проводит-
ся с искусственными нейронами. В общем случае ИНС представляет собой
машину, моделирующую способ обработки мозгом конкретной задачи. Та-
кая сеть обычно реализуется с помощью электронных компонентов или
моделируется программой, выполняемой на цифровом компьютере [36–60].

ИНС способны решать широкий круг задач классификации обра-
зов, идентификации, прогнозирования, оптимизации, управления сложны-
ми объектами, распознавания текстов, фильтрации спама и др. Эффектив-
ность работы ИНС зависит от многих факторов, таких как архитектура
сети, методы ее реализации, алгоритмы обучения, а так же свойства, заим-
ствованные от биологических нейронов головного мозга человека. Так, за-
имствованная пластичность позволяет построить самообучающуюся ИНС.

Еще одним не менее важным свойством биологических нейронов яв-
ляется кратковременная память. С точки зрения построения ИНС, данное
свойство может быть заимствовано путем использования в нейронах се-
ти ГФА [61–64]. В данной работе будем рассматривать модели Прейсаха
(см. раздел 2.2) и S-преобразователя (см. раздел 2.1), как наиболее под-
ходящие и легко реализуемые модели гистерезиса для построения ИНС с
ГФА. Материал, изложенный в настоящей главе подробно представлен в
работах [144–149].

Глава организована следующим образом. В разделах 3.1 и 3.2 разра-
батывается архитектура однослойной и двухслойной ИНС с ГФА и предла-
гаются методы их обучения. В разделе 3.3 проводится компьютерное моде-
лирование работы нейросетей с гистерезисом на примере решения задачи
классификации образов. В качестве образов рассматривается набор изоб-
ражений символов от 0 до 9. Проводится анализ процесса распознавания
образов однослойной и двухслойной ИНС с ГФА, исследуется динамика
нейронов в процессе их функционирования, оцениваются эффективность,
достоинства и недостатки построенных нейросетей с гистерезисом. В разде-
ле 3.4 предлагаются методы построения нейроконтроллера на основе ИНС
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с ГФА для создания системы управления неустойчивыми объектами, опи-
сывается алгоритм его адаптивного обучения и работы.

3.1 Однослойная нейросеть с гистерезисом

Рассмотрим однослойную ИНС с ГФА, представляющую собой пер-
септрон с прямым распространением сигнала. В качестве функции актива-
ции нейронов сети будем использовать гистерезисные функции, описанные
в пунктах 2.1 и 2.2. Архитектура такой ИНС приведена на рис. 3.1.
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Рис. 3.1. Однослойная ИНС с ГФА.

Введем следующие обозначения:
Y m – вектор входных значений;
Wmn – матрица весовых коэффициентов;
Un – вектор воздействий;
Xn – целевой вектор;
G = f

(
U,X, Ẋ, t

)
– функция активации.

В рассматриваемой нейронной сети будем считать, что входной век-
тор Y имеет область значений {−1, 1}, а вектор воздействий Un определя-
ется следующим образом:

Un = Y mWmn, (3.1)

uk =
m∑
i=1

yiwik , k = 1, n . (3.2)
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В случае использования в качестве гистерезисной функции актива-
ции G модели S-преобразователя, элементы целевого вектора Xn можно
представить в виде конечных разностей:

xj+1
k − xjk
h

= ujk −
(
xjk

)3
+ 3xjk , k = 1, n, (3.3)

где h – шаг по времени, j – номер итерации. Задав начальные условия
(u0k, x

0
k) и шаг h, можно найти текущее значение элементов целевого век-

тора x(j+1)
k . В качестве ГФА можно также использовать преобразователь

Прейсаха в виде конечномерно аппроксимации (см. рис. 2.6) с заранее за-
данными параметрами.

Алгоритм обучения

Так как рассматриваемая ИНС является однослойной, для её обу-
чения воспользуемся дельта-правилом, являющимся следствием первого и
второго правил Хебба.

Данный метод является разновидностью методов обучения с учите-
лем, то есть должен существовать набор векторов (Y k, T k), k = 1, p, на-
зываемый обучающей выборкой. Здесь Y k = (yk1 , y

k
2 , . . . , y

k
m), k = 1, p –

примеры входных образов и соответствующий им набор целевых векторов
T k = (tk1, t

k
2, . . . , t

k
n), k = 1, p.

Суть метода заключается в итерационной подстройке весовых коэф-
фициентов W , последовательно уменьшающей выходную ошибку. Алго-
ритм обучения включает несколько шагов:

0. Проинициализировать весовые коэффициентыW случайными зна-
чениями из диапазона [−0.5, 0.5].

1. Подать на вход сети один из обучающих векторов Y k и вычислить
её выход Xk.

2. Если выход правильный, то естьXk = T k, перейти к шагу 4. Иначе
вычислить ошибку

δ = T k −Xk

,
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3. Весовые коэффициенты модифицируются по следующей формуле:

wl+1
ij = wl

ij + νδxki .

Здесь l+ 1 и l – номера следующей и текущей итерации обучения, ν – ско-
рость обучения из диапазона (0, 1), а xki – i-я компонента входного вектора
Xk.

4. Шаги 1-3 повторяются для всех обучающих векторов последо-
вательно для каждого j-го нейрона сети. Один цикл последовательного
предъявления всей выборки называется эпохой. Обучение считается закон-
ченным, если ошибка δ становится меньше наперед заданного значения ε.

3.2 Двухслойная нейросеть с гистерезисом

Рассмотрим двухслойную ИНС с ГФА, представляющую собой пер-
септрон с одним скрытым слоем нейронов. Архитектура сети приведена на
рис. 3.2.
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Рис. 3.2. Двухслойная ИНС с ГФА.

Принцип построения ИНС оставим тот же что и в пункте 3.1. До-
бавим еще один слой нейронов с гистерезисной функцией активации, при
этом слой 1 будем называть скрытым, а слой 2 – выходным слоем. Обучение
ИНС будем проводить с помощью процедуры обратного распространения
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ошибки. Таким образом, рассматриваемая ИНС можно классифицировать
как сеть обратного распространения.

Введем следующие обозначения:
Y m – вектор входных значений;
Wmn – матрица весовых коэффициентов скрытого слоя;
Un – вектор воздействий скрытого слоя;
Qn – выходной вектор скрытого слоя;
V np – матрица весовых коэффициентов выходного слоя;
Ep – вектор воздействий выходного слоя;
Xp – целевой вектор.

Количество нейронов n в скрытом слое должно быть 30-50% от числа
m. Это число определяется экспериментальным путем. При слишком боль-
шом n может наблюдаться эффект переобучения сети, что отрицательно
повлияет на способность сети к обобщению. При слишком малом n ИНС
может потерять способность к обучению.

Для индексов примем следующие обозначения: входы нумеруются
индексом i = 1,m, элементы скрытого слоя индексом j = 1, n, а выхо-
ды соответственно индексом k = 1, p. Индексом l будем обозначать номер
итерации работы ИНС.

Прямой проход через сеть осуществляется следующим образом:
Un = Y mWmn,

Qn = G (Un) ,

Ep = QnV np,

Xp = G (Ep) .

(3.4)

В качестве функции активации G можно использовать как модель на
основе S-преобразователя (см. раздел 2.1), так и преобразователь Прейса-
ха (см. раздел 2.2). В случае применения модели Прейсаха функция ак-
тивации каждого нейрона сети содержит n неидеальных реле R [α, β, x0],
имеющих характеристику, показанную на рис. 2.4.

Коэффициенты an′, bn′ и k задают наклон характеристик неидеаль-
ных реле и, как следствие, форму характеристики преобразователя Прейса-
ха в целом. Будем считать, что коэффициенты an′ = {1}, bn′ = {1}, k = 0, 1
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а шаг изменения пороговых значений α и β, hα,β = 0, 1. В этом случае ха-
рактеристика преобразователя будет иметь вид, показанный на рис. 2.7.
Наклон характеристики обеспечит дифференцируемость и, как следствие,
лучшую сходимость при использовании градиентного метода поиска опти-
мального решения в процессе обучения ИНС.

Алгоритм обучения

Рассматриваемая ИНС является сетью обратного распространения.
Для обучения такой нейросети удобно использовать алгоритм минимиза-
ции целевой функции ошибки, которая находится по формуле:

E (W,V ) =
1

2

p∑
k=1

(xk − dk)2, (3.5)

где xk – полученное реальное значение k-го выхода нейросети при подаче
на нее одного из входных образов обучающей выборки (Y t, Dt), t = 1, T ,
dk – требуемое (целевое) значение k-го выхода для этого образа.

Обучение нейросети производится оптимизационным методом гради-
ентного спуска, то есть на каждой итерации веса перенастраиваются по
следующим формулам: {

wN+1
ij = wN

ij − α ∂E
∂wij

,

νN+1
jk = νNjk − α ∂E

∂νjk
,

(3.6)

где α – коэффициент, определяемый в процессе обучения.
Для метода градиентного спуска необходимо, чтобы функция актива-

ции была дифференцируемой на всей области допустимых значений. Зная
решение дифференциального уравнения (2.1), а также в каждый момент
времени величины xl+1

k и xlk, q
l+1
j и qlj легко вычислить производную акти-

вационной функции нейронов скрытого слоя ∂q
∂u и выходного слоя ∂x

∂e чис-
ленным методом.

Функция ошибки в явном виде не содержит зависимости от весовых
коэффициентов wij и vjk, поэтому для вычисления производных ∂E

∂wij
и ∂E
∂νjk
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воспользуемся формулами дифференцирования сложной функции:

∂E

∂νjk
=
∂E

∂xk

∂xk
∂ek

∂ek
∂νjk

. (3.7)

Исходя из архитектуры сети известно, что

ek =
n∑
j=1

vjkqj, (3.8)

Следовательно
∂ek
∂νjk

= qj. (3.9)

Значение производной функции активации ∂xk
∂ek

вычисляется в процессе ра-
боты сети численным методом, а производная функции ошибки находится
следующим образом:

∂E

∂xk
= xk − dk. (3.10)

Таким образом, получим выражение для производной:

∂E

∂vjk
= (xk − dk) qj

xl+1
k − xlk
el+1
k − elk

. (3.11)

Производную ∂E
∂wij

находим аналогично:

∂E

∂wij
=
∂E

∂qj

∂qj
∂uj

∂uj
∂wij

. (3.12)

Здесь
∂uj
∂wij

= yi. (3.13)

Производная ∂qj
∂uj

вычисляется в процессе работы ИНС численным методом.
Так как функция ошибки не зависит в явном виде от выходов скрытого
слоя qj, производная ∂E

∂qj
определяется соотношением

∂E

∂qj
=

p∑
k=1

∂E

∂xk

∂xk
∂ek

∂ek
∂qj

. (3.14)
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Используя выражения, полученные ранее, имеем:

∂E

∂qj
=

p∑
k=1

(xk − dk) νjk
xl+1
k − xlk
el+1
k − elk

. (3.15)

Введем обозначение

δk = (xk − dk)
xl+1
k − xlk
el+1
k − elk

. (3.16)

Таким образом, соотношения, обеспечивающие обучение двухслойной
ИНС с ГФА методом обратного распространения ошибки имеют вид

∂E
∂νjk

= δkqj,

∂E
∂wjk

= yi
ql+1
j −qlj
ul+1
j −ulj

p∑
k=1

(δkνjk) .
(3.17)

Рассмотрим теперь пошагово полный алгоритм обучения данной ИНС:
1. Инициализация сети.

Инициализируем матрицы весовых коэффициентов случайными значени-
ями. Задаем параметр точности обучения ε, параметр скорости обучения
α, шаг по времени для численного моделирования h, количество повторов
каждого прохода через сеть N , создаем набор векторов обучающей выбор-
ки (Y t, Dt).

2. Прямой проход через сеть.
На вход сети подаем один из образов обучающей выборки, и определяем
значения выходов всех нейронов нейросети.

3. Настройка синоптических весов.
Корректируем весовые коэффициенты выходного слоя в соответствие с
формулами:

νN+1
jk = νNjk − α

∂E

∂νjk
,

где
∂E

∂νjk
= δkqj , δk = (xk − dk) x

l+1
k −xlk
el+1
k −elk

.

Корректируем весовые коэффициенты скрытого слоя в соответствие с фор-
мулами:

wN+1
ij = wN

ij − α
∂E

∂wij
,
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где
∂E

∂wij
= yi

ql+1
j − qlj
ul+1
j − ulj

p∑
k=1

(δkνjk).

4. Шаги 2 – 3 повторяются для всех обучающих векторов. Обучение за-
вершается по достижении для каждого из обучающих образов значения
функции ошибки, удовлетворяющего условию E (W,V ) < ε.

3.3 Моделирование работы нейросети с гисте-
резисом на примере решения задачи клас-
сификации образов

Рассмотрим работу ИНС с ГФА на примере решения задачи класси-
фикации чисел 0 – 9. В данном случае имеем 10 классов образов, поэтому
в качестве целевого выходного вектора будем использовать вектор, состоя-
щий из 10 элементов. Входными данными являются образы размером 48х56
пикселей (как показано на рис. 3.3). Таким образом, входной вектор будет

Рис. 3.3. Пример разбиения образа числа «3» размером 48× 56 пикселей.

состоять из 2688 элементов (по одному на каждый пиксель), при этом зна-
чения −1 и +1 указывают на черный и белый пиксель соответственно.
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3.3.1 Инициализация и обучение

Однослойная ИНС с ГФА

Перед обучением созданной ИНС, зададим начальные параметры.
Наборы входных образов Y k должны иметь значения {−1, 1}, при этом
−1 соответствует черному пикселю, а +1 – белому. Каждый k-й образ со-
держит 2688 элементов. Количество образов обучающей выборки k = 10

(числа от 0 до 9). Набор целевых векторов T k, соответствующих входным
образам Y k, должны иметь значения {−3, 3}, где −3 соответствует выводу
«нет», а 3 – «да». Зададим шаг по времени, используемый при численном
моделировании, h = 0, 01, скорость обучения ν = 0, 001, значение допу-
стимой ошибки ε = 0, 01. Зададим начальные условия (u0k, x

0
k) значениями

(−2.9,−16). Проинициализируем матрицу весовых коэффициентовW слу-
чайными значениями из диапазона [−0, 05; 0, 05].

Заметим, что наличие гистерезиса в функции активации приводит к
тому, что для установления сети в нужное состояние необходимо N про-
ходов через сеть одних и тех же входных данных. Поэтому перед обуче-
нием необходимо задать N . Пусть N = 100. При заданных параметрах,
процесс обучения созданной ИНС прошел за 11477 общего количества ите-
раций (без учета коэффициента повторений N) и 46 эпох. Для дальнейшей
работы данной ИНС зададим пороги принятия решений {−2, 8; 2, 8}. Это
значит, что по индексу элемента выходного вектора xi > 2, 8 можно опре-
делить нейрон, находящийся в активном состоянии («да»), xi < −2, 8 – в
пассивном состоянии («нет»).

В процессе компьютерного моделирования было показано, что одно-
слойная ИНС с ГФА обладает большей помехоустойчивостью по сравнению
с подобной ИНС построенной по стандартной схеме и может применяться
в системах классификации образов, управления и т.п. с большим уровнем
шумов и кратковременными помехами (например, при обработке видеопо-
тока). Основным недостатком ИНС с ГФА является низкое быстродействие
и повышенные требования в производительности системы. Так же следу-
ет заметить, что ИНС построенные на основе S-преобразователя и модели
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Прейсаха ведут себя идентично, однако отличаются по скорости работы
и требуемым машинным ресурсам. В процессе компьютерного моделиро-
вания было показано, что ИНС с ГФА на основе модели Прейсаха имеет
лучшее быстродействие, но требует значительно больших машинных ре-
сурсов по сравнению с ИНС на основе S-преобразователя.

Двухслойная ИНС с ГФА

Перед обучением созданной ИНС, зададим начальные параметры.
Наборы входных образов Y k должны иметь значения {−1, 1}, где −1 соот-
ветствует черному пикселю, +1 – белому. Каждый k-й образ содержит 2688
элементов. Количество образов обучающей выборки k=10. Набор целевых
векторов Dt, соответствующих входным образам Y t, должны иметь значе-
ния {−3, 3}, где −3 соответствует выводу «нет», 3 – «да». Инициализируем
матрицы W и V случайными значениями из диапазона [−0, 1; 0, 1]. Зада-
дим параметры ε = 0, 3, α = 0, 006, h = 0, 03, N = 100. Зададим начальные
условия (u0k, x

0
k) значениями (−2, 9;−16). При заданных параметрах, про-

цесс обучения созданной ИНС прошел за 1263 общего количества итераций
(без учета коэффициента повторенийN) и 34 эпох. Для дальнейшей работы
данной ИНС зададим пороги принятия решений {−2, 5; 2, 5}. Это значит,
что по индексу элемента выходного вектора xi > 2, 5 можно определить
нейрон, находящийся в активном состоянии, xi < −2, 5 – в пассивном.

Как видно из результатов моделирования, двухслойная сеть обучи-
лась за меньшее число итераций, чем сеть с одним слоем. Это можно объ-
яснить тем, что для обучения двухслойной сети был использован более
быстрый метод обучения (метод градиентного спуска). Двухслойная ней-
ронная сеть с гистерезисом обладает повышенной стойкостью к шумам и
кратковременным помехам при решении задачи классификации образов.
Основным недостатком данной сети является еще более низкое быстродей-
ствие в сравнении с однослойной сетью. Следует заметить, что как и в
случае однослойной нейросети, двухслойные ИНС построенные на основе
S-преобразователя и модели Прейсаха ведут себя идентично, но отличают-
ся по скорости работы и требуемым машинным ресурсам.
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3.3.2 Динамика нейросети

Рассмотрим динамику одного из выходных нейронов ИНС. На рис. 3.4
(слева) показана динамика данного нейрона при подаче на вход сети после-
довательно сначала идеального образа из обучающей последовательности,
соответствующего максимальному отклику этого нейрона, а потом такого
же образа, но с шумом 70%. На рис. 3.4 (справа) показана динамика дан-
ного нейрона при подаче на вход сразу зашумленного образа. Как видно из
рисунка, ИНС с ГФА обладает кратковременной памятью и более стойка
к шуму, если среди последовательности одинаковых образов есть наименее
зашумленный.

Рис. 3.4. Динамика нейрона с ГФА в случае подачи на вход последователь-
но идеального и зашумленного образа (слева) или только зашумленного

образа (справа).

Рассмотрим динамику соседних нейронов в выходном слое ИНС с
ГФА. На рис. 3.5 показана динамика нейронов, соответствующих образам
«1» и «2» для нейросетей, обученных на последовательности образов 0− 9

(слева) и на обратной последовательности образов 9-0 (справа). Как вид-
но из рис. 3.5, при подаче на вход образов, в той же последовательности,
что и при обучении, ИНС имеет меньшее время отклика, чем при подаче
той же последовательности, но в обратном или произвольном порядке. Та-
ким образом, исследуемая ИНС с ГФА обладает свойством ассоциативной
памяти. В процессе компьютерного моделирования было показано, что по-
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добными свойствами обладают нейронные сети с ГФА, построенные как на
основе S -преобразователя, так и на основе модели Прейсаха.

Рис. 3.5. Динамика двух соседних нейронов ИНС с ГФА соответствующих
символам «1» и «2» обученных на последовательности образов 0−9 (слева)

и 9− 0 (справа).

3.4 Нейроуправление и самообучающаяся ней-
росеть с гистерезисом

Нейроуправление динамическими объектами является перспектив-
ным направлением, находящимся на стыке таких дисциплин, как автомати-
ческое управление, искусственный интеллект и нейрофизиология. Нейрон-
ные сети обладают рядом уникальных свойств, которые делают их мощным
инструментом для создания систем управления: способностью к обучению
на примерах и обобщению данных, способностью адаптироваться к изме-
нению свойств объекта управления и внешней среды, пригодностью для
синтеза нелинейных регуляторов, высокой устойчивостью к повреждениям
своих элементов в силу изначально заложенного в нейросетевую архитек-
туру параллелизма. В литературе описаны многочисленные примеры прак-
тического применения нейронных сетей для решения задач управление са-
молетом [65–67], автомобилем [68], горнообогатительным процессом [69],
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скоростью вращения вала двигателя [70], электропечью [71], турбогенера-
тором [72], сварочным аппаратом [73], пневмоцилиндром [74].

Таким образом, нейронные сети успешно применяются при синтезе
систем управления динамическими процессами. Универсальные возмож-
ности аппроксимации многослойных ИНС прямого распространения поз-
воляют решать задачи идентификации, проектирования и моделирования
нелинейных систем управления.

Существующие подходы к нейроуправлению можно разделить на два
направления: 1) имитация уже имеющейся системы управления (человека
или сложного контроллера); 2) синтез управления на основе анализа моде-
ли поведения объекта. Системы первого типа получают требуемое управ-
ление в явном виде, и задача сводится к выбору типа и метода обучения
нейронной сети. В системах второго типа оценивают значение производной
от положения объекта по управлению, т.е. якобиан объекта, и эту инфор-
мацию используют для обучения нейронной сети (прямого нейроконтрол-
лера).

Таким образом, в различных методах нейроуправления явно или неяв-
но решается задача нахождения значений якобиана объекта и качество ее
решения в значительной степени определяет эффективность получаемого
нейроуправления. Рассмотрим схему, в которой для вычисления якобиана
используются результаты воздействия на объект двух близких сигналов
управления. Это позволяет обучать нейронную сеть управлению объек-
том без применения дополнительных моделей и дает возможность адап-
тировать управление к меняющимся характеристикам динамического объ-
екта. Такая схема получила название метода контролируемого возмуще-
ния [75–77].

Суть данного метода состоит в том, чтобы последовательно откло-
няя значение управления в разные стороны, сравнивать полученные реак-
ции объекта, и, в зависимости от того, какое из отклонений больше соот-
ветствует переходу в целевое состояние, генерировать сигнал ошибки для
обучения нейронной сети. Схема нейроуправления по предлагаемому ме-
тоду представлена на рис. 3.6. Суть метода состоит в следующем: пусть
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Нейроуправление
Возмущение

управления
Объект

Оценка

производной

u(k) u±(k) y(k)

y(k - 1)

r(k)

u(k)΄

Рис. 3.6. Общая схема нейроуправления по методу контролируемого воз-
мущения.

ξ (k) = X0 – положение управляемого объекта в k-й момент времени. Рас-
смотрим случай дискретного времени, где каждый временной шаг намного
меньше характерного времени изменения динамики объекта. Применим на
следующем временном шаге управление U1 = U(k)−h, где U(k) – текущее
управление, h – вектор с одной ненулевой компонентой (по которой берется
производная), величина которой достаточно мала. Обозначим полученное
положение как X1. На следующем временном шаге применим управление
U2 = U(k) + h и обозначим полученное положение как X2.

Чтобы определить, какое из этих управлений больше соответствует
достижению целевого положения, найдем оценку положения X1

′, в кото-
ром оказался бы объект, если бы в положении X0 к нему было приложено
управление U2 вместо U1:

X1
′ = X0 + (X2 −X1) +

(
Ẋ0 − Ẋ1

)
dt. (3.18)

Здесь второе слагаемое представляет фактическое смещение системы при
применении второго управления, а последний член учитывает изменение
скорости объекта.

Производная от положения по одной компоненте управления может
быть найдена как

∂ξ (k)

∂ui
≈ X ′1 −X1

2 |h|
=
X0 +X2 − 2X1 +

(
Ẋ0 − Ẋ1

)
dt

2 |h|
, (3.19)

где индекс i соответствует номеру ненулевой компоненты вектора h, по
которой берется частная производная в данный момент.
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Алгоритм обучения

Для обучения ИНС следует выполнить следующие действия:
1. На вход нейросети подать значение текущего состояния объекта

ξ (k) (координаты, скорости). Ответом сети является управление U(k).
2. К управляемому объекту последовательно применяется управле-

ние U(k) + h и U(k) − h с запоминанием состояний X0, X1 и X2. Номер
ненулевой компоненты h фиксируется в рамках одного цикла обучения. На
каждом следующем цикле он может меняться, последовательно пробегая
все значения.

3. Используя формулу (3.19), вычислить производную ∂ξ(k)
∂ui

.
4. Выполнить один шаг обучения нейронной сети, входом которой

служит текущее состояние объекта ξ (k), а целевым – вектор Ũ (k) = U (k)+

α·sign
(
∂ξ
∂ui

)
·sign [r (k)− ξ (k)], полученный из U(k) изменением i-й компо-

ненты на малую величину α в сторону наибольшего приближения объекта
ξ (k) к целевому положению r(k).

Величина h выбирается достаточно малой, чтобы нелинейность управ-
ляемого объекта слабо проявлялась на разнице между управлениями U(k)+

h и U(k)−h, однако эта разница должна быть достаточной, чтобы эффект
управления существенно превышал уровень флуктуаций, вызванных шу-
мом.

Описанный в пп. 1–4 процесс представляет собой полный цикл обу-
чения рассматриваемой ИНС.

Очевидно, что для построения нейроконтроллера, работающего по
принципу контролируемого возмущения и применяемого в системах стаби-
лизации и управления неустойчивыми объектами, целесообразно использо-
вать ИНС с ГФА (см. раздел 3.1 и 3.2). В этом случае нейроуправление
будет обладать всеми достоинствами использования ИНС с ГФА, а ней-
росеть будет способна адаптивно подстраиваться под изменения состояния
системы без потери управления, то есть преобретет способность к самообу-
чению.

48



Выводы

В данной главе

• Разработаны принципы построения функций активации нейронов с
наличием гистерезиса на основе S-преобразователя и модели Прейса-
ха. Проведено исследование функционирования данных моделей.

• Разработаны принципы построения однослойной и двухслойной ИНС
с ГФА на основе S-преобразователя и модели Прейсаха. Предложены
алгоритмы их обучения.

• Проведено компьютерное моделирование процесса обучения однослой-
ной и двухслойной ИНС с ГФА, которое показало, что ИНС с ГФА
обладает большей помехоустойчивостью по сравнению с подобной
ИНС построенной по стандартной схеме и может применяться в си-
стемах классификации образов, управления и т.п. с большим уров-
нем шумов и кратковременными помехами (например, при обработке
видеопотока). Основным недостатком ИНС с ГФА является низкое
быстродействие и повышенные требования в производительности си-
стемы. Так же следует заметить, что ИНС построенные на основе
S-преобразователя и модели Прейсаха ведут себя идентично, однако
отличаются по скорости работы и требуемым машинным ресурсам.
Исследование показало, что ИНС с ГФА на основе модели Прейсаха
имеет лучшее быстродействие, но требует значительно больших ма-
шинных ресурсов по сравнению с ИНС на основе S-преобразователя.

• Выполнено компьютерное моделирование работы ИНС с ГФА на при-
мере решения задачи классификации образов. Проведено исследова-
ние динамики нейронов сети в процессе их функционирования. Ана-
лиз работы двухслойной ИНС с гистерезисом показал, что при обу-
чении сети с помощью одинаково повторяющейся последовательно-
сти образов, сеть способна запоминать эту последовательность и в
процессе работы реагировать на нее быстрее, чем на те же образы,
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поданные на вход в случайном порядке. Таким образом, данная ИНС
обладает не только способностью к распознаванию образов, но и спо-
собностью к выделению из набора подаваемых на нее образов, иско-
мой последовательности. Другими словами, двухслойная сеть обла-
дает свойством ассоциативной памяти.

• Разработаны принципы построения нейроконтроллера на основе ИНС
с ГФА для управления неустойчивыми объектами. Предложены ме-
тоды адаптивного функционирования такой нейросети в режиме са-
мообучения.
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Глава 4

Стабилизация обратного
гибкого маятника с
гистерезисным
управлением

В настоящей главе выполняется построение математической модели
обратного гибкого маятника с наличием люфта в основании его крепле-
ния, предлагаются методы решения задачи стабилизации такого маятника
в окрестности вертикального положения.

Стабилизация обратного или перевернутого маятник является клас-
сической проблемой динамики и теории управления и широко использу-
ется в качестве эталона для тестирования алгоритмов управления (ПИД-
регуляторов, нейронных сетей, нечёткого управления и т. д.).

Аналоги подобных механических систем можно встретить в совер-
шенно различных технических (и не только технических) приложениях – от
медицины и биологии до роботостроения, ракетных и космических техно-
логий. Так решение задачи стабилизации обратного маятника используется
при расчете динамических характеристик ракет, так как двигатель ракеты
расположен ниже центра тяжести, вызывая аэродинамическую нестабиль-
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ность. Эта же проблема решена в сегвее – самобалансирующемся транс-
портном устройстве.

Первое теоретическое исследование обратного маятника было про-
ведено Стефенсоном в работе [78], а первые эксперименты по стабилиза-
ции обратного маятника с помощью колебаний подвеса были рассмотрены
П.Л. Капицей и описаны в его работе [79]. Было показано, что за счет
осцилляций опоры достаточно высокой частоты можно добиться не про-
сто стабилизации маятника в перевернутом состоянии, а даже устойчивого
вертикального положения. В дальнейшем в его работе [80] была рассмотре-
на стабилизация перевернутого маятника горизонтальными колебаниями,
с помощью которых так же удалось добиться его устойчивого верхнего по-
ложения. Исследование данной механической системы были активно про-
должены в ряде работ Черноусько Ф.Л. [81,82].

В указанных выше работах рассматривался обычный жесткий маят-
ник, подвес которого совершает принудительные колебания в вертикаль-
ном или горизонтальном направлении. Особо отметим, что эта сравнитель-
но простая механическая система демонстрирует, в зависимости от частоты
и амплитуды вынужденных колебаний точки подвеса, большое число раз-
нообразных видов движения. Некоторые движения представляются весьма
необычными и противоречат нашей интуиции.

Задача стабилизации обратного маятника имеет большую историю и
кажется достаточно изученной, однако большая часть этих исследований
рассматривают упрощенную модель, не в полной мере соответствующую
реальной механической системе подобного вида. Так, учитывая наличие
обыкновенного люфта в точке крепления (например, вследствие износа де-
талей или же будучи введенным намеренно как в рулевом управлении авто-
мобиля), а также рассматривая случай гибкого стержня, можно добиться
большего соответствия модели реальным механическим системам, однако
в этом случае задача стабилизации существенно усложняется.

Люфт в опоре маятника – это один из видов гистерезисных зависимо-
стей. Задачи, в которых гистерезисные явления играют существенную роль
встречаются в физике, химии, биологии, экономике и смежных дисципли-
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нах. Учет и корректное математическое моделирование этих зависимостей
совершенно необходим для адекватного описания процессов в указанных
областях. Модели гистерезисных явлений к настоящему времени достаточ-
но хорошо изучены, однако системы, в которых гистерезисные свойства
проявляются на уровне отдельных их составляющих, исследованы в мень-
шей степени, вследствие чего наличие люфта в опоре маятника порожда-
ет новую интересную механическую систему. Стабилизация и оптимальное
управление обратным маятником рассматривались в работе [83]. Материал,
изложенный в настоящей главе подробно представлен в работах [150–158].

Глава организована следующим образом. В разделе 4.1 строится ма-
тематическая модель обратного гибкого маятника с наличием люфта в ос-
новании его крепления, а также предлагается алгоритм управления и ста-
билизации маятника в окрестности вертикального положения. Раздел 4.2
посвящен численным методам решения системы уравнений, описывающей
динамику маятника, рассматривается явная и неявная разностные схемы,
а также метод кусочно-линейной аппроксимации. В разделе 4.3 предла-
гаются методы оптимизации по параметрам управляющего воздействия –
градиентный метод дробления шага и бионический алгоритм поискового
поведения личинки ручейника. В разделе 4.4 рассматривается метод ста-
билизации маятника с помощью нейроупрвления. В качестве управляющей
нейросети используется двухслойная ИНС с ГФА на основе модели Прейса-
ха. В разделе 4.5 проводится компьютерное моделирование стабилизации
обратного гибкого маятника с помощью предложенных методов управле-
ния, а также проводится их сравнительный анализ.

4.1 Математическая модель

Рассмотрим модель стабилизации обратного маятника в окрестно-
сти вертикального положения, представляющего собой гибкий стержень,
одним концом шарнирно закрепленный на цилиндре, движение которого
вызывается горизонтальным перемещением поршня (рис. 4.1).

Физическая модель похожей механической системы рассматривалась
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Рис. 4.1. Модель гибкого маятника.

в работе [84]. Исследованию динамики обратного гибкого маятника посвя-
щены работы [85–88].

Здесь (x, y) – система отсчета гибкого стержня массой m, длиной l и
плотностью ρ, где ось Ox совпадает с касательной к профилю стержня в
точке его крепления;

θ – угол наклона системы координат стержня, I – осевой момент
инерции сечения стержня;

(X, x̄) - инерциальная система отсчета рассматриваемой механиче-
ской системы, M – масса цилиндра с раствором L, F – сила, приложенная
к поршню массой mp, трактуемая как управление.

Целью данной работы является изучение возможной стабилизации
обратного гибкого маятника в окрестности вертикального положения при
условии наличия люфта в опоре стержня, а также исследование различных
аспектов динамической системы, описывающей его поведение.

4.1.1 Обратный гибкий маятник с жестким креплени-

ем

Рассмотрим модель маятника приведенную на рис. 4.1. Будем счи-
тать, что отклонение y и угол наклона стержня θ имеют малые значения,
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то есть x ≈ x̄, а граничные условия системы, определяющие кривизну
стержня: {

y(0, t) = y′′(0, y) = 0,

y′′(l, t) = y′′′(l, y) = 0.
(4.1)

Пусть функция X(x̄, t) описывает поведение профиля стержня с те-
чением времени и показывает отклонение каждой точки стержня от вер-
тикальной оси, (X, x̄) – координаты профиля стержня, а X(0, t) = s(t)

– перемещение точки крепления в горизонтальной плоскости. Преобразо-
вание систем координат в матричной форме будет иметь следующий вид:(

X

x̄

)
=

(
cos θ sin θ

sin θ cos θ

)(
y

x

)
+

(
X(0, t)

0

)
. (4.2)

Построим математическую модель рассматриваемой механической си-
стемы. Для этого, используя функцию Лагранжа, рассмотрим соотношение
кинетической и потенциальной энергии данной системы. Учитывая, что y
и θ имеют малые значения, функция Лагранжа будет иметь следующий
вид:

L(t) = 1
2Mṡ2 + 1

2

∫ l
0

[
ρṡ2 + ρy2t + ρ(xθ̇)

2
+

+ ρ(2ṡxθ̇ + 2xθ̇yt + 2ṡyt) + 2ρgyθ − EIy2xx
]
dx.

(4.3)

Проинтегрировав уравнение (4.3) на интервале (t0, tf) получим функ-
цию действия

W = 1
2

∫ tf
t0
Mṡ2dt+ 1

2

∫ tf
t0

∫ l
0 [ρ(ṡ2 + y2t + x2θ̇2+

+2ṡxθ̇) +2xθ̇yt + 2ṡyt + 2gyθ − EI
ρ y

2
xx

]
dxdt.

(4.4)

Используя вариационный принцип (принцип наименьшего действия) и при-
менив разложение в ряд Тейлора, получим следующее соотношение:

ÿ +
EI

ρ
y′′′′ = −s̈− xθ̈ + gθ. (4.5)

Принимая в качестве обобщенной координаты функции Лагранжа
переменную θ, получим

d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
= 0. (4.6)
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Подставим выражение (4.3) в (4.6), получим

l∫
0

x
(
xθ̈ + ÿ + s̈

)
dx = g

l∫
0

ydx. (4.7)

Учитывая равенство (4.5), получим

l∫
0

x

(
gθ − EI

ρ
y′′′′
)
dx = g

l∫
0

ydx (4.8)

или
gl2θ

2
− EI

ρ

l∫
0

xy′′′′dx = g

l∫
0

ydx. (4.9)

Исходя из начальных условий (4.1), интеграл в левой части выраже-
ния (4.9) будет равен нулю, а домножив обе части этого равенства на ρ/g,
получим

1

2
mlθ = ρ

l∫
0

ydx. (4.10)

Проинтегрируем обе части равенства (4.5) и домножим с двух сторон
на ρ:

ρ

l∫
0

(
ÿ +

EI

ρ
y′′′′
)
dx = ρ

l∫
0

(
−s̈− xθ̈ + gθ

)
dx (4.11)

или

ρ

l∫
0

ÿdx+ EI [y′′′ (l, t)− y (0, t)] = −s̈ρl − l2

2
ρθ̈ + gρlθ. (4.12)

Учитывая тот факт, что ρl = m, y′′′ (l, t) = 0 (из начальных условий), а, в
соответствие с (4.10),

ρ

l∫
0

ÿdx =
1

2
mlθ̈, (4.13)

получим следующее уравнение:

mlθ̈ +ms̈ = mgθ + EIy′′′ (0, t) . (4.14)
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Принимая в качестве обобщенной координаты функции Лагранжа
переменную s, получим

d

dt

∂L

∂ṡ
− ∂L

∂s
= f (t) , (4.15)

где f (t) – сила, приложенная к опоре стержня. Подставим (4.3) в (4.15),
получим следующее:

Ms̈+ ρ

l∫
0

(
s̈+ xθ̈ + ÿ

)
dx = f (t) . (4.16)

Учитывая равенство (4.5), получим

Ms̈+ ρ

l∫
0

(
qθ − EI

ρ
y′′′′
)
dx = f (t) . (4.17)

Проводя те же преобразования, что и в (4.11), получим следующее равен-
ство:

Ms̈ = f (t)−mgθ − EIy′′′ (0, t) . (4.18)

Таким образом, имеем следующую систему уравнений{
mlθ̈ +ms̈ = mgθ + EIy′′′ (0, t) ,

Ms̈ = f (t)−mgθ − EIy′′′ (0, t) .
(4.19)

Переходя к системе координат (X, x̄), математическая модель рас-
сматриваемой механической системы будет иметь следующий вид:

Ẍ + EI
ρ X

′′′′ = gX ′ (0, t) ,

MẌ (0, t) = f (t)−mgX ′ (0, t)− EIX ′′′ (0, t) ,
mlẌ ′ (0, t) +mẌ (0, t) = mgX ′ (0, t) + EIX ′′′ (0, t) ,

(4.20)

где X = X (x, t), так как x̄ ≈ x.
Выразим Ẍ (0, t) из первого уравнения данной системы и подставим

во второе уравнение:

g (M +m)X ′ (0, t)− MEI

ρ
X ′′′′ + EIX ′′′ = f (t) . (4.21)
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Проинтегрируем обе части уравнения (4.21) по x, получим

g (M +m)X (0, t)− MEI

ρ
X ′′′ + EIX ′′ =

l∫
0

f (t) dx. (4.22)

Учитывая начальные условия (4.1),

g (M +m)X (0, t)− MEI

ρ
X ′′′ =

l∫
0

f (t) dx. (4.23)

Из второго и третьего уравнения системы (4.20) можно получить следую-
щее равенство:

(M +m) Ẍ (0, t) +mlẌ ′ (0, t) = f (t) . (4.24)

Таким образом, математическая модель, описывающая динамику об-
ратного гибкого маятника с жестким креплением, имеет следующий вид:

Ẍ + EI
ρ X

′′′′ = gX ′ (0, t) ,

MẌ (0, t) +mgX ′ (0, t) + EIX ′′′ (0, t) = f (t) ,

(M +m) Ẍ (0, t) +mlẌ ′ (0, t) = f (t) ,

g (M +m) Ẍ (0, t)− MEI
ρ X ′′′ =

l∫
0

f (t) dx.

(4.25)

4.1.2 Обратный гибкий маятник с люфтом в основа-

нии его крепления

Одной из особенностей рассматриваемой в данной работе механиче-
ской системы является наличие люфта в опоре стержня. Воспользуемся
математическим описанием преобразователя-люфта, приведенном в разде-
ле 2.3. Как указывалось ранее, наличие оператора гистерезисного типа в
уравнении (2.11) осложняет стабилизацию маятника в целом, заставляя
«предсказывать» его будущее положение, так как управляющее воздей-
ствие будет являться запаздывающим, то есть будет иметь место гистере-
зисное управление.

58



Рассмотрим модель маятника, приведенную на рис. 4.1. Выход пре-
образователя - люфта в управлении маятником описывается следующим
соотношением:

X(t) = Γ[X0, L]Y (t) =


0, | Y (t)−X0 |≤  L /2 ,

Y (t)− L /2 , Y (t)−X0 > L /2 ,

Y (t) + L /2 , Y (t)−X0 < −L /2 ,

(4.26)

которое иллюстрирует рис. 4.2. ЗдесьX(t) – перемещение центра цилиндра,

Y(t)

X(t)

X0

Y0

L/2-L/2

X
(t)

=
Y
(t)

-L
/2

X
(t
)=

Y
(t
)+

L
/2

Рис. 4.2. Динамика входно-выходных соответствий люфта.

Y (t) – перемещение поршня в горизонтальной плоскости.
Сила, приложенная к опоре стержня, находится из следующего соот-

ношения:

f(t) = Γ[X(0, t), Y (t), L, F0]F =

{
0, | X(0, t)− Y (t) |≤ L,

F, | X(0, t)− Y (t) |> L,
(4.27)

где L – величина раствора цилиндра, F – сила, трактуемая как управление
и приложенная к поршню, а уравнение движения поршня:

mpŸ (t) = F. (4.28)

Построим математическую модель обратного гибкого маятника при
условии наличия люфта в основании его крепления. С этой целью моди-
фицируем построенную в разделе 4.1.1 модель маятника, добавив в нее
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гистерезисную нелинейность типа «люфт», определяемую с помощью вы-
ражения (4.26).

Таким образом, аналогично (4.25), с учетом (4.27) и (4.28), матема-
тическая модель, определяющая динамику обратного гибкого маятника с
гистерезисным управлением, будет описываться с помощью системы урав-
нений 

Ẍ + EI
ρ X

′′′′ = gX ′ (0, t) ,

MẌ (0, t) +mgX ′ (0, t) + EIX ′′′ (0, t) = f (t) ,

(M +m) Ẍ (0, t) +mlẌ ′ (0, t) = f (t) ,

g (M +m) Ẍ (0, t)− MEI
ρ X ′′′ =

l∫
0

f (t) dx,

f(t) = Γ[X(0, t), Y (t), L, F0]F,

mpŸ (t) = F.

(4.29)

4.1.3 Управление и стабилизация

Задача синтеза управления неустойчивым объектом, стабилизации
нужного режима его работы сопряжена с определенными трудностями, так
как во всякой реальной системе ресурсы управления так или иначе огра-
ничены, в связи с этим неустойчивый объект может быть выведен на нуж-
ный режим работы не из всякого состояния. Другими словами, множество
состояний, из которых при заданных ресурсах управления объект можно
вывести на желаемый режим, занимает часть фазового пространства. Это
множество принято называть областью управляемости [95,96].

Область притяжения желаемого режима работы, возникающая при
построении конкретного закона управления принадлежит области управ-
ляемости и чаще всего занимает лишь ее часть. Под областью притяжения
понимается множество начальных состояний, из которых управляемая си-
стема асимптотически стремится к желаемому режиму. Если область при-
тяжения оказывается малой по сравнению с практически возможными воз-
мущениями движения объекта, то желаемый режим функционирования
объекта практически не реализуем. Область притяжения может оказаться
малой, когда ресурсы управления недостаточны, либо когда закон управ-
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ления построен не оптимально. Таким образом, при заданных ограничени-
ях на ресурсы управления весьма важной оказывается проблема построе-
ния управления, при котором достигается максимально возможная область
притяжения.

Значительные трудности вызывает обычно задача построения управ-
ления объектами, в которых число управляющих воздействий меньше чис-
ла степеней свободы. Однако такое управление обладает значимым преиму-
ществом, простотой реализации регулятора и пониженными требованиями
к ресурсам управления. В данной работе объектом управления является
обратный гибкий маятник с наличием люфта в точке его крепления, а ре-
жим работы объекта, к которому он должен стремиться – это стабилизация
маятника в окрестности вертикального положения.

Рассмотрим управление маятником по принципу обратной связи [83],
т.е. будем считать, что величина силы, приложенной к поршню (рис. 4.1),
определяется следующим равенством:

F = k · sign(ae1 + e2), (4.30)

где коэффициенты a > 0, k > 0 и{
e1 =

∫ l
0 X

′dl,

e2 =
∫ l
0 Ẋ

′dl.
(4.31)

Коэффициент e1 – интегральный угол отклонения гибкого стержня, e2 –
интегральная угловая скорость гибкого стержня.

Очевидно, что при данном методе управления число управляющих
воздействий меньше числа степеней свободы обратного гибкого маятника,
а задача его стабилизации в окрестности вертикального положения будет
заключаться в поиске оптимальных значений коэффициентов a и k, обеспе-
чивающих наибольшую область притяжения и, как следствие, наилучшую
стабилизацию.

Учитывая управление (4.30), дополним математическую модель об-
ратного гибкого маятника с люфтом (4.29). В результате система уравне-
ний, описывающая динамику исследуемого маятника, будет иметь следую-
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щий вид: 

Ẍ + EI
ρ X

′′′′ = gX ′ (0, t) ,

MẌ (0, t) +mgX ′ (0, t) + EIX ′′′ (0, t) = f (t) ,

(M +m) Ẍ (0, t) +mlẌ ′ (0, t) = f (t) ,

g (M +m) Ẍ (0, t)− MEI
ρ X ′′′ =

l∫
0

f (t) dx,

f(t) = Γ[X(0, t), Y (t), L, F0]F,

mpŸ (t) = F,

F = k · sign(ae1 + e2),

e1 =
∫ l
0 X

′dl,

e2 =
∫ l
0 Ẋ

′dl.

(4.32)

Решение системы (4.32) и моделирование динамики маятника с уче-
том построенного управления выполним с помощью численных методов.
Следует заметить, что под решением здесь понимается абсолютно непре-
рывная функция, удовлетворяющая решению системы почти всюду за ис-
ключением множества точек меры 0.

4.2 Численное решение

Введем прямоугольную сетку, для этого разобьем область определе-
ния функции X = X(x, t) сеткой прямых линий, параллельных координат-
ным осям:

Очевидно, что в узлах сетки, функция X(x, t) будет принимать зна-
чения

Xi,j = X(ihx, jht), (4.33)

где hx – шаг сетки по оси x, ht – шаг сетки по оси времени t, i = 0, n,
j = 0,m, hx = l /n , ht = T /m , T – исследуемый промежуток времени.
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Рис. 4.3. Сеточное разбиение области определения функции X(x, t).

4.2.1 Явная разностная схема

Для вычисления производных воспользуемся аппроксимацией в виде
правой конечной разности:{

X ′ (x, t) ≈ Xi+1,j−Xi,j

hx
,

Ẋ (x, t) ≈ Xi,j+1−Xi,j

ht
.

(4.34)

Тогда система уравнений (4.32) в конечных разностях будет иметь следу-
ющий вид:

Xi,j+2−2Xi,j+1+Xi,j

h2t
+ EI

ρ
6Xi+2,j−4Xi+1,j−4Xi+3,j+Xi+4,j+Xi,j

h4x
= g

X1,j−X0,j

hx
,

M
X0,j+2−2X0,j+1+X0,j

h2t
+mg

X1,j−X0,j

hx
+ EI

3X1,j−3X2,j+X3,j−X0,j

h3x
= fj,

(M +m)
X0,j+2−2X0,j+1+X0,j

h2t
+ml

2X0,j+1−X0,j+2−2X1,j+1+X1,j+2−X0,j+X1,j

h2thx
= fj,

(M +m) gX0,j − MEI
ρ

3X1,j−3X2,j+X3,j−X0,j

h3x
= fjl,

fj = Γ [X0,j, Yj, L, F0] · Fj,
mp

Yj+2−2Yj+1+Yj
h2t

= Fj,

Fj = k · sign (ae1j + e2j) ,

e1j =
n∑
i=0

(Xi+1,j −Xi,j) ,

e2j =
n∑
i=0

Xi,j−Xi,j+1−Xi+1,j+Xi+1,j+1

ht
.

(4.35)
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Начальные условия (угол, линейная и угловая скорости):
X1,0−X0,0

hx
= ϕ,

X0,1−X0,0

ht
= V,

X0,0−X0,1−X1,0+X1,1

hthx
= Vϕ,

X2,j−2X1,j+X0,j

h2x
= 0.

(4.36)

На основе систем (4.35) и (4.36) можно составить явную разностную
схему. На рис. 4.4 показаны схематически все узлы сетки, участвующие в
решении системы (4.32) на каждой последующей итерации и направление
расчета, в скобках указан номер уравнения из системы (4.35).

x

t

(1) (2) (3)

(4)

j=0...m

i=
0

..
.n

Рис. 4.4. Явная схема расчета X(x, t).

Алгоритм решения состоит из двух этапов расчета, прямого и обрат-
ного. В процессе прямого этапа рассчитываются нижние четыре слоя по i,
то есть значения Xi,j, где i = 0, 3, j = 0,m. В процессе обратного этапа,
рассчитываются оставшиеся слои, то есть Xi,j, где i = 4, n, j = 0,m. При
этом, для нахождения положения профиля стержня в заданный момент
времени, достаточно найти сеточные значения Xi,j в области, ограничен-
ной треугольником, как показано на рис. 4.5.
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Xi,j

Рис. 4.5. Область расчета.

То есть, для удобства расчета необходимо таким образом формиро-
вать сетку, чтобы соблюдалось равенство n = 2m.

Алгоритм решения

1. Инициализация

(a) Зададим параметры системы m, M , mp, L, l, I, E, ρ;

(b) Зададим начальные условия X0,0, Y0, ϕ, V , Vϕ;

(c) Зададим параметры разностной схемы n, m, hx, ht;

(d) Зададим параметры управления F0, a, k.

2. Прямой расчет

(a) Из начальных условий (4.36) и 4-го уравнения системы (4.35)
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найдем:

j = 0,

X1,0 = ϕhx +X0,0,

X2,j = 2X1,j −X0,j,

fj = Γ [X0,j, Yj, L, F0]F,

X3,j = [(M +m) gX0,j − fjl] ρh3x
MEI + 3X2,j +X0,j − 3X1,j;

j = 1,

X0,1 = V ht +X0,0,

X1,1 = Vϕhthx −X0,0 +X0,1 +X1,0,

X2,j = 2X1,j −X0,j,

fj = Γ [X0,j, Yj, L, F0]F,

X3,j = [(M +m) gX0,j − fjl] ρh3x
MEI + 3X2,j +X0,j − 3X1,j;

(b) Рассчитаем оставшиеся точки при i = 0, 3, j = 0,m:

j = 0 . . .m− 2,

Yj+2 = Fh2t
mp

+ 2Yj+1 − Yj,
fj = Γ [X0,j, Yj, L, F0]F,

X0,j+2 = h2t
M

(
fj −mgX1,j−X0,j

hx
− EI 3X1,j−3X2,j+X3,j−X0,j

h3x

)
+

+2X0,j+1 −X0,j,

X1,j+2 = h2thx
ml

[
fj − (M +m)

X0,j+2−2X0,j+1+X0,j

h2t

]
− 2X0,j+1+

+X0,j+2 + 2X1,j+1 +X0,j −X1,j,

X2,j+2 = 2X1,j+2 −X0,j+2,

X3,j+2 = [(M +m) gX0,j+2 − fjl] ρh3x
MEI + 3X2,j+2 +X0,j+2−

−3X1,j+2;

3. Обратный расчет

(a) Найдем Xi,j при i = 4, n, j = 0,m:

Xi+4,j =
(
g
X1,j−X0,j

hx
− Xi,j+2−2Xi,j+1+Xi,j

h2t

)
ρh4x
EI −

−6Xi+2,j + 4Xi+1,j + 4Xi+3,j −Xi,j;
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(b) Переопределим начальные параметры X0,0, ϕ, V , Vϕ;

(c) Переопределим параметры управления:

e1 =
n∑
i=0

(Xi+1,j −Xi,0),

e2 =
n∑
i=0

Xi,0−Xi,1−Xi+1,0+Xi+1,1

ht
,

F = k · sign (ae1 + e2) ;

(d) Перейти к шагу «Прямой расчет».

Заметим, что сила F пересчитывается на каждом новом временном интер-
вале T (рис. 4.5), то есть каждый раз после переопределения параметров
управления.

Полученная явная схема расчета обладает простотой реализации, од-
нако не лишена недостатка всех явных схем – плохой сходимости и устойчи-
вости при не оптимально выбранных параметрах расчета. Таким образом,
при реализации данного алгоритма необходимо подбирать параметры n,m,
hx, ht таким образом, чтобы обеспечить наилучшую сходимость и устой-
чивость. Другой способ обеспечения хорошей сходимости и устойчивости –
применение неявной разностной схемы.

4.2.2 Неявная разностная схема

Для численного решения многих прикладных задач часто применя-
ются неявные двух- и трехслойные разностные схемы [89–93]. Двухслой-
ные неявные схемы обладают тем достоинством, что алгоритмы построения
численного решения для всех временных слоев одинаковы, начиная с пер-
вого, который определяется по начальным данным. Алгоритмы численного
решения задачи с применением трехслойных схем значительно сложнее в
реализации. Важным достоинством двухслойных неявных схем является
тот факт, что они не налагают жестких ограничений на соотношение меж-
ду величинами шагов разностной сетки по временной и пространственной
переменной, вследствие чего имеют лучшую сходимость и устойчивость по
сравнению с аналогичными явными схемами.
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Модифицируем систему уравнений (4.32) для использования неявной
разностной схемы. Исключив второе уравнение из данной системы и учи-
тывая равенство m = ρl, получим

Ẍ + EIl
m X ′′′′ = gX ′(0, t),

(M +m)Ẍ(0, t) +mlẌ ′(0, t) = f(t),
g
l (M +m)X(0, t)− MEI

m X ′′′(0, t) = f(t),

f(t) = Γ[X(0, t), Y (t), L, F0]F,

mpŸ (t) = F,

F = k · sign(ae1 + e2),

e1 =
∫ l
0 X

′dl,

e2 =
∫ l
0 Ẋ

′dl.

(4.37)

Используем неявную двухслойную разностную схему для построе-
ния математической модели обратного гибкого маятника с гистерезисным
управлением. Тогда система уравнений (4.37) в конечных разностях будет
иметь следующий вид:

Xi,j+1−2Xi,j+Xi,j−1
h2t

+

+EIl
m

6Xi,j+1−4Xi−1,j+1−4Xi+1,j+1+Xi+2,j+1+Xi−2,j+1

h4x
= g

X1,j+1−X0,j+1

hx
,

(M +m)
X0,j+1−2X0,j+X0,j−1

h2t
+

+ml
X1,j−1−X0,j+1+X1,j+1+2X0,j−2X1,j−X0,j−1

hxh2t
= fj,

g
l (M +m)X0,j − MEI

m
3X1,j−3X2,j+X3,j−X0,j

h3x
= fj,

fj = Γ [X0,j, Yj, L, F0]Fj,

mp
Yj+2−2Yj+1+Yj

h2t
= Fj,

Fj = k · sign(ae1j + e2j),

e1j =
Xn,j−X0,j

l ,

e2j =
e1,j−e1,j−1

ht
,

(4.38)
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граничные условия: 

X1,0−X0,0

hx
= α,

X2,j−2X1,j+X0,j

h2x
= 0,

Xn−1,j−2Xn−2,j+Xn−3,j
h2x

= 0,
3Xn−2,j−3Xn−1,j+Xn,j−Xn−3,j

h3x
= 0,

Xi,1−Xi,0

ht
= 0,

Xi,2−2Xi,1+Xi,0

h2t
= 0.

(4.39)

Таким образом, для нахождения положения гибкого стержня на каж-
дом временном слое, необходимо решить СЛАУ вида

Bnn ×Xn
j = Cn, (4.40)

где

Bnn =



b0 b1 0 0 0 0 0 0 0 0

b0 b1 b2 0 0 0 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 0 0 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 b4 0 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 b4 b5 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 b4 b5 b6 0 0 0

. . . . . . . . . .

b0 b1 0 bn−6 bn−5 bn−4 bn−3 bn−2 0 0

0 0 0 0 0 0 bn−3 bn−2 bn−1 0

0 0 0 0 0 0 bn−3 bn−2 bn−1 bn



, (4.41)
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Xn
j =



X0,j

X1,j

X2,j

X3,j

X4,j

X5,j

. . .

Xn−2,j

Xn−1,j

Xn,j



, (4.42)

Cn =



c0

c1

c2

c3

c4

c5

. . .

cn−2

cn−1

cn



, (4.43)

bi – коэффициенты при неизвестных Xi,j, ci – свободный член.
Следует заметить, что при решении задачи описанным способом, при

выборе параметров разностной схемы и начальных данных, необходимо
контролировать обусловленность матрицы (4.41), так как решение будет
устойчивым только в том случае, если матрица не является вырожденной
и число обусловленности принимает малые значения.

Докажем устойчивость относительно возмущения начальных данных
применяемой разностной схемы (4.38) с помощью спектрального метода
[94]. Так как устойчивость характеризуется изменением величины погреш-
ности с течением времени, рассмотрим уравнения системы, содержащие
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узлы из разных временных слоев. Учитывая тот факт, что наличие сво-
бодного члена не влияет на устойчивость, будем исследовать следующие
уравнения:

(M +m)
X0,j+1−2X0,j+X0,j−1

h2t
+

+ml
X1,j−1−X0,j+1+X1,j+1+2X0,j−2X1,j−X0,j−1

hxh2t
= 0

, (4.44)

Xi,j+1−2Xi,j+Xi,j−1
h2t

+

+EIl
m

6Xi,j+1−4Xi−1,j+1−4Xi+1,j+1+Xi+2,j+1+Xi−2,j+1

h4x
= 0.

(4.45)

Представим решение разностной схемы в виде гармоники

Xk,p = λpeiαk. (4.46)

Подставив (4.46) в (4.44) и (4.45) и упростив выражения, получим

(λ− 1)2

λh2t

(
M +m+ml

eiα − 1

hx

)
= 0, (4.47)

λ− 2 + λ−1

h2t
+
EIl

m

6− 4e−iα − 4eiα + e2iα + e−2iα

h4x
λ = 0. (4.48)

Рассматриваемая разностная схема является устойчивой относительно воз-
мущения начальных данных в случае выполнения необходимого спектраль-
ного условия Неймана:

|λ(α)| ≤ 1. (4.49)

Из уравнения (4.47) следует, что

|λ(α)| = 1,∀ α. (4.50)

Применяя формулу Эйлера к уравнению (4.48) получим

λ− 2 + λ−1

h2t
+
EIl

m

3− 4 cosα + cos 2α

h4x
λ = 0 (4.51)

или
(λ− 1)2

λ2h2t
+

4EIl

m

(cosα− 1)2

h4x
= 0. (4.52)
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Пусть

ϕ(α) =

√
EIl

m

2ht
h2x

(cosα− 1) , (4.53)

тогда равенство (4.52) будет иметь следующий вид

(λ− 1)2

λ2
= −ϕ2 (α) (4.54)

или
λ− 1

λ
= ±iϕ (α) . (4.55)

Выразим λ через ϕ (α):

λ =
1

1∓ iϕ (α)
, (4.56)

|λ| = 1

1 + ϕ2 (α)
. (4.57)

Таким образом,
|λ(α)| ≤ 1,∀ α. (4.58)

Из (4.50) и (4.58) следует, что спектральное условие Неймана (4.49)
выполняется и рассматриваемая разностная схема является абсолютно устой-
чивой.

Для решения нелинейных уравнений, вместо классических методов
конечных элементов в виде явных или неявных разностных схем, возмож-
но использовать и другие подходы, являющиеся совокупностью итераци-
онных, рекурентных и разностных методов. Одним из таких подходов яв-
ляется метод кусочно-линейной аппроксимации.

4.2.3 Метод кусочно-линейной аппроксимации

Линеаризуем исследуемую систему. С этой целью представим гибкий
стержень исследуемого маятника как набор из n связанных элементов. При
достаточно большой величине n, каждый отдельный элемент можно счи-
тать жестким стержнем длинной l/n. То есть, систему уравнений (4.37),
описывающую динамику обратного маятника с люфтом, можно свести к
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системе линейных дифференциальных уравнений, каждое из которых бу-
дет описывать поведения отдельного жесткого элемента из n-набора. Таким
образом, решение данной системы уравнений сведется к решению задачи
Коши для каждого элемента, при этом начальные условия первого элемен-
та будут определяться первичной инициализацией, а начальное состояние
каждого последующего элемента будет соответствовать состоянию преды-
дущего элемента на его верхнем конце.

Разобьем область значений пространственной переменной x функции
X = X(x, t) параллельными линиями с постоянным шагом h = l/n как
показано на рис. 4.6. Составим разностную схему для решения системы

.

.

.

.

x

t
0

hx

i=
0

..
.n

n

X(ihx,t)

Рис. 4.6. Область расчета.

уравнений (4.37) методом кусочно-линейной аппроксимации. Уравнения в
конечных разностях в этом случае будет иметь следующий вид:

Ẍi = gX1−X0

h − EI
ρ

6Xi−4Xi−1−4Xi+1+Xi+2+Xi−2
h4 ,

i = 3 . . . n− 2, n = l
h ,

Ẍ0 = 1
M

[
f −mgX1−X0

h − EI 3X1−3X2+X3−X0

h3

]
,

Ẍ1 = hf−(M+m)Ẍ0

ml + Ẍ0,

f = Γ [X0, Y, L, F0]F,

mpŸ = F,

F = k · sign(ae1 + e2),

e1 = Xn−X0

l ,

e2 = ė1,

(4.59)
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а граничные условия

X(0)1−X(0)0
h = α,

X2−2X1+X0

h = 0,
Xn−1−2Xn−2+Xn−3

h2 = 0 , n = l
h ,

3Xn−2−3Xn−1+Xn−Xn−3
h3 = 0 , n = l

h ,

Ẋ (0) = 0,

Ẍ (0) = 0.

(4.60)

Составим алгоритм компьютерного моделирования поведения маят-
ника с помощью метода кусочно-линейной аппроксимации.

Алгоритм решения

1. Расчет начального положения стержня

(a) X0,0 – задается;

(b) X1,0 = hα +X0,0;

(c) X2,0 = 2X1,0 −X0,0;

(d)
EI
ρ X

′′′′ (0, 0) = gX ′ (0, 0)⇒ EI
ρ X

′′′′ (0, 0) = gα,

⇒ EI
ρ X

′′′ (0, 0) = gX (0, 0) ;

(e)
X3,0 =

gρh3X0,0

EI − 3X1,0 + 3X2,0 +X0,0;

Xi+2,0 = gαρh4

EI − 6Xi,0 + 4Xi−1,0 + 4Xi+1,0 −Xi−2,0,

i = 2 . . . n− 2, n = l
h ;

Xn−1,0 = 2Xn−2,0 −Xn−3,0 , n = l
h ;

Xn,0 = Xn−3,0 + 3Xn−1,0 − 3Xn−2,0 , n = l
h ;

2. Расчет динамики
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(a)
Ẍ0,j = 1

M

(
fj −mgX1,j−X0,j

h − EI 3X1,j−3X2,j+X3,j−X0,j

h3

)
,

j = 0 . . . N ;

Ẋ0,j+1 =
j∑

m=1
Ẍ0,mht;

X0,j+1 =
j∑

m=1
Ẋ0,mht +X0,0;

(b)
Ẍ1,j+1 = h

fj−(M+m)Ẍ0,j

ml + Ẍ0,j;

Ẋ1,j+1 =
j∑

m=1
Ẍ1,mht;

X1,j+1 =
j∑

m=1
Ẋ1,mht +X1,0;

(c)
X2,j+1 = 2X1,j+1 −X0,j+1;

(d)
Ẍi,j = g

X1,j−X0,j

h − EI
ρ

6Xi,j−4Xi−1,j−4Xi+1,j+Xi+2,j+Xi−2,j
h4 ,

i = 3 . . . n− 2 , n = l
h ;

Ẋi,j+1 =
j∑

m=1
Ẍi,mht;

Xi,j+1 =
j∑

m=1
Ẋi,mht +Xi,0;

Xn−1,j+1 = 2Xn−2,j+1 −Xn−3,j+1 , n = l
h

;

Xn,j+1 = Xn−3,j+1 + 3Xn−1,j+1 − 3Xn−2,j+1 , n = l
h

;

3. Расчет управления

(a)
e1,j =

Xn,j−X1,j

l , n = l
h

;

e2,j =
e1,j−e1,j−1

ht
;

(b)
Fj = k · sign (ae1,j + e2,j) ;

mp
Yj+2−2Yj+1+Yj

h2t
= Fj;

fj = Γ [X0, Yj, L, F0]Fj.
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Другой способ построения математической модели исследуемого ма-
ятника – решение системы уравнений (4.37) на основе разностной схемы
(4.59) с помощью имитационного блочного моделирования динамических
систем пакета Simulink, входящего в состав программных средств среды
MATLAB. Блочная модель верхнего уровня, описывающая динамику об-
ратного гибкого маятника с гистерезисным управлением, построенная с
помощью метода кусочно-линейной аппроксимации в пакете Simulink при-
ведена на рис. 4.7.

Рис. 4.7. Блок-схема расчета динамики маятника в пакете Simulink.

Достоинством описанного метода является простота реализации и
большой выбор алгоритмов решения систем линейных дифференциальных
уравнений. Недостатком метода кусочно-линейной аппроксимации, как и
явной разностной схемы, является чувствительность метода к величине ша-
га h, так как увеличение шага ведет к росту нелинейных свойств составных
элементов системы, которые описываются линейными дифференциальны-
ми уравнениями. Таким образом при превышении величиной h некоторого
порога, система перестанет быть устойчивой и решение начнет расходиться
вследствие некорректной линеаризации.
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4.3 Решение задачи оптимизации

Как было указано ранее, решение задачи стабилизации обратного
гибкого маятника в окрестности вертикального положения будет заклю-
чаться в поиске оптимальных значений коэффициентов a и k из равен-
ства (4.30). Таким образом, для корректного решения задачи стабилиза-
ции исследуемого маятника целесообразно применить методы оптимиза-
ции [97–105].

Под оптимизацией понимают процесс выбора наилучшего вариан-
та из всех возможных. В процессе решения задачи оптимизации обычно
необходимо найти оптимальные значения некоторых параметров, опреде-
ляющих данную задачу. Выбор оптимального решения или сравнение двух
альтернативных решений проводится с помощью некоторой зависимой ве-
личины (функции), определяемой исследуемыми параметрами. Эта вели-
чина называется целевой функцией или критерием качества. В процессе
решения задачи оптимизации должны быть найдены такие значения ис-
следуемых параметров, при которых целевая функция имеет минимум или
максимум (в зависимости от контекста). Таким образом, целевая функция
– это глобальный критерий оптимальности в математических моделях.

Во многих технических задачах требуется не только стабилизировать
систему, но и добиться асимптотически оптимальных характеристик. В рас-
смотренной задаче этому соответствует минимизация функционала, опре-
деляющего отклонение маятника от вертикального положения.

Пусть задан функционал, который в дальнейшем будем называть це-
левым:

J(a, k) =
1

T

∫ T

0

[∫ l

0

(X ′)2dl +

∫ l

0

(Ẋ ′)2dl

]
dt. (4.61)

Здесь величина T – это временной интервал, на котором производится оп-
тимизация.

При решении уравнений, описывающих динамику исследуемой меха-
нической системы, необходимо достичь минимизации функционала (4.61).
Таким образом, на физическом уровне задача сводится к минимизации
среднеквадратичного отклонения маятника от вертикального положения.
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4.3.1 Градиентный метод дробления шага

Для оптимизации решения используем градиентный метод дробле-
ния шага, являющийся разновидностью методов градиентного поиска [106].
Данный метод обладает простотой реализации и достаточно высокой ско-
ростью сходимости.

Алгоритм метода дробления шага

Шаг 0. Задать параметр точности ε, начальный шаг h > 0, выбрать

начальный вектор u0 =

[
k0

a0

]
и вычислить J(u0).

Шаг 1. Найти численно ∇J(u0) и проверить критерий останова∣∣∣∣∇J(u0)
∣∣∣∣ < ε. Если критерий останова выполнен, то вычисления завер-

шить, полагая u∗ = u0, J∗ = J(u0).
Шаг 2.Положить u1 = u0−h∇J(u0), вычислить J(u1). Если J(u1) < J(u0),

то положить u0 = u1, а J(u0) = J(u1) и перейти к шагу 1.
Шаг 3. Положить h = h /2 и перейти к шагу 2.
Достоинством данного метода является простота его реализации и

невысокие требования к вычислительным ресурсам. Однако вследствие то-
го, что рассматриваемая система содержит в себе нелинейное звено «люфт»,
дифференцирование ее уравнений крайне затруднительно. Таким образом,
применять данный алгоритм целесообразно только к математической мо-
дели обратного гибкого маятника с жестким управлением. В случае же
модели маятника с люфтом, необходимо воспользоваться другими альтер-
нативными методами оптимизации, где отсутствует процедура дифферен-
цирования в процессе нахождения оптимальных параметров, например ме-
тодами построенными на основе бионических алгоритмов.
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4.3.2 Бионический алгоритм адаптивного поискового

поведения личинки ручейника

Учитывая тот факт, что решение поставленной задачи производилось
пошагово с применением численных методов, для оптимизации по пара-
метрам управляющего воздействия используем, активно развивающиеся в
последнее время, бионические алгоритмы адаптации.

Подобные алгоритмы входят в направление исследований под назва-
нием «адаптивное поведение». Основной подход этого направления – изу-
чение искусственных (в виде компьютерной программы или робота) орга-
низмов, которые называются аниматами, способных приспосабливаться к
внешней среде. Поведение аниматов имитирует поведение животных, при
этом строятся именно такие модели, которые применимы к описанию по-
ведения как реального животного, так и искусственного анимата.

Одно из актуальных направлений исследований в рамках анимат-
подхода — имитация поискового поведения животных [107–120]. Рассмот-
рим подробней бионическую модель адаптивного поискового поведения на
примере личинок ручейников (Chaetopteryx villosa). В работе [121] приве-
дена общая схема поискового поведения с механизмом переключения двух
тактов поведения:

• двигаться в выбранном направлении (консервативная тактика),

• изменить направление движения случайным образом (поисковая сто-
хастическая тактика).

Модель рассматривается для простого случая поиска максимума функ-
ции двух переменных. Предложенная модель состоит в следующем:

1. Рассматривается анимат, который может двигаться в двумерном про-
странстве x, y. Задача анимата – поиск максимума функции f(x, y);

2. Анимат функционирует в дискретном времени t = 0, 1, 2 . . . , он мо-
жет оценивать изменение текущего значения функции f(x, y) по срав-
нению с предыдущим тактом времени ∆f (t) = f (t)− f (t− 1);
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3. Каждый такт времени анимат совершает движение, при этом его ко-
ординаты x и y изменяются на величины ∆x (t), ∆y (t) соответствен-
но;

4. Анимат имеет две тактики поведения А) двигаться в выбранном на-
правлении, Б) изменить направление движения случайным образом.

Смещение анимата в следующий такт времени ∆x (t), ∆y (t) для этих
тактик определяется различным образом. Переключение между тактами
регулируется величиной M(t), зависимость от времени которой определя-
ется выражением

M (t) = k1M (t− 1) + ξ (t) + I (t) , (4.62)

где k1 – параметр, характеризующий инерционность переключения так-
тик (0 < k1 < 1), ξ (t) – нормально распределенная случайная величина со
средним, равном нулю, и средним квадратическим отклонением σ, I(t) –
интенсивность раздражителя. Для величины интенсивности раздражителя
I(t) предусмотрены две возможности:

I (t) = k2∆f (t) (4.63)

и
I (t) =

k2∆f (t)

f (t− 1)
, (4.64)

где k2 > 0.
Согласно (4.63) и (4.64) интенсивность положительна, если шаг при-

водит к увеличению значения функции, и отрицательна – в противном слу-
чае. Формула (4.64) применяется при f(t) > 0 [121,122].

Предполагаем, что при M(t) > 0, анимат придерживается тактики
А), при M(t) < 0 – тактики Б). Величину M(t) можно рассматривать как
мотивацию к выбору тактики А).

Учитывая вышесказанное, алгоритм поиска максимума функции бу-
дет выглядеть следующим образом:
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Тактика А) При движении в выбранном направлении анимат смещается
на величину R0

∆x (t+ 1) = R0 cos (ϕ0) , (4.65)

∆y (t+ 1) = R0 sin (ϕ0) , (4.66)

где угол ϕ0 характеризует сохраняющееся направление движения анимата,

cos (ϕ0) =
∆x (t)√

∆x2 + ∆y2
, (4.67)

sin (ϕ0) =
∆y (t)√

∆x2 + ∆y2
. (4.68)

Тактика Б) При случайном повороте анимат также смещается на неко-
торую величину r0, а направление его движения случайно варьируется

∆x (t+ 1) = r0 cos (ϕ) , (4.69)

∆y (t+ 1) = r0 sin (ϕ) , (4.70)

где ϕ = ϕ0 + w, ϕ0 – угол задающий направление движения в текущий
такт времени t, величина w нормально распределена (среднее значение
w равно нулю, среднее квадратическое отклонение равно w0) ϕ – угол,
характеризующий направление движения в такт времени t+ 1.

Используем данный алгоритм для оптимизации управления в задаче
стабилизации обратного гибкого маятника с люфтом. Учитывая вышеиз-
ложенные рассуждения, в качестве функции f(x, y) возьмем функционал
J(a, k) (4.61), где коэффициенты a и k определяют характер управления
рассматриваемой механической системой согласно равенству (4.30). Так
как приведенный выше бионический алгоритм предназначен для поиска
максимума функции двух переменных, будем рассматривать минимизацию
функционала (4.61) как поиск коэффициентов a и k, при которых выпол-
няется условие

−J (a, k)→ max . (4.71)
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4.4 Стабилизация посредством нейроуправле-
ния

Рассмотрим метод стабилизации обратного гибкого маятника с по-
мощью нейроконтроллера, описанного в разделе 3.4. Суть данного метода,
как указывалось ранее, состоит в том, чтобы последовательно отклоняя
значение управления в разные стороны, сравнивать полученные реакции
объекта, и, в зависимости от того, какое из отклонений больше соответ-
ствует переходу в целевое состояние, генерировать сигнал ошибки для обу-
чения нейронной сети. Схема нейроуправления по предлагаемому методу
была показана на рис. 3.6.

В качестве управляющей нейросети используем двухслойную нейро-
сеть с гистерезисной функцией активации, работа которой была описана в
разделе 3.2, а ее архитектура представлена на рис. 3.2. Как и в случае мето-
да кусочно-линейной аппроксимации (см. раздел 4.2.3), представим гибкий
стержень исследуемого маятника как набор из m связанных элементов. На
каждой итерации процесса управления будем определять значения откло-
нений относительно вертикальной оси каждого из m элементов и инициа-
лизировать ими вектор значений Y m входного слоя нейросети. Выходной
слой Xp будет содержать один нейрон, определяющий величину управляю-
щего воздействия F (рис. 4.1). Количество нейронов в скрытом слое долж-
но быть 30− 50% от общего числа нейронов сети. В случае недостаточного
количества нейронов процесс обучения перестанет сходиться, а в случае их
переизбытка возможно появление эффекта переобучения нейросети (в этом
случае сеть потеряет способность к обобщению и станет чувствительной к
состояниям маятника, отличным от обучающей последовательности).

В качестве модели гистерезиса нейронов сети используем модель Прейса-
ха как наиболее удобную в реализации как на ПК, так и в реальных нейро-
контроллерах на основе программируемых вентильных матриц FPGA [18].
Параметры модели и количество неидеальных реле из ее состава (рис. 2.6)
будут определяться экспериментально в процессе компьютерного модели-
рования.
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4.5 Результаты компьютерного моделирования

Выполним компьютерное моделирование динамики обратного гибко-
го маятника с применением неявной разностной схемы (см. пункт 4.2.2).
Найдем оптимальные значения коэффициентов a и k с помощью биони-
ческого алгоритма адаптивного поискового поведения личинки ручейника
(см. пункт 4.3.2). Проведем исследование динамики маятника для двух
случаев – случая жесткого управления (маятник без люфта) и случая ги-
стерезисного управления.

4.5.1 Обратный гибкий маятник без люфта

Характеристики исследуемой механической системы и начальные усло-
вия:

Материал стержня – сталь; m = 1 кг; M = 10 кг; l = 1 м;
ρ = 1, 04 кг/м; E = 210 · 109 Па; I = 0, 087 кг · м2; α = 0, 06◦.

В процессе оптимизации решения были найдены коэффициенты a = 22 и
k = 1, 22.

Оценим устойчивость системы в соответствие с критерием Ляпунова.
В качестве функции Ляпунова возьмем

V =

∫ l

0

X ′2dl +

∫ l

0

Ẋ ′2dl.

Фазовая траектория исследуемой системы, представляющая собой за-
висимость интегрального угла отклонения стержня от его интегральной
угловой скорости, и соответствующая ей функция Ляпунова, показаны на
рис. 4.8.

Как видно из рис. 4.8, функция Ляпунова на всем исследуемом ин-
тервале времени удовлетворяет следующему условию:

V̇ (t) < −kV.

Следовательно, рассматриваемый обратный маятник с течением времени
стремится к устойчивому вертикальному положению.
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Рис. 4.8. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) систе-
мы без люфта (a = 22, k = 1.22).

Изменим коэффициенты управления, пусть a = 40 и k = 1. График
фазовой траектории и функции Ляпунова для этого случая приведены на
рис. 4.9.
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Рис. 4.9. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) систе-
мы без люфта (a = 40, k = 1).

Как видно из рисунков, изменение коэффициентов, найденных с по-
мощью бионического алгоритма, приводит к увеличению времени стабили-
зации. То есть найденные коэффициенты являются оптимальными, а их
изменение приводит к ухудшению стабилизации системы.
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4.5.2 Обратный гибкий маятник с люфтом

Добавим в модель механической системы люфт опоры стержня. Про-
ведем исследование поведения такой системы при тех же параметрах. Най-
дем оптимальные коэффициенты управления с помощью бионического ал-
горитма. Поиск коэффициентов для такой системы дал следующий резуль-
тат: a = 8, 4, k = 1, 39.

Пусть величина люфта L = 0, 01 м, mp = 1 кг. Фазовая траектория и
функция Ляпунова такой системы показаны на рис. 4.10.

-0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05
-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

e
1

e
2

0 50 100 150 200 250 300
0

1

2

3

4

5

6
x 10

-5

V
j

j

Рис. 4.10. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) си-
стемы с люфтом L = 0.01 м (a = 8, 4, k = 1, 39).

Увеличим раствор цилиндра, пусть L = 0, 02 м при тех же парамет-
рах системы. Результаты моделирования приведены на рис 4.11.

Таким образом, как видно из результатов моделирования, механиче-
ская система, представляющая собой обратный гибкий маятник с люфтом
в основании его крепления, при заданных параметрах так же с течением
времени приходит в устойчивое состояние.

Изменим коэффициенты управления, пусть a = 15 и k = 6. Результат
моделирования приведен на рис. 4.12.

Как и в случае с жестким управлением, изменение коэффициентов,
найденных с помощью бионического алгоритма, приводит к увеличению
времени стабилизации, что указывает на их оптимальность.
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Рис. 4.11. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) си-
стемы с люфтом L = 0.02 м (a = 8, 4, k = 1, 39).
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Рис. 4.12. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) си-
стемы с люфтом L = 0.02 м (a = 15, k = 6).

4.5.3 Нейроуправление

Выполним компьютерное моделирование динамики обратного гибко-
го маятника с люфтом в случае его стабилизации с помощью нейроконтрол-
лера на основе двухслойной ИНС с ГФА (см. раздел 3.4). Функции актива-
ции нейронов сети построим на основе модели Прейсаха. Характеристики
механической системы и начальные условия, как и в случае с управление
по принципу обратной связи:

Материал стержня – сталь; m = 1 кг; M = 10 кг; l = 1 м;
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ρ = 1, 04 кг/м; E = 210 · 109 Па; I = 0, 087 кг · м2; α = 0, 06◦;
L = 0, 01 м; mp = 1 кг.

Параметры двухслойной нейросети с гистерезисом:

Количество нейронов во входном слое m = 10, в выходном слое
p = 1, в скрытом слое n = 4. Вектор входных значений Y m ини-
циализируется отклонениями элементов стержня относительно
вертикальной оси. Матрица весовых коэффициентов скрытого
слоя Wmn и выходного слоя V np инициализируются случайны-
ми значениями из диапазона {−3, 3}.

Параметры модели Прейсаха в функции активации нейронов сети:

Коэффициенты an′ = {1}, bn′ = {1}, k = 0, 1. Шаг изменения
пороговых значений α и β, hα,β = 0, 1, n′ = 231.

Фазовая траектория и функция Ляпунова системы с нейроуправле-
нием показаны на рис. 4.13.
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Рис. 4.13. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) си-
стемы с нейроконтроллером.
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Как видно из рисунка, обратный гибкий маятник с течением времени
приходит в устойчивое вертикальное положение. Очевидно, что преимуще-
ством использования нейроконтроллера является отсутствие коэффициен-
тов управления и, как следствие, трудностей, сопряженных с поиском их
оптимальных значений (как было в случае управления по принципу об-
ратной связи). Однако, как видно из компьютерного моделирования, недо-
статком такого метода можно считать скачкообразное изменение управля-
ющего воздействия, вследствие чего происходит увеличение времени стаби-
лизации системы. Еще одним недостатком применения нейроконтроллера
является увеличение требуемых вычислительных ресурсов.

Выводы

В данной главе

• Построена математическая модель обратного гибкого маятника с на-
личием люфта в основании его крепления.

• Предложены принципы управления и стабилизации маятника в окрест-
ности вертикального положения. Рассматривалось управление по прин-
ципу обратной связи в случае, когда число управляющих воздействий
меньше числа степеней свободы. В процессе компьютерного модели-
рования было показано, что данный алгоритм, обладая простотой ре-
ализации, достаточно эффективен для решения поставленной задачи.

• Разработаны алгоритмы численного моделирования на основе явной
и неявной разностных схем, а также метода кусочно-линейной ап-
проксимации. Проведен сравнительный анализ данных алгоритмов
на предмет устойчивости и сходимости решения. Было показано, что
неявная схема обладает рядом преимуществ и является наиболее под-
ходящей для использования ее в численном моделировании.

• Предложены методы решения задачи оптимизации по параметрам
управляющего воздействия. Рассматривался градиентный метод дроб-
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ления шага и бионический алгоритм адаптивного поискового пове-
дения личинки ручейника. Проведен сравнительный анализ данных
методов. Было показано, что бионический алгоритм обладает зна-
чительным преимуществом перед классическими методами в случае
решения задачи оптимизации управляющего воздействия в системах
с гистерезисными связями.

• Проведено компьютерное моделирование динамики обратного гибко-
го маятника с применением предложенной неявной схемы. Было пока-
зано, что выбранный метод управления обладает достаточной эффек-
тивностью, а результаты оптимизации управляющего воздействия с
помощью бионического алгоритма полностью согласуются с резуль-
татами численного эксперимента.

• Проведено компьютерное моделирование динамики системы в случае
применения нейроуправления. В качестве управляющей нейросети
использовалась двухслойная ИНС с ГФА на основе модели Прейсаха.
Проведен сравнительный анализ использования нейроконтроллера и
управления по принципу обратной связи в результате которого бы-
ло показано, что применение нейроуправления является достаточно
эффективным и обладает рядом значимых преимуществ.
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Глава 5

Вибрационный демпфер на
основе материала
Ишлинского

В настоящей главе выполняется построение математической модели
механической системы с вынужденными колебаниями и демпфирующим
звенов в качестве которого выступает вязкий или гистерезисный демпфер.
В процессе компьютерного моделирования проводится исслдование дина-
мики данной механической системы и выполняется сравнительный анализ
эффективности линейного вязкого, нелинейного вязкого и гистерезисного
демпферов колебаний.

Демпфер представляет собой устройство, используемое для гашения
(демпфирования) механических, электрических и других видов колебаний,
возникающих в машинах и механизмах в процессе их работы. Демпфиро-
вание является актуальной задачей и имеет широкую область применения.
Так, например, в гидравлических системах применяются гидравлические
и пневматические демпферы – гасители пульсаций и гидроударов; в элек-
трических машинах демпферная обмотка предотвращает резкое увеличе-
ние коммутационных токов; в подвесках автомобилей и других транспорт-
ных средств используется демпфирующие устройства – амортизаторы; в
авионике демпфер аэроупругих колебаний летательного аппарата – борто-
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вая электронная система, предназначенная для автоматического гашения
короткопериодических колебаний самолета, неизбежно возникающих при
изменении полетных режимов.

В случае колебаний механической системы [123–132] широкое распро-
странение получило линейное вязкое демпфирование, основанное на дисси-
пации энергии колебаний за счет вязкого трения. Однако такой вид демп-
фирования имеет существенный недостаток – низкую эффективность за
пределами области резонанса системы. Одним из способов решения дан-
ной проблемы является использование нелинейного вязкого демпфера или
демпфера с гистерезисными свойствами [133–142].

Целью данной работы являлось исследование динамики механиче-
ской системы с вынужденными колебаниями в случае использования вяз-
кого демпфирования, а также демпфера с гистерезисной нелинейностью. В
качестве математической модели гистерезиса рассматривался преобразова-
тель Ишлинского, являющийся одним из видов континуальных систем ги-
стеронов и представляющий собой систему параллельно соединенных нели-
нейных звеньев типа «упор» [10]. Материал, изложенный в настоящей главе
подробно представлен в работах [159–161].

Глава построена следующим образом. В разделе 5.1 строится мате-
матическая модель, описывающая динамику механической системы с раз-
ными видами демпфирования – линейным вязким, нелинейным вязким и
гистерезисным, а также вводится понятие передаточной функции силы и
передаточной функции «перемещение-сила» как основных характеристик
системы. В разделе 5.2 приводятся результаты компьютерного моделиро-
вания и выводы.

5.1 Математическая модель

Рассмотрим механическую систему с вынужденными колебаниями и
наличием демпфирующего звена, приведенную на рис. 5.1. Данная механи-
ческая система состоит из цилиндра массойM , внутри которого находится
груз массойm, прикрепленный к боковой стенке цилиндра с помощью пру-
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жины жесткостью k и демпфирующего звена D, двигающийся без трения в
горизонтальной плоскости. К цилиндру приложена сила f(t) изменяюща-
яся по гармоническому закону. Для простоты будем считать, что данная
система обладает одной степенью свободы.

m

M

k

x

y

f(t)

fd(t)

D

Рис. 5.1. Исследуемая механическая система.

Пусть закон изменения силы f(t), приложенной к цилиндру M , за-
дается следующим соотношением:

f (t) = Y ω2 sin (ωt) , (5.1)

где Y – амплитуда, ω – частота воздействия.

5.1.1 Вязкое демпфирование

Рассмотрим случай вязкого демпфирования [143], тогда сила, прило-
женная к грузу m определяется следующим образом:

fd (t) = c(1 + z)nż, n ≥ 0, (5.2)

где c – коэффициент демпфирования, z = y − x – относительное переме-
щение, n – коэффициент, определяющий закон демпфирования. В случае,
когда n = 0, D представляет собой линейный вязкий демпфер. Если n > 0,
имеет место нелинейное демпфирование с нелинейностью n-го порядка.
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Составим уравнения, описывающие динамику исследуемой системы:{
M d2y

dt2 + kz + c(1 + z)n dzdt = Y ω2 sin (ωt) ,

md2x
dt2 − kz − c(1 + z)n dzdt = 0.

(5.3)

Исключив из уравнений системы (5.3) переменные x и y, получим

d2z

dt2
+
M +m

m

[
c(1 + z)n

dz

dt
+ kz

]
=
Y

M
ω2 sin (ωt) . (5.4)

Так как исследование механической системы с демпфированием удоб-
но производить в частотной области, а эффективность демпфера за преде-
лами резонанса системы является одним из важных критериев его приме-
нимости, произведем замену переменных таким образом, чтобы перейти к
относительной частоте. Пусть

u = z, ω0 =
√

k
µ , Ω = ω

ω0
, τ = ω0

ς = c
2ω0µ

, µ = Mm
M+m , A = Y

M ,
(5.5)

где ω0 – частота резонанса системы.
Перепишем уравнение (5.4), учитывая произведенную замену (5.5):

d2u

dτ 2
+ 2ς(1 + u)n

du

dτ
+ u = AΩ2 sin (Ωτ) . (5.6)

Уравнение (5.6) в относительных переменных u, τ и Ω описывает
динамику механической системы (рис. 5.1) с наличием вязкого демпфиро-
вания.

5.1.2 Гистерезисное демпфирование

Рассмотрим случай гистерезисного демпфирования, тогда сила, при-
ложенная к грузу m в относительных величинах (5.5), определяется сле-
дующим образом:

fd (τ) = W [τ, zj (τ)]u, j = 1, N, (5.7)
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где W – описанный в рвзделе 2.4 преобразователь Ишлинского (рис. 2.9),
состояние которого определяется равенством (2.17). В этом случае, урав-
нение описывающее динамику исследуемой механической системы в отно-
сительных величинах будет иметь следующий вид:

d2u
dτ2 + αW [τ, zj (τ)]u+ u = AΩ2 sin (Ωτ) , j = 1, N, (5.8)

где коэффициент α = S
k , S – площадь сечения демпфирующего материала,

k – жесткость пружины.
Таким образом, уравнение (5.8) в относительных переменных u, τ и

Ω описывает динамику механической системы (рис. 5.1) с наличием гисте-
резисного демпфирования.

5.1.3 Основные характеристики

Целью данной работы являлось исследование динамики механиче-
ской системы с вынужденными колебаниями в случае использования вяз-
кого демпфирования и демпфера с гистерезисной нелинейностью. Как ука-
зывалось ранее, подобное исследование удобно производить в частотной
области. Рассмотрим основные характеристики, отражающие эффектив-
ность использования исследуемого демпфера в области резонанса системы
и за ее пределами.

Передаточная функция силы, определяемая отношением силы,
приложенной к цилиндру M и силы, приложенной к грузу m (рис. 5.1),
отражает эффективность гашения внешнего воздействия по передаче си-
лы от внешнего источника к грузу. Данная характеристика выражается
следующим образом:

Tff =
max

∣∣∣mω2
0
d2x
dτ2

∣∣∣
Y ω2

. (5.9)

Из системы (5.3) и уравнения (5.6) Tff можно выразить через пере-
менную u следующим образом:

Tff = max

∣∣∣∣ m

(M +m)AΩ2

[
AΩ2 sin (Ωτ)− ü

]∣∣∣∣ . (5.10)
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Передаточная функция «перемещение-сила», определяемая от-
ношением перемещения груза m относительно цилиндраM и силы, прило-
женной к цилиндру, отражает эффективность гашения колебаний по спо-
собности демпфера уменьшать относительное перемещение груза под воз-
действием внешних сил. Данная характеристика выражается как

Tfd =
max |x (τ)|

Y ω2
. (5.11)

Из системы (5.3) и уравнения (5.6), используя интегрирование можно
найти Tfd как функцию от u в следующем виде:

Tfd = max

∣∣∣∣ A sin (Ωτ) + u

(M +m)AΩ2ω2
0

∣∣∣∣ . (5.12)

В процессе моделирования, используем эти характеристики для срав-
нения линейного вязкого, нелинейного вязкого и гистерезисного демпфи-
рования.

5.2 Результаты компьютерного моделирования

Выполним компьютерное моделирование динамики исследуемой ме-
ханической системы, используя численное решение уравнений (5.6) и (5.8).
В этом случае, соответствующие им конечно-разностные уравнения будут
иметь следующий вид:

ui+2−2ui+1+ui
h2τ

+ 2ς(1 + ui+1)
nui+1−ui

hτ
+ ui+1 = AΩ2 sin (Ωihτ) ,

ui+2−2ui+1+ui
h2τ

+ αW [ihτ , zj (ihz)]ui+1 + ui+1 = AΩ2 sin (Ωihτ) ,

i = 0, T , j = 1, N,

(5.13)

где hτ – шаг сетки по координате τ , T – временной интервал исследования,
N – количество гистеронов в материале Ишлинского.

Данная разностная схема является явной. Таким образом, решение
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уравнений (5.6), (5.8) будет определятся следующими соотношениям:

ui+2 = AΩ2h2τ sin (Ωihτ)− 2ςhτ(1 + ui+1)
n (ui+1 − ui)−

−h2τui+1 + 2ui+1 − ui,
ui+2 = AΩ2h2τ sin (Ωihτ)− αh2τW [ihτ , zj (ihτ)]ui+1−
−h2τui+1 + 2ui+1 − ui,
i = 0, T , j = 1, N.

(5.14)

Выполним моделирование динамики исследуемой механической си-
стемы с помощью разностной схемы (5.14). Построим график передаточ-
ной функции силы (5.10) и функции «перемещение-сила» (5.12) для случая
вязкого демпфирования с параметром n = {0, 2, 4} и гистерезисного демп-
фера.

В качестве гистерезисного демпфера используем материал Ишлин-
ского W с параметрами E = 10000, Wj[t0, zj(t0)] = 0, ξj = 1, Wj : h =

{−j, j}, j = 1, . . . , 50 (шаг 0, 1), α = 0, 0001. Характеристики механиче-
ской системы: M = 1, m = 1, ς = 0, 8, ω0 = 10, внешнее воздействие с
параметрами A = 1, ω = 0, . . . , 30 (шаг 0, 2), параметры разностной схемы:
hτ = 0, 0167, T = 10000.

Результаты моделирования приведены на рис. 5.2 и рис. 5.3. Как вид-
но из графиков, линейный вязкий демпфер имеет высокую эффективность
в области резонанса системы, однако способность к демпфированию за пре-
делами резонанса резко уменьшается. Нелинейное вязкое демпфирование
имеет более широкую область эффективного использования, однако про-
игрывает в эффективности линейному демпферу в области резонанса си-
стемы.

Гистерезисный демпфер на основе материала Ишлинского имеет вы-
сокую эффективность как в области резонанса так и за ее пределами,
тем самым выигрывая по эффективности демпфирования по сравнению
с вязким демпфером. Недостатком гистерезисного демпфера можно счи-
тать снижение способности уменьшать относительное перемещение груза
под воздействием внешних сил за пределами области резонанса системы,
что демонстрирует рис. 5.3.
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Рис. 5.2. Передаточная функция силы.
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Рис. 5.3. Передаточная функция «перемещение-сила».
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Рассмотрим фазовые траектории рассматриваемой системы. В каче-
стве координат фазовой плоскости возьмем мгновенные значения переме-
щения груза внутри цилиндра x (τ) и его относительную скорость ẋ (τ). Из
системы (5.3) и уравнения (5.6), используя интегрирование можно найти{

x (τ) = − [A sin (Ωτ) + u (τ)] M
M+m ,

ẋ (τ) = − [AΩ cos (Ωτ) + u̇ (τ)] M
M+m .

(5.15)

Фазовые портреты показаны на рис. 5.4 – 5.7.
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Рис. 5.4. Фазовый портрет для линейного вязкого демпфера при n = 0,
Ω = 3 (слева), Ω = 30 (справа).
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Рис. 5.5. Фазовый портрет для нелинейного вязкого демпфера при n = 2,
Ω = 3 (слева), Ω = 30 (справа).
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Рис. 5.6. Фазовый портрет для нелинейного вязкого демпфера при n = 4,
Ω = 3 (слева), Ω = 30 (справа).
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Рис. 5.7. Фазовый портрет для гистерезисного демпфера при Ω = 3 (слева),
Ω = 30 (справа).

На рисунках представлены фазовые траектории динамики системы
при использовании вязкого и гистерезисного демпфирования. Слева по-
казаны фазовые портреты, соответствующие области резонанса, справа –
дальней частотной области. Из рисунков видно, что по сравнению с вязким
демпфированием, гистерезисный демпфер имеет большую эффективность
как в области резонанса, так и за ее пределами.

Исследуем динамику системы при воздействии единичного импульса.
В этом случае уравнение (5.4) для вязкого демпфирования будет иметь
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следующий вид:

d2z

dt2
+ 2ςω0(1 + z)n

dz

dt
+ ω2

0z = δ (t) , (5.16)

для гистерезисного демпфера:

d2z

dt2
+ ω2

0 (αWz + z) = δ (t) , (5.17)

где δ (t) – функция Дирака. В данном разделе рассмотрим классические
решения уравнений 5.16 и 5.17, определенные при положительном значении
аргумента.

На рис. 5.8 приведена реакция на единичный импульс системы с вяз-
ким и гистерезисным демпфированием.
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Рис. 5.8. Относительное перемещение груза x(t) при воздействии единич-
ного импульса.

Как видно из рисунка, при гистерезисном демпфировании, диссипа-
ция энергии колебаний происходит быстрее, чем при использовании линей-
ного и нелинейного вязкого демпфера.
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Выводы

В данной главе

• Построена математическая модель механической системы с вынуж-
денными колебаниями и демпфирующим звеном на основе вязкого и
гистерезисного демпферов.

• Выполнено исследование динамики данной механической системы и
проведен сравнительный анализ эффективности линейного вязкого,
нелинейного вязкого и гистерезисного демпфирования.

• В процессе компьютерного моделирования было показано, что ли-
нейный вязкий демпфер имеет высокую эффективность в области
резонанса системы, однако способность к демпфированию за предела-
ми резонанса резко уменьшается. Нелинейное вязкое демпфирование
имеет более широкую частотную область его эффективного приме-
нения, однако проигрывает в эффективности линейному демпферу в
области резонанса системы. Гистерезисный демпфер на основе мате-
риала Ишлинского имеет высокую эффективность как в области ре-
зонанса так и за ее пределами, тем самым выигрывая по эффективно-
сти демпфирования по сравнению с вязким демпфером. Недостатком
гистерезисного демпфера является снижение способности уменьшать
относительное перемещение груза под воздействием внешних сил за
пределами области резонанса системы.
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Заключение

Сформулируем основные результаты, изложенные в диссертации:

1. Проведен анализ математических моделей гистарезиса, таких как S-
преобразователь, модель Прейсаха, преобразователь-люфт, материал
Ишлинского. Предложены принципы построения их численной реа-
лизации в составе различных систем с гистерезисными связями.

2. Разработаны принципы построения функций активации нейронов ИНС
с наличием гистерезиса на основе S-преобразователя и модели Прейса-
ха. Проведено исследование функционирования данных моделей. Раз-
работаны принципы построения однослойной и двухслойной ИНС с
ГФА на основе S-преобразователя и модели Прейсаха. Предложе-
ны алгоритмы их обучения. Проведено компьютерное моделирование
процесса обучения однослойной и двухслойной ИНС с ГФА, которое
показало, что ИНС с ГФА обладает большей помехоустойчивостью
по сравнению с подобной ИНС построенной по стандартной схеме и
может применяться в системах классификации образов, управления
и т.п. с большим уровнем шумов и кратковременными помехами (на-
пример, при обработке видеопотока). Нейросети построенные на осно-
ве S-преобразователя и модели Прейсаха ведут себя идентично, одна-
ко отличаются по скорости работы и требуемым машинным ресурсам.
Исследование показало, что ИНС с ГФА на основе модели Прейсаха
имеет лучшее быстродействие, но требует значительно больших ма-
шинных ресурсов по сравнению с ИНС на основе S-преобразователя.
Выполнено компьютерное моделирование работы ИНС с ГФА на при-
мере решения задачи классификации образов. Проведено исследова-
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ние динамики нейронов сети в процессе их функционирования. Ана-
лиз работы двухслойной ИНС с гистерезисом показал, что при обуче-
нии сети с помощью одинаково повторяющейся последовательности
образов, сеть способна запоминать эту последовательность и в про-
цессе работы реагировать на нее быстрее, чем на те же образы, подан-
ные на вход в случайном порядке. Таким образом, данная ИНС обла-
дает способностью к выделению из набора подаваемых на нее образов
искомой последовательности. Другими словами, двухслойная ИНС с
ГФА обладает свойством ассоциативной памяти. Разработаны прин-
ципы построения нейроконтроллера на основе ИНС с ГФА для управ-
ления неустойчивыми объектами. Предложены методы адаптивного
функционирования такой нейросети в режиме самообучения.

3. Построена математическая модель обратного гибкого маятника с на-
личием люфта в основании его крепления. Предложены принципы
управления и стабилизации маятника в окрестности вертикального
положения. Предложено управление по принципу обратной связи в
случае, когда число управляющих воздействий меньше числа степе-
ней свободы. В процессе компьютерного моделирования было показа-
но, что данный алгоритм, обладая простотой реализации, достаточно
эффективен для решения поставленной задачи. Разработаны алго-
ритмы численного моделирования на основе явной и неявной разност-
ных схем, а также метода кусочно-линейной аппроксимации. Прове-
ден сравнительный анализ данных алгоритмов на предмет устойчиво-
сти и сходимости решения. Было показано, что неявная схема облада-
ет рядом преимуществ и является наиболее подходящей для использо-
вания ее в численном моделировании. Предложены методы решения
задачи оптимизации по параметрам управляющего воздействия. Опи-
сан бионический алгоритм адаптивного поискового поведения личин-
ки ручейника. Было показано, что бионический алгоритм обладает
значительным преимуществом перед классическими методами в слу-
чае решения задачи оптимизации управляющего воздействия для си-
стем с гистерезисными связями. Проведено компьютерное моделиро-
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вание динамики обратного гибкого маятника с гистерезисным управ-
лением. Было показано, что выбранный метод управления обладает
достаточной эффективностью, а результаты оптимизации управляю-
щего воздействия с помощью бионического алгоритма полностью со-
гласуются с результатами численного эксперимента. Проведено ком-
пьютерное моделирование динамики системы в случае применения
гистерезисного нейроуправления. В качестве управляющей нейросети
использовалась двухслойная сеть с ГФА на основе модели Прейсаха.
Проведен сравнительный анализ использования нейроконтроллера и
управления по принципу обратной связи в результате которого было
показано, что применение гистерезисного нейроуправления является
достаточно эффективным и обладает рядом значимых преимуществ.

4. Построена математическая модель механической системы с вынуж-
денными колебаниями и демпфирующим звеном на основе вязкого и
гистерезисного демпферов. Выполнено исследование динамики дан-
ной механической системы и проведен сравнительный анализ эф-
фективности линейного вязкого, нелинейного вязкого и гистерезис-
ного демпфирования. В процессе компьютерного моделирования бы-
ло показано, что линейный вязкий демпфер имеет высокую эффек-
тивность в области резонанса системы, однако способность к демп-
фированию за пределами резонанса резко уменьшается. Нелинейное
вязкое демпфирование имеет более широкую частотную область его
эффективного применения, однако проигрывает в эффективности ли-
нейному демпферу в области резонанса системы. Гистерезисный демп-
фер на основе материала Ишлинского имеет высокую эффективность
как в области резонанса так и за ее пределами, тем самым выигрывая
по эффективности демпфирования по сравнению с вязким демпфе-
ром. Недостатком гистерезисного демпфера является снижение спо-
собности уменьшать относительное перемещение груза под воздей-
ствием внешних сил за пределами области резонанса системы.
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