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Общая характеристика работы
Актуральность темы. Нелинейные зависимости гистерезисного типа
повсеместно возникают в различных разделах физики, механики, биологии
и др. Известен целый ряд физических явлений, закон изменения которых
представляет собой замкнутую кривую, называемую петлей гистерезиса.
Отметим наиболее известные из них: диэлектрический гистерезис (кривая
поляризации P = f(E)), магнитный гистерезис (кривая намагничивания
B = f(H)), упругий гистерезис (кривая деформации ε = f(F )) и некото-
рые другие.

Несмотря на распространенность и важность этого явления, до недав-
него времени не существовало простого аналитического выражения, спо-
собного описать его с достаточной степенью точности и адекватности. Важ-
ным шагом к систематизированному описанию явления гистерезиса стало
создание М.А. Красносельским и А.В. Покровским математической тео-
рии, формализующей общие методы описания и исследования широких
классов систем с гистерезисом. Для этого был создан и развит новый ма-
тематический аппарат, основанный на выделении элементарных носителей
гистерезиса – гистеронов, трактуемых как преобразователи с пространства-
ми состояний, соответствиями вход-выход и вход-состояние. Развиваемые
в рамках теории методы описания гистерезиса связаны с известной мето-
дологией Нола, Колемана, Трусделла и др. (отметим в этой связи шестую
проблему Гильберта в механике сплошных сред).

Развитый в этой теории математический аппарат удобен для иссле-
дования процессов в замкнутых системах, содержащих звенья с гистерези-
сом. Он позволяет применять современные функционально-аналитические
и функционально-топологические методы в таких задачах, как анализ устой-
чивости и абсолютной устойчивости вынужденных периодических колеба-
ний и автоколебаний, исследование роли малых параметров и построение
усредненных уравнений, анализ численных схем, выделение особых режи-
мов функционирования и изучение их свойств и т.д.

Системы с гистерезисными нелинейностями обладают рядом специ-
фических особенностей коренным образом отличающих их от традицион-
ных систем с функциональными нелинейностями. К их числу, в первую оче-
редь, относятся недифференцируемость гистерезисных операторов, необыч-
ность фазовых пространств, включающих в себя пространства состояний
соответствующих гистерезисных преобразователей, в общем случае не об-
ладающих линейной структурой и некоторые другие. Следовательно, ана-
лиз и синтез моделей оптимального функционирования систем с гистере-
зисными нелинейностями требует разработки новых методов, учитываю-
щих упомянутые выше особенности. Кроме того, как показывают простые
примеры, для систем с гистерезисом типична ситуация, когда в них прин-
ципиально нереализуемы асимптотически устойчивые режимы, что затруд-
няет численную реализацию методов их приближенного построения. Это
обуславливает необходимость разработки новых численных методов и ал-
горитмов построения переходных процессов в системах с гистерезисны-
ми нелинейностями. Таким образом, актуальной является задача развития
качественных и приближенных аналитических методов исследования ста-
билизации и оптимального функционирования систем с гистерезисными
нелинейностями, а также разработки алгоритма приближенного построе-
ния их решений.

Еще одной областью, где возникают явления гистерезисной природы,
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является нейрофизиология. Гистерезисные эффекты проявляются в функ-
ционировании нейронов на различных уровнях, в том числе они играют
ключевую роль в работе кратко- и долговременной памяти. Учет гистере-
зисной природы нейронов естественным образом повышает эффективность
применения нейронных сетей для решения прикладных задач, таких как
задача распознавания образов и выделение заданных паттернов изображе-
ний из общего потока видеоданных. В эффективности выделения важных
объектов из огромного зрительного потока информации эталоном является
человеческий мозг, поэтому для разработки систем распознавания образов
естественно использовать модели биологических нейронных сетей с прису-
щими им гистерезисными свойствами. Модели биологических нейронов бы-
ли достаточно подробно исследованы, однако гистерезисные эффекты в мо-
делях биологических нейронов к настоящему времени не нашли должного
освещения. Поэтому задача, связанная с анализом новых математических
методов моделирования биологических нейронных сетей с гистерезисными
свойствами является важной и актуальной.

Диссертационная работа выполнена в рамках научного направления
кафедры Цифровых технологий Воронежского государственного универси-
тета и частично поддержана РФФИ (гранты № 13-08-00532, № 16-08-00312,
№ 17-01-00251). Программное обеспечение созданное в рамках данной рабо-
ты получило свидетельство о государственной регистрации программ для
ЭВМ (№ 2016612458 и № 2016612469).

Цель работы. Разработка и развитие качественных и приближенных
аналитических методов, численных алгоритмов анализа оптимального функ-
ционирования, стабилизации и синхронизации для классов механических
систем и искусственных нейронных сетей с гистерезисными связями.

Достижение указанной цели осуществлялось решением следующих
задач:

1. Анализ математических моделей гистерезиса. Разработка принципов
построения их численной реализации в составе различных систем с
гистерезисными связями.

2. Разработка принципов построения функций активации нейронов ис-
кусственной нейронной сети с наличием гистерезиса. Построение ис-
кусственных нейронных сетей с гистерезисными свойствами, иссле-
дование законов и динамики их функционирования.

3. Анализ математической модели обратного гибкого маятника с ги-
стерезисными связями в основании его крепления. Разработка мето-
дов стабилизации маятника в окрестности вертикального положения.
Решение задачи оптимизации по параметрам управляющего воздей-
ствия.

4. Исследование математической модели механической системы с демп-
фирующим звеном гистерезисной природы, находящейся под воздей-
ствием периодической внешней силы. Разработка алгоритма числен-
ного анализа гистерезисного демпфера.

Объекты исследования — механические системы и искусственные ней-
ронные сети с носителями гистерезисных свойств.
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Предмет исследования — математические модели систем с гистерези-
сом, алгоритмы, программные методы стабилизации и оптимизации, чис-
ленные и аналитические методы построения оптимальных переходных про-
цессов в системах с гистерезисом.

Методы исследования. При выполнении работы использовались мето-
ды математического моделирования, операторная теория гистерезиса, ка-
чественная теория дифференциальных уравнений, теория автоматического
регулирования, нелинейный анализ, численные методы решения диффе-
ренциальных уравнений с запаздыванием.

Научная новизна. В работе получены следующие новые результаты:

• разработаны принципы построения искусственных нейронных сетей
с гистерезисной функцией активации, проведено исследование пере-
ходных процессов отдельных нейронов, установлены повышенная по-
мехоустойчивость и наличие ассоциативной памяти для классов задач
распознавания образов;

• разработан алгоритм стабилизации обратного гибкого маятника, пред-
ложен метод оптимизации параметров управляющего воздействия на
основе адаптивного поискового поведения анимата в задаче стабили-
зации обратного гибкого маятника с гистерезисным управлением;

• проведено исследование математической модели гистерезисного виб-
рационного демпфера на основе материала Ишлинского, выполнен
сравнительный анализ гистерезисного и вязкого демпферов.

Область исследований. Содержание диссертации соответствует пас-
порту специальности 05.13.18 – математическое моделирование, численные
методы и комплексы программ (физико-математические науки). Область
исследования соответствует п.1 «Разработка новых математических мето-
дов моделирования объектов и явлений», п.2 «Развитие качественных и
приближенных аналитических методов исследования математических мо-
делей», п.5 «Комплексные исследования научных и технических проблем
с применением современной технологии математического моделирования и
вычислительного эксперимента».

Практическая значимость работы. Разработанная в диссертацион-
ной работе модель искусственной нейронной сети с гистерезисной функ-
цией активации повышает эффективность работы программного обеспече-
ния для распознавания и классификации отдельных классов объектов, а
также может служить основой для разработки эффективных алгоритмов
обработки видеопотока в реальном времени. Предложенные методы стаби-
лизации обратного гибкого маятника с гистерезисным управлением могут
послужить основой для программно-аппаратной реализации устойчивого
функционирования различных механических систем с гистерезисными свя-
зями. Результаты в области исследования модели гистерезисного демпфера
на основе материала Ишлинского могут стать основой для создания эффек-
тивных демпфирующих устройств, которые, в свою очередь, могут найти
применение при строительстве зданий в сейсмически активных районах,
автомобилестроении, тяжелой промышленности.
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На защиту выносятся:

• методика построения искусственных нейронных сетей с гистерезис-
ной функцией активации;

• численная реализация и анализ математической модели обратного
гибкого маятника с гистерезисными связями в основании его креп-
ления, методика оптимизации его динамики (на основе бионического
алгоритма);

• алгоритм исследования динамики механических систем с гистерезис-
ным вибрационным демпфером на основе материала Ишлинского.

Личный вклад автора. Все результаты представленной работы полу-
чены лично автором.

Апробация работы. Основные результаты и положения диссертации
докладывались и обсуждались на следующих конференциях и семинарах:
«Современные технологии в задачах управления, автоматики и обработ-
ки информации» (XXI Международный научно-технический семинар, г.
Алушта, сентябрь 2012г.), «Информатизация процессов формирования от-
крытых систем на основе САПР, АСНИ, СУБД и систем искусственного ин-
теллекта» (ИНФОС-2013, 7-я международная научно-техническая конфе-
ренция, г. Волгоград, 2013г.), «Современные технологии в задачах управле-
ния, автоматики и обработки информации» (XXII международный научно-
практический семинар, г. Алушта, сентябрь 2013г.), «Нейроинформатика-
2014» (XVI Всероссийская научно-техническая конференция с междуна-
родным участием, г. Москва, январь 2014г.), «Современные технологии в
задачах управления, автоматики и обработки информации» (XXIII меж-
дународный научно-практический семинар, г. Алушта, Сентябрь 2014г.),
«Нейроинформатика-2015» (XVII Всероссийская научно-техническая кон-
ференция с международным участием, г. Москва, январь 2015г.), 5th
ECCOMAS Thematic Conference on Computational Methods in Structural
Dynamics and Earthquake Engineering (Greece, Crete, May 2015), «Совре-
менные технологии в задачах управления, автоматики и обработки инфор-
мации» (XXIV международная научно-техническая конференция, г. Алуш-
та, сентябрь 2015г.), «Информатика: проблемы, методология, технологии»
(XVI международная конференция, г. Воронеж, февраль 2016г.), «Инфор-
мационные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2016, Международная
конференция и молодежная школа, г. Самара, май 2016г.), «Современные
технологии в задачах управления, автоматики и обработки информации»
(XXV международная научно-техническая конференция, г. Алушта, сен-
тябрь 2016г.), 3rd International Conference on Structural Nonlinear Dynamics
and Diagnosis (Marrakech, May 2016).

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 18 печатных
работ в форме статей, тезисов и докладов [1-18]. Из них 3 в журналах пе-
речня ВАК и 5 в журналах, включенных в международную реферативную
базу данных Scopus.
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Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти
глав, заключения и списка литературы из 161 наименования. Общий объем
диссертации составляет 124 страницы, включая 37 рисунков.

Краткое содержание диссертации
Во введении обоснована актуальность темы, сформулированы цель

работы и задачи исследования, показана её научная новизна, приведены
положения, выносимые на защиту.

В первой главе проводится обзор литературы, посвященной тема-
тике математических моделей гистерезиса и методам их описания, а также
искусственным нейронным сетям, принципам их построения и особенно-
стям их функционирования.

Во второй главе на основе методов системного анализа излагаются
основные свойства используемых в работе гистерезисных преобразователей
– люфта, упора,S -преобразователя, а также преобразователей Прейзаха
и Ишлинского. Все носители гистерезисных свойств трактуются согласно
М.А. Красносельскому и А.В. Покровскому как преобразователи, опреде-
ленные на пространстве непрерывных функций, зависящих от своего на-
чального состояния как от параметра, динамика которых описывается дву-
мя соотношениями – вход-состояние и состояние-выход.

Третья глава посвящена искусственным нейронным сетям (ИНС) с
гистерезисной функцией активации (ГФА). В данной главе описываются
принципы построения однослойной и двухслойной ИНС с ГФА на осно-
ве S -преобразователя и модели Прейсаха, а также предлагаются методы
обучения таких нейросетей.

Архитектура однослойной ИНС с ГФА приведена на рис. 1.
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Рис. 1. Однослойная ИНС с ГФА.

Здесь Y m – вектор входных значений; Wmn – матрица весовых коэф-
фициентов; Un – вектор воздействий;Xn – целевой вектор;G = f

(
U,X, Ẋ, t

)
– функция активации.

В случае использования в качестве гистерезисной функции актива-
ции G модели S-преобразователя, элементы целевого вектора Xn можно
представить в виде конечных разностей:

xj+1
k − xjk
h

= ujk −
(
xjk

)3
+ 3xjk , k = 1, n, (1)

7



где h – шаг по времени, j – номер итерации. Задав начальные условия
(u0k, x

0
k) и шаг h, можно найти текущее значение элементов целевого век-

тора x(j+1)
k . В качестве ГФА можно также использовать преобразователь

Прейсаха в виде конечномерной аппроксимации с заранее заданными па-
раметрами.

Так как рассматриваемая ИНС является однослойной, для её обуче-
ния будем использовать дельта-правило, являющееся следствием первого
и второго правил Хебба.

Архитектура двухслойной ИНС с ГФА приведена на рис. 2. Здесь
Y m – вектор входных значений; Wmn – матрица весовых коэффициентов
скрытого слоя; Un – вектор воздействий скрытого слоя; Qn – выходной
вектор скрытого слоя; V np – матрица весовых коэффициентов выходного
слоя; Ep – вектор воздействий выходного слоя; Xp – целевой вектор. Слой
1 будем называть скрытым, а слой 2 – выходным слоем.
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Σ

Σ

Σ

Σ
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Рис. 2. Двухслойная ИНС с ГФА.

Обучение ИНС будем проводить с помощью процедуры обратного
распространения ошибки. Таким образом, рассматриваемая ИНС можно
классифицировать как сеть обратного распространения.

В качестве функции активации G можно использовать как модель
на основе S-преобразователя, так и преобразователь Прейсаха. В случае
применения модели Прейсаха функция активации каждого нейрона сети
содержит n неидеальных реле R [α, β, x0].

В данной главе также проводилось исследование функционирования
ИНС с ГФА на примере решения задачи классификации образов (изоб-
ражений чисел от 0 до 9). Результаты моделирования работы нейросети
показаны на рис. 3 и 4.

Исследование динамики ИНС с ГФА показало, что такая нейросеть
обладает большей помехоустойчивостью по сравнению с подобной ИНС по-
строенной по стандартной схеме, а из анализа работы двухслойной ИНС с
ГФА следует, что при обучении сети с помощью одинаково повторяющейся
последовательности образов, сеть способна запоминать эту последователь-
ность и в процессе работы реагировать на нее быстрее, чем на те же образы,
поданные на вход в случайном порядке.

Таким образом, данная ИНС обладает не только способностью к рас-
познаванию, но и способностью к выделению из набора подаваемых на нее
образов искомой последовательности. Другими словами, двухслойная сеть
обладает свойством ассоциативной памяти.
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Рис. 3. Динамика нейрона с ГФА однослойной ИНС в случае подачи на вход
последовательно идеального и зашумленного образа (слева) или только

зашумленного образа (справа).

Рис. 4. Динамика двух соседних нейронов двухслойной ИНС с ГФА соот-
ветствующих символам «1» и «2» обученных на последовательности обра-

зов 0− 9 (слева) и 9− 0 (справа).

В четвертой главе исследуется математическая модель обратно-
го гибкого маятника с люфтом в основании его крепления, предлагаются
методы решения задачи стабилизации такого маятника в окрестности вер-
тикального положения.

Физическая модель маятника представлена на рис. 5. Здесь (x, y) –
система отсчета гибкого стержня массой m, длиной l и плотностью ρ, где
ось Ox совпадает с касательной к профилю стержня в точке его крепления;
θ – угол наклона системы координат стержня, I – осевой момент инерции
сечения стержня; (X, x̄) – инерциальная система отсчета рассматриваемой
механической системы, M – масса цилиндра с раствором L, F – сила, при-
ложенная к поршню массой mp, трактуемая как управление.

Сила, приложенная к опоре стержня, описывается с помощью преоб-
разователя - люфта следующим образом

f(t) = Γ[X(0, t), Y (t), L, F0]F =

{
0, | X(0, t)− Y (t) |≤ L,
F, | X(0, t)− Y (t) |> L, (2)

где L – величина раствора цилиндра.
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Рис. 5. Модель гибкого маятника.

Используя функцию Лагранжа и вариационный принцип, запишем
систему уравнений, описывающую динамику представленной механической
системы: 

Ẍ (x̄, t) + EI
ρ X

′′′′ (x̄, t) = gX ′ (0, t) ,

MẌ (0, t) +mgX ′ (0, t) + EIX ′′′ (0, t) = f (t) ,
(M +m) Ẍ (0, t) +mlẌ ′ (0, t) = f (t) ,
g (M +m) Ẍ (0, t)− MEI

ρ X ′′′ = f (t) l,
f(t) = Γ[X(0, t), Y (t), L, F0]F.
mpŸ (t) = F,

(3)

Начальные условия, определяющие кривизну стержня:{
X (0, t) = X ′′ (0, t) = 0,
X ′′ (l, t) = X ′′′ (l, t) = 0. (4)

Управление маятником производится по принципу обратной связи,
т.е. будем считать, что величина силы, приложенной к поршню (рис. 5),
определяется следующим равенством:

F = k · sign(ae1 + e2), (5)

где коэффициенты a > 0, k > 0 и{
e1 =

∫ l
0 X

′dl,

e2 =
∫ l
0 Ẋ

′dl.
(6)

Коэффициент e1 – интегральный угол отклонения гибкого стержня, e2 –
интегральная угловая скорость.

Очевидно, что при данном методе управления число управляющих
воздействий меньше числа степеней свободы обратного гибкого маятника,
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а задача его стабилизации в окрестности вертикального положения будет
заключаться в поиске оптимальных значений коэффициентов a и k, обеспе-
чивающих наибольшую область притяжения и, как следствие, наилучшую
стабилизацию.

Решение системы уравнений (3) выполнялось с помощью разрабо-
танных для этого разностных схем и метода кусочно-линейной аппрокси-
мации. Учитывая тот факт, что решение производилось пошагово с приме-
нением численных методов, а также принимая во внимание недифферен-
цируемость гистерезисных операторов, для оптимизации по параметрам
управляющего воздействия (a, k) был использован бионический алгоритм
адаптационного поискового поведения личинки ручейника (Chaetopteryx
villosa).

Результаты численного моделирования стабилизации обратного гиб-
кого маятника с гистерезисным управлением приведены на рис. 6, при этом
слева демонстрируется поведение системы при коэффициентах a и k, полу-
ченных с помощью бионического алгоритма оптимизации, справа показано
поведение системы в случае, когда коэффициенты управления отличны от
рассчитанных, а величина люфта L увеличена.
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Рис. 6. Фазовая траектория системы с параметрами L = 0.01 м, a = 8, 4,
k = 1, 39 (слева) и L = 0.02 м, a = 15, k = 6 (справа).

Как видно из рисунков, система успешно стабилизируется в окрест-
ности вертикального положения, однако при коэффициентах, отличных от
рассчитанных, требуется больше времени, чтобы привести маятник в вер-
тикальное положение, что свидетельствует об оптимальности найденных
параметров управления a и k.

В пятой главе диссертации выполняется построение математиче-
ской модели механической системы с вынужденными колебаниями и демп-
фирующим звенов в качестве которого выступает вязкий и гистерезисный
демпфер (рис. 7). В процессе компьютерного моделирования было проведе-
но исследование динамики такой механической системы и выполнен срав-
нительный анализ эффективности линейного вязкого, нелинейного вязкого
и гистерезисного демпферов колебаний.

Сила f(t), приложенная к цилиндруM , изменяется по гармоническо-
му закону:

f (t) = Y ω2 sin (ωt) , (7)
где Y – амплитуда, ω – частота воздействия.
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Рис. 7. Механическая система с вынужденными колебаниями и демпфиру-
ющим звеном.

В случае вязкого демпфирования, сила, приложенная к грузуm опре-
деляется как

fd (t) = c(1 + z)nż, n ≥ 0, (8)
где c – коэффициент демпфирования, z = y − x – относительное переме-
щение, n – коэффициент, определяющий закон демпфирования. В случае,
когда n = 0, D представляет собой линейный вязкий демпфер. Если n > 0,
имеет место нелинейное демпфирование с нелинейностью n-го порядка.

В случае гистерезисного демпфирования:

fd (τ) = W [τ, zj (τ)]u, j = 1, N, (9)

где W – преобразователь Ишлинского.
Введем следующие характеристики системы:
Передаточная функция силы, определяемая отношением силы, при-

ложенной к цилиндруM и силы, приложенной к грузуm (рис. 7), отражает
эффективность гашения внешнего воздействия по передаче силы от внеш-
него источника к грузу. Данная характеристика выражается следующим
образом:

Tff =
max

∣∣∣mω2
0
d2x
dτ2

∣∣∣
Y ω2

. (10)

Передаточная функция «перемещение-сила», определяемая отноше-
нием перемещения груза m относительно цилиндра M и силы, приложен-
ной к цилиндру, отражает эффективность гашения колебаний по способ-
ности демпфера уменьшать относительное перемещение груза под воздей-
ствием внешних сил. Данная характеристика выражается как

Tfd =
max |x (τ)|

Y ω2
. (11)

Выполним моделирование динамики исследуемой механической си-
стемы численными методами. Построим график передаточной функции
силы (10) и функции «перемещение-сила» (11) для случая вязкого демп-
фирования с параметром n = {0, 2, 4} и гистерезисного демпфера на ос-
нове материала Ишлинского. Графики в частотной области приведены на
рис. 8, где Ω = ω/ω0 – отношение частоты гармонического воздействия к
собственной частоте системы.
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«перемещение-сила» (справа).
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Рис. 9. Фазовый портрет для нелинейного вязкого демпфера при n = 4,
Ω = 3 (слева), Ω = 30 (справа).
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Рис. 10. Фазовый портрет для гистерезисного демпфера при Ω = 3 (слева),
Ω = 30 (справа).
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Графики фазовых траекторий для систем с нелинейным вязким и
гистерезисным демпфированием в области резонанса и за её пределами
показаны на рис. 9 и рис. 10.

Как видно из графиков, линейный вязкий демпфер имеет высокую
эффективность в области резонанса системы, однако способность к демп-
фированию за пределами резонанса резко уменьшается. Нелинейное вязкое
демпфирование имеет более широкую область эффективного использова-
ния, однако проигрывает в эффективности линейному демпферу в области
резонанса системы.

Гистерезисный демпфер на основе материала Ишлинского имеет вы-
сокую эффективность как в области резонанса так и за ее пределами,
тем самым выигрывая по эффективности демпфирования по сравнению
с вязким демпфером. Недостатком гистерезисного демпфера можно счи-
тать снижение способности уменьшать относительное перемещение груза
под воздействием внешних сил за пределами области резонанса системы.

В заключении сформулированы основные выводы и результаты:

1. Выполнен анализ математических моделей гистерезиса, таких как S-
преобразователь, модель Прейсаха, преобразователь-люфт, материал
Ишлинского. Предложены принципы построения их численной реа-
лизации в составе различных систем с гистерезисными связями.

2. Разработаны принципы построения однослойной и двухслойной ИНС
с ГФА на основе S-преобразователя и модели Прейсаха. Предложе-
ны алгоритмы их обучения. Было показано, что ИНС с ГФА обладает
большей помехоустойчивостью по сравнению с подобной ИНС постро-
енной по стандартной схеме. Анализ работы двухслойной ИНС с ГФА
показал, что данная ИНС обладает свойством ассоциативной памяти.

3. Выполнен анализ математической модели обратного гибкого маят-
ника с гистерезисными связями в основании его крепления. Разра-
ботаны принципы управления и стабилизации маятника в окрестно-
сти вертикального положения. Предложен метод оптимизации пара-
метров управляющего воздействия на основе бионического алгоритма
адаптивного поискового поведения анимата. Было показано, что дан-
ный алгоритм обладает значительным преимуществом перед класси-
ческими методами в случае решения задачи оптимизации для систем
с гистерезисными связями.

4. Проведено исследование математической модели механической си-
стемы с демпфирующим звеном гистерезисной природы, находящей-
ся под воздействием периодической внешней силы. Разработан алго-
ритм численного анализа гистерезисного демпфера. Выполнен срав-
нительный анализ эффективности вязкого и гистерезисного демпфи-
рования. В процессе численного эксперимента было показано, что ги-
стерезисное демпфирование, по сравнению с вязким, обладает рядом
важных преимуществ.
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