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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ñòàëè õîðîøèì

ñðåäñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äèñêðåò-

íûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé. Ðîäèâøèñü ïðè ðåøåíèè ãîëîâîëîìîê, òåîðèÿ

ãðàôîâ ñâîè ïåðâûå ïðèìåíåíèÿ íàøëà â õèìèè (ðàáîòû À. Êåëëè ïî ïåðå-

÷èñëåíèþ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ) è â ýëåêòðîòåõíèêå (çàêîíû Ã. Êèðõãîôôà

� òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé). Â ñàìîé ìàòåìàòèêå ðàçâèòèå òåîðèè ãðà-

ôîâ áûëî ñâÿçàíî ñ òîïîëîãèåé (êðèòåðèé ïëàíàðíîñòè ãðàôà Ë.Ñ. Ïîíò-

ðÿãèíà è Ê. Êóðàòîâñêîãî) è ìíîãîëåòíèìè ïîïûòêàìè äîêàçàòåëüñòâà ãè-

ïîòåçû ÷åòûðåõ êðàñîê. Áóðíîå ðàçâèòèå òåîðèè ãðàôîâ è å¼ ïðèìåíåíèÿ

ñâÿçàíî ñ íà÷àëîì êîìïüþòåðíîé ýðû è ïîÿâëåíèåì íîâîé îòðàñëè ñîâðå-

ìåííîé ìàòåìàòèêè, êîòîðóþ íàçûâàþò êîìïüþòåðíûìè íàóêàìè èëè èí-

ôîðìàòèêîé. Ìàðøðóòèçàöèÿ â òåëåêîììóíèêàöèîííûõ è êîìïüþòåðíûõ

ñåòÿõ, íàâèãàöèÿ â ñèñòåìàõ GPS, ñîñòàâëåíèå îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé

äâèæåíèÿ òðàíñïîðòà è ïëàíèðîâàíèå ïåðåâîçîê â ëîãèñòèêå ëèøü ìàëàÿ

÷àñòü ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ãðàôîâûõ ìîäåëåé ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûì

ïåðåäâèæåíèåì ïî ïóòÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà, à îñíîâíóþ ðîëü â êàæ-

äîé êîíêðåòíîé ìîäåëè îáû÷íî èãðàåò îäíà èç òðåõ çàäà÷: çàäà÷à î äîñòè-

æèìîñòè (èëè åå ìîäèôèêàöèÿ � çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ), çàäà÷à î

ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè è ïîòîêîâàÿ çàäà÷à, ïîñêîëüêó ïîòîê ïåðåìåùàåòñÿ

ïî ïóòÿì ãðàôà. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ (íå òîëüêî

ïåðâàÿ) ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì äîñòèæèìîñòè íà ãðàôå. Ïåðå÷èñëåííûå çàäà-

÷è (â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, ò.å. êîãäà âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè)

õîðîøî èçó÷åíû â ðàáîòàõ Ã. Äàíöèãà, Å. Äèíèöà, Ä. Ýäìîíäñà, Ð. Êàðïà,

À. Ãîëäáåðãà, À.À. Çûêîâà, Î. Îðå, Ë.Ð. Ôîðäà, Ä.Ð. Ôàëêåðñîíà, Ô. Õà-

ðàðè, Ð. Òàðüÿíà è äð. (ñì. [13], [44]-[45], [55], [122]-[123], [124]-[139]).

Ñðåäè âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ îñîáî âûäåëèì àëãîðèòì Å. Äåéêñòðû

íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà ãðàôàõ [48] è òåîðèþ ïîòîêîâ â ñåòÿõ,

ñîçäàííóþ Ë.Ð. Ôîðäîì è Ä.Ð. Ôàëêåðñîíîì [95], [115], [116]. Ñëåäóåò îòìå-

òèòü, ÷òî îñíîâíûå ìåòîäû òåîðèè ïîòîêîâ â ñåòÿõ íå ñëèøêîì èçìåíèëèñü
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ñ äíåé ñâîåãî ñîçäàíèÿ. Îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè åå ðàçâèòèÿ ñòàëè ðàç-

ðàáîòêà è ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïîòîêîâûõ çàäà÷ â ñåòÿõ (ñì.

[1], [3], [43], [48], [56], [64], [102]-[121]).

Ñåãîäíÿøíèé èíòåðåñ ê òåîðèè ïîòîêîâ â ñåòÿõ ñâÿçàí ñ èíòåíñèâíûì

ðàçâèòèåì èíôîêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé, â òîì ÷èñëå WWW, ìîáèëüíûõ

ñåòåé, ãëîáàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, òåîðèè íåéðîííûõ ñåòåé, ëîãèñòè-

êè. Î ðîëè ýòîé òåîðèè â èíôîðìàòèêå õîðîøî ñêàçàíî â ðàáîòå Ì. Íüþ-

ìàíà1: ¾Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ñåòåé ñòàëà ïðîòîòèïîì ìåæäèñöèïëèíàðíûõ

èññëåäîâàíèé: ñîöèîëîãèÿ, êîìïüþòåðíûå íàóêè, õèìèÿ, ýêîíîìèêà, ýíåð-

ãåòèêà, òðàíñïîðò, óïðàâëåíèå áèçíåñîì è, ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, ñîöèàëü-

íûå ñåòè è áèîèíôîðìàòèêà. Öåëÿì è çàäà÷àì âñå ýòèõ íàóê ñëóæèò ýòà

òåîðèÿ¿.

Óêàæåì íà åù¼ îäíó âàæíóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè ãðà-

ôîâ � òåîðåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, â òîì ÷èñëå òàêîå âàæíîå è ñîâðå-

ìåííîå å¼ íàïðàâëåíèå � àâòîìàòè÷åñêîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå êîìïüþòåð-

íûõ ïðîãðàìì, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ïîñòðîåíèå è àíàëèç èíôîðìàöè-

îííîãî èëè óïðàâëÿþùåãî ãðàôà ïðîãðàììû. Â ýòîì íàïðàâëåíèè îòìåòèì

ðàáîòû Â.Â. Âîåâîäèíà, Â.À. Åâñòèãíååâà, Â.Í. Êàñüÿíîâà, Ñ.Â. Îãîðîäîâà,

Á.ß. Øòåéíáåðãà, Ë. Ëàìïîðòà, Ð. Àëëýíà, Ê. Êýííåäè, Ì. Âîëüôà.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè íà îðèåí-

òèðîâàííûõ ãðàôàõ è ìåòîäàì ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü ïîíèìàåòñÿ

íàìè êàê íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâî ïóòåé ãðàôà. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî äóãè ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ ðàâíîïðàâíûìè â ôîðìèðîâàíèè ïóòåé,

âñëåäñòâèå ÷åãî íåêîòîðûå ïóòè ñòàíîâÿòñÿ íåäîïóñòèìûìè. Âìåñòå ñ òåì,

îáûêíîâåííûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ìîæíî ñ÷èòàòü ãðàôàìè ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (òðèâèàëüíîé). Ïåðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ âñåãî

ìíîæåñòâà ïóòåé ãðàôà ê ðàññìîòðåíèþ âûäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà ïóòåé

ñóùåñòâåííî ìåíÿåò õàðàêòåð çàäà÷ ñâÿçàííûõ ñ äîñòèæèìîñòüþ. Ïåðå÷èñ-

ëåííûå âûøå èçâåñòíûå àëãîðèòìû ¾ïåðåñòàþò ðàáîòàòü¿, ïîñêîëüêó îíè

íå ó÷èòûâàþò ñóæåíèå ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ïóòåé. Ýòî îòíîñèòñÿ
1Newman M. Networks: an Introduction// Oxford University Press, Inc., New York, NY, 2010. - 720 p.
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è ê çàäà÷å î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ, è ê çàäà÷å î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ïî

ãðàôó, è ê çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè. Êðîìå òîãî, ìóëüòèãðàôî-

âîñòü (íàëè÷èå êðàòíûõ äóã) íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ

â îòëè÷èå îò ãðàôîâ áåç îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü ÿâëÿåòñÿ íåóñòðà-

íèìîé. Åñëè êðàòíûå äóãè ÿâëÿþñÿ äóãàìè ðàçíîãî òèïà, òî â çàäà÷å î

êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ íåëüçÿ îñòàâëÿòü èç êðàòíûõ òîëüêî êðàò÷àþùóþ äó-

ãó, à â ïîòîêîâûõ çàäà÷àõ çàìåíÿòü êðàòíûå äóãè îäíîé äóãîé ñ ñóììàðíîé

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ.

Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì

ïðîÿâëÿþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ïðèâåä¼ì â êà÷åñòâå ïðèìåðà

îäíó èç íèõ.

Ðàññìîòðèì êîìïüþòåðíóþ ñåòü, â êîòîðîé äëÿ íåêîòîðûõ ïîäñåòåé

óñòàíîâëåíû îïðåäåë¼ííûå ïðàâèëà äëÿ ïðè¼ìà è ïåðåäà÷è ïàêåòîâ äàí-

íûõ. Íàïðèìåð, çàïðåò íà òðàíñëÿöèþ øèðîêîâåùàòåëüíûõ ñîîáùåíèé èç

âíåøíèõ óçëîâ èëè ïðèîðèòåò â ïåðåäà÷å ïàêåòîâ äàííûõ èç äîâåðåííûõ

èñòî÷íèêîâ, èëè äëÿ ïàêåòîâ èç èñòî÷íèêîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ äîâåðåííûìè,

îáÿçàòåëüíà îòïðàâêà èõ íà ïðîâåðêó íà îäíîì èç ëîêàëüíûõ óçëîâ ïîäñå-

òè. Ïîäîáíûå ïðàâèëà ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìíîæåñòâî

ïóòåé, ïî êîòîðûì ¾ïåðåìåùàþòñÿ¿ ïàêåòû äàííûõ è, êàê ñëåäñòâèå, ìîãóò

ñóùåñòâåííî óñëîæíÿòü çàäà÷ó ìàðøðóòèçàöèè ïàêåòîâ â ñåòè.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåíèå òàêèõ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñ-

ëå ðåêîíôèãóðèðîâàíèåì ñåòè, ïðè÷¼ì íå àïïàðàòíûìè ñðåäñòâàìè, íî ïðî-

ãðàììíûìè ñðåäñòâàìè íà íåêîòîðûõ óçëàõ (ñåðâåðàõ, øëþçàõ è ïð.) ñåòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðåêîíôèãóðèðîâàíèå ñåòè ÿâëÿåòñÿ

ãèáêèì è ïî âðåìåíè, è îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè êîìïüþòåðíîé ñåòè.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ñêàçàííîå. Ðàññìîòðèì ñåòü, èçîá-

ðàæåííóþ íà ðèñ. 0.1.
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Ðèñóíîê 0.1 � Èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñåòè.
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Ïîñëå ââåäåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü íàçûâàåìîãî ñìåøàí-

íîé äîñòèæèìîñòüþ (ñì. [4]-[7]) è íàçíà÷åíèÿ äóã, âûõîäÿùèõ èç èñòî÷íèêà

(âåðøèíà s) è ãîðèçîíòàëüíûõ äóã ¾çàïðåùåííûìè¿, ñåòü ðåêîíôèãóðèðó-

åòñÿ îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà â ñåòü, ïîêàçàííóþ íà ðèñ.0.2à. Åñëè ¾çàïðå-

ùåííûìè¿ äóãàìè íàçíà÷èòü äóãè, âûõîäÿùèå èç èñòî÷íèêà è ïåðåêðåùè-

âàþùèåñÿ äóãè, ñåòü ðåêîíôèãóðèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà â ñåòü,

ïîêàçàííóþ íà ðèñ.0.2á.
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Ðèñóíîê 0.2 � Ðåêîíôèãóðèðîâàííûå ñåòè.

Ñåòü â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, ïîýòî-

ìó çàäà÷à î ìàðøðóòèçàöèè ïðèâåä¼ííîé ñåòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæè-

ìîñòü ëåãêî ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å â ñåòè, ïîëó÷àåìîé èç èñõîäíîé

ñåòè ïóò¼ì óäàëåíèÿ íåêîòîðûõ äóã. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå íîâàÿ êîíôè-

ãóðàöèÿ ñåòè ïîëó÷àåòñÿ íå íàñòîëüêî ïðîñòîé, ïîñêîëüêó â ñåòè ìîãóò

áûòü äóãè, êîòîðûå âõîäÿò êàê â äîïóñòèìûå ïóòè, òàê è â íåäîïóñòèìûå.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî òàêèå äóãè íå ìîãóò áûòü ïðîñòî óäàëåíû èç ñå-

òè è òðåáóþòñÿ äðóãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè â ñåòè ñ

îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû. Âïåðâûå ãðàôû ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ ß.Ì. Åðóñàëèìñêîãî è

Å.Î. Áàñàíãîâîé [4]-[7]. Â íèõ ðàññìàòðèâàëèñü ÷àñòè÷íî-îðèåíòèðîâàííûå

ãðàôû, ò.å. òàêèå ãðàôû íà êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû êàê îðèåíòèðîâàííûå

äóãè, òàê è íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ ðàáîò

ñòàëî òî, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íî-îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ðàññìîòðåíî äâà âèäà

îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü. Äëÿ ïåðâîãî âèäà äîïóñòèìûìè ïóòÿìè ÿâ-

ëÿëèñü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã è ðåáåð, â êîòîðûõ äâå äóãè íå øëè

ïîäðÿä, ò.å. ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãå íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü äâèæåíèå

òîëüêî ïî ðåáðó. Äëÿ âòîðîãî âèäà îãðàíè÷åíèé, íàîáîðîò, äîïóñòèìûìè

ïóòÿìè ÿâëÿëèñü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã è ðåáåð, â êîòîðûõ äâà
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ðåáðà íå øëè ïîäðÿä. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü ñóùåñòâåííî

óñëîæíèëè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè, ïîñêîëüêó îêàçàëîñü,

÷òî êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íåïðèìåíèìû è êðàò÷àéøèé ïóòü, â îáùåì

ñëó÷àå, ìîæåò áûòü íàéäåí òîëüêî ïðè ïîìîùè ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ

ïóòåé íà ãðàôå. Àâòîðàìè áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîå-

íèè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, êîòîðûé ïîçâîëèë ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ

êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü ê çàäà÷å

î íàõîæäåíèè êðàò÷àéøåãî ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå áåç îãðàíè÷å-

íèé íà äîñòèæèìîñòü. Ïåðåíîñ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè ñ îãðàíè÷åíèÿìè

íà äîñòèæèìîñòü íà âñïîìàãàòåëüíûé ãðàô îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì ñ àëãî-

ðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå íå ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ

ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû, ýòî îçíà÷àåò ÷òî çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ ïó-

òÿõ íà ãðàôàõ ñî ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàøëè ïðèëîæåíèå

â òåîðèè áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâ Ê¼òå (ñì. Áàñàíãîâà Å.Î., Äðàãèëåâ Ì.Ì.

Î ïðîñòðàíñòâàõ Ê¼òå ñ êðàòíî-ïðàâèëüíûìè áàçèñàìè// Ìàòåìàòè÷åñêèå

çàìåòêè. � 1986. � Ò. 39, âûï. 5, � Ñ. 727-735).

Îòìåòèì, ÷òî â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ñôîðìèðîâàëñÿ äîñòàòî÷íî óäîá-

íûé íà íàø âçãëÿä òåðìèí ¾îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñî ñìåøàííîé äîñòè-

æèìîñòüþ¿. Ñìåøàííàÿ äîñòèæèìîñòü íà îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî äóã ãðàôà ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ UN è UZ . Ñìåøàííûì ïóòåì íà òàêîì ãðàôå íà-

çûâàåòñÿ ïóòü, ïðè ôîðìèðîâàíèè êîòîðîãî íèêàêèå äâå äóãè ìíîæåñòâà

UZ íå èäóò ïîäðÿä. Ãðàô ñî ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ � ýòî ãðàô, íà

êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ òîëüêî ñìåøàííûå ïóòè.

Äëÿ ãðàôîâ ñî ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ ðàññìîòðåíû çàäà÷à î êðàò÷àé-

øåì ïóòè è çàäà÷à î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ. Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ

ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñî ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ ñòàëî ïî-

ñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà áîëüøåãî ðàçìåðà, íî íà êîòîðîì âñå ïó-

òè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, è ñâåäåíèå ïðåäëîæåííûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñî

ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ ê àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì íà âñïîìîãàòåëüíûõ
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ãðàôàõ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ (ðàáîòû ß.Ì. Åðóñàëèìñêîãî, Â.À. Ñêîðî-

õîäîâà, À.Ã. Ïåòðîñÿíà, Ì.Â. Êóçüìèíîâîé è Í.Í. Âîäîëàçîâà) ïîñâÿùåíû

èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ âèäîâ îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìîñòè è ðåøåíèþ êëàññè-

÷åñêèõ çàäà÷, òàêèõ êàê çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè, çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì

ïîòîêå è çàäà÷à î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì, äëÿ êàæ-

äîãî èç ðàññìîòðåííûõ îãðàíè÷åíèé. Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ îãðàíè÷åíèé

âûäåëèì ìàãíèòíûå äîñòèæèìîñòè, áàðüåðíóþ äîñòèæèìîñòü, ìîíîòîí-

íóþ äîñòèæèìîñòü, âåíòèëüíóþ è øëþçîâóþ äîñòèæèìîñòè (ñì. [17]-[27],

[52], [57]-[59], [65]-[68]). Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ äîñòèæèìîñòÿõ åñòü ñâîè,

óíèêàëüíûå îñîáåííîñòè, îäíàêî, îêàçàëîñü, ÷òî ñ íåêîòîðûìè äîïîëíåíè-

ÿìè ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà â êàæäîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò ñâî-

äèòü êëàññè÷åñêèå çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ ðàññìîòðåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ê

èõ àíàëîãàì íà âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàôàõ. Â ýòèõ ðàáîòàõ ñôîðìèðîâàëñÿ

åùå îäèí òåðìèí: ¾ãðàô ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ¿, ò.å. îðèåíòèðî-

âàííûé ãðàô ñ íåêîòîðûì, çàðàíåå çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì äîñòèæèìîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü åù¼ îäíó îñîáåííîñòü ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äî-

ñòèæèìîñòüþ � ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì ãðà-

ôà â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì (ñì. [21], [22], [27], [65]-[67],

[74]). Ïåðåõîä ê ðàñìîòðåíèþ ñîîòâåòñâóþùåãî ïðîöåññà íà âñïîìîãàòåëü-

íîì ãðàôå, ïîçâîëèë ñâåñòè ýòîò íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ ê ìàðêîâñêîìó íà

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

Çàäà÷è î ïîòîêàõ â ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (ñì. [10]-

[12], [20], [22]-[24], [27], [57]-[59], [65], [65], [74]) îêàçàëèñü çíà÷èòåëüíî ñëîæ-

íåå çà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ è î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ. Ïðè ïîñòðîåíèè

âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà êàæäîé äóãå èñõîäíîé ñåòè íà âñïîìîãàòåëüíîé

ñåòè ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî äóã, ò.å. ïðè íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî ïî-

òîêà äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî ïî òàêèì äóãàì áó-

äåò îïðåäåëåí ïîòîê áîëüøåé ñóììàðíîé âåëè÷èíû, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ

èì äóãà èñõîäíîé ñåòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåíîñå ðåøåíèÿ íà èñõîäíóþ

ñåòü, ïîëó÷èì ïîòîê, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ èñõîäíîé ñåòè.

Ïåðâûå èòîãè èññëåäîâàíèé ïî ãðàôàì ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-
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ñòüþ áûëè ïîäâåäåíû â íàøåé ìîíîãðàôèè ¾Ãðàôû è ñåòè ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ: çàäà÷è, ïðèëîæåíèÿ¿ (ñì. [27]) è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

ß.Ì. Åðóñàëèìñêîãî (ñì. Åðóñàëèìñêèé, ß.Ì. Ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ è ñå-

òÿõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü: äèññ. . . . ä-ðà òåõ. íàóê: 05.13.17 /

� Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2015. � 258 ñ.). Â ïîñëåäíåé ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä

ê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, îñíîâàííûõ íà ïîíÿòèè äîñòèæèìîñòè, íà

ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ¾ðàç-

âåðòêè¿ (âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà) è ñâåäåíèè çàäà÷è íà èñõîäíîì ãðàôå ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å íà ðàçâåðòêå áåç

îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü. Îäíîé èç ÷àñòåé íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿ-

åòñÿ îáîáùåíèå è ñòðîãîå îáîñíîâàíèå òàêîãî ïîäõîäà è èññëåäîâàíèå åãî

àëãîðèòìè÷åñêèõ àñïåêòîâ.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ñòàëè èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòè, êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò äèñêðåòíîãî âðåìå-

íè íà ãðàôå ñ çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæèìîñòü ðàçáèåíèå ìíîæå-

ñòâà äóã ôîðìèðóåòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó (ñì. [27], [74], [76]). Äàëü-

íåéøàÿ ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè âûÿâèëà ñóùåñòâåííóþ àíàëîãèþ ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ íà ãðàôàõ. Â êà÷åñòâå òàêèõ àíàëîãîâ íà-

ìè ðàññìîòðåíû ãðàôû ñ çàâèñèìîñòÿìè âåñîâ äóã îò âðåìåíè è ãðàôû ñ

çàâèñèìîñòÿìè îò âðåìåíè äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì (ñì. [68],

[70], [74]-[76]). Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ìû ðàññìàòðèâàåì äèñêðåòíîå âðåìÿ.

Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è íà òàêèõ ãðàôàõ îêàçàëèñü ñõîæèìè ñ àíàëîãè÷íûìè

çàäà÷àìè íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, îäíàêî, äëÿ êàæäîé

çàäà÷è áûëè âûÿâëåíû óíèêàëüíûå îñîáåííîñòè, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèå

íà åå ðåøåíèå. Îäíîé èç òàêèõ îñîáåííîñòåé ñòàë âîïðîñ â çàäà÷å î êðàò-

÷àéøèõ ïóòÿõ íà ãðàôå ñ ìåíÿþùèìèñÿ âåñàìè: ÷òî ñ÷èòàòü êðàò÷àéøèì

ïóò¼ì? Ïóòü êàê òàêîâîé � ýòî íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã. Ïðî-

õîæäåíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äóã ìîæíî íà÷èíàòü â ðàçíûå ìîìåí-

òû âðåìåíè. Äèíàìè÷åñêàÿ íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü äåëàåò íåêîòî-

ðûå ïóòè íà ãðàôå ðåàëèçóåìûìè (âîçìîæíûìè) òîëüêî â îïðåäåëåííûå

âðåìåííûå ïðîìåæóòêè íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî òàêèì ïóòÿì. Ñëåäîâàòåëü-
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íî, ñóùåñòâåííûì ñòàíîâèòñÿ âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî çàäàííîìó ïóòè.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ íàéòè íå òîëüêî ñàì êðàò÷àéøèé ïóòü êàê ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü äóã, íî è âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî íåìó.

Íåìíîãî â ñòîðîíå îò çàäà÷, îñíîâàííûõ íà ïîíÿòèè äîñòèæèìîñòè

ñòîÿò èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ãðàôàõ è

êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæäàåìûõ èì. Çà÷àñòóþ ïðè òàêèõ èññëåäîâàíèÿõ ðàñ-

ñìàòðèâàþò íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ñåòè, êîòîðûå èìåþò òîëüêî íåêî-

òîðûå ñõîäñòâà ñ ãðàôàìè (ñì. [60]-[63]). Îäíàêî, èìåþòñÿ ðàáîòû, ïî-

ñâÿùåííûå èçó÷åíèþ êðàåâûõ çàäà÷ èìåííî íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ

(ñì., íàïðèìåð, [94]). Òàê â ðàáîòàõ Ä.Â. Ñòåïîâîãî ðàññìîòðåíû äèñêðåò-

íûå àíàëîãè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ, ïðåäëîæå-

íû îöåíêè ñïåêòðà ëàïëàñèàíà, ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ

êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæäàåìûõ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, íà îðèåíòèðîâàííûõ

ãðàôàõ. Îäíàêî, ïðè âîçíèêíîâåíèè îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü ìåòîä

äåêîìïîçèöèè, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ Ä.Â. Ñòåïîâîãî ñòàíîâÿòñÿ íåïðè-

ìåíèì. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ òàêèå êàê, íàïðèìåð,

ãðàíèöà è âíóòðåííîñòü îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðò-

íîé äîñòèæèìîñòüþ íå ÿâëÿþòñÿ ïðèìåíèìûìè â êëàññè÷åñêîì èõ îïðå-

äåëåíèè. Íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñòàâèòü êðàåâûå çàäà÷è

íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è íàõîäèòü èõ ðåøåíèÿ. Âñå

ñêàçàííîå âûøå ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû

îðèãèíàëüíûå çàäà÷è è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ðàçâèòèè è îáîñíîâàíèè îáùèõ ìåòî-

äîâ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ, î ñëó÷àéíûõ áëóæ-

äàíèÿõ è ïîòîêîâûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ è ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ (ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàâèòñÿ çàäà÷à

ðàçðàáîòàòü ìåòîäû â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äî-

ñòèæèìîñòüþ, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü êëàññè÷åñêèå ãðàôîâûå çàäà÷è, òàêèå

êàê çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè èëè î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè, â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà íåïðèìåíèìû êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû, ìåòîäû è àëãîðèòìû

òåîðèè ãðàôîâ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü è åå àíàëîãè
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íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè, î ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèÿõ è ïîòîêîâûå çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ è åå àíàëîãàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè ãðà-

ôîâ, êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðî-

öåññîâ è òåîðèè ÷èñåë, à òàêæå ìåòîäû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîì

èññëåäîâàíèè ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷åíà êîððåêòíûì ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àïïàðàòà è ñòðîãèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ïðåäëîæåííûõ

ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùè-

ìè íàó÷íûìè ðåçóëüòàòàìè:

1. Ââåäåíî îáùåå ïîíÿòèå ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è èõ àíàëî-

ãàõ (äèíàìè÷åñêèå ãðàôû ñ çàâèñèìîñòüþ âåñîâ äóã îò âðåìåíè) îáîá-

ù¼í è îáîñíîâàí (òåîðåìû 1.2, 1.7, 1.12, 1.13, 1.14) ìåòîä ðàçâ¼ðòîê

Áàñàíãîâîé-Åðóñàëèìñêîãî.

2. Ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè ñâåðõó äëÿ êîëè÷åñòâà äóã êðàò÷àéøåãî ïóòè

íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è íà ãðàôàõ ñ çàâèñèìî-

ñòüþ äóã îò âðåìåíè (òåîðåìû 1.3, 1.8, 5.3).

3. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî

âåðøèíàì ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî

âîçíèêíîâåíèå-èñ÷åçíîâåíèå óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ äëÿ ïðîöåññà ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ñôîð-

ìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ â òåðìèíàõ ãðàôîâîé ñòðóêòóðû öåïè Ìàðêîâà (òåîðåìà 3.5).

4. Ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå îáúåêòû � îáîáù¼ííûå ñåòè ñî ñâÿçàííû-

ìè äóãàìè. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â

îáîáù¼ííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè, ïîëó÷åíû òî÷íûå âåðõíÿÿ è

íèæíÿÿ îöåíêè åãî âåëè÷èíû (òåîðåìû 4.4, 4.5). Ðàññìîòðåíèå ðàçâåð-
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òîê ñåòåé ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ êàê îáîáù¼ííûõ ñåòåé ñî

ñâÿçàííûìè äóãàìè êîððåêòíî ïåðåíîñèò ïîòîêîâóþ çàäà÷ó ñ ñåòè ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ íà å¼ ðàçâåðòêó.

5. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ î êðàò÷àéøåì ïóòè è î ìàêñè-

ìàëüíîì ïîòîêå íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ïîëó÷åíà

îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ êðàò÷àé-

øåãî ïóòè íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ó÷èòûâàþùàÿ

ðàçìåð èñõîäíîãî ãðàôà è òèï äîñòèæèìîñòè.

6. Ïðåäëîæåíû îáùèå ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ âðåìåííîé ðàçâ¼ðòêè äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ãðàôà ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äó-

ãàì îò âðåìåíè è äîêàçàíà ñâîäèìîñòü çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè è î ìàêñè-

ìàëüíîì ïîòîêå íà ãðàôå ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ

ïî äóãàì îò âðåìåíè ê àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì íà âðåìåííîé ðàçâ¼ðòêå

(òåîðåìà 5.7).

7. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (òåîðåìà 6.11).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåò-

ñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò âîçìîæíî-

ñòè èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà òåîðèè ãðàôîâ ê èññëåäîâàíèþ äèñêðåòíûõ

ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, â êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ðåàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, â òîì

÷èñëå ê çàäà÷àì íàâèãàöèè è ïîòîêîâûì çàäà÷àì â èíôîðìàöèîííûõ ñåòÿõ.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòè-

æèìîñòüþ, ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü òàêèå îñîáåííîñòè ìîäåëåé è ïðîöåññîâ,

êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ó÷òåíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîé

òåîðèè ãðàôîâ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Îáîáùåíû è îáîñíîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î êðàò-

÷àéøèõ ïóòÿõ è ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ (ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé).
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2. Ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå îáúåêòû � ãðàôû è ñåòè ñ çàâèñèìîñòüþ

âåñîâ äóã îò âðåìåíè, â òîì ÷èñëå ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðî-

õîæäåíèÿ ïî äóãàì îò âðåìåíè.

3. Ðàçðàáîòàíû è îáîñíîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ î ìàêñèìàëüíîì ïî-

òîêå â ñåòè â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ, à òàêæå çàäà÷ î êðàò÷àéøèõ

ïóòÿõ è î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ íà ãðàôàõ ñ çàâèñèìîñòüþ âåñîâ äóã

îò âðåìåíè.

4. Èññëåäîâàíû äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðò-

íîé äîñòèæèìîñòüþ è èõ àíàëîãàõ. Äîêàçàíà ñâîäèìîñòü â îáùåì ñëó-

÷àå íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøèíàì ãðà-

ôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ èëè å¼ àíàëîãîì ê ìàðêîâñêîìó

ïðîöåññó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

5. Ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå îáúåêòû � îáîáùåííûå ñåòè ñî ñâÿçàííû-

ìè äóãàìè êàê ñðåäñòâî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòîêà â ñåòè ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ.

6. Äëÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â îáîáùåííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè

äóãàìè ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè åãî âåëè÷èíû. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû

íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â îáîáùåííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè

äóãàìè.

7. Äëÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ðàçðàáîòàíû è îáîñíîâà-

íû ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà åãî îñíîâå íà ãðàôàõ ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Àïïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è

ñåìèíàðàõ:

• IV Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ (ÏÌÒÓÌÌ-2011)¿. Âîðîíåæ, 2011.

• VÌåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðè-
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êëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ (ÏÌÒÓÌÌ-2012)¿. Âîðîíåæ, 2012.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèè ¾Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ øêîëà ¾Ïîíò-

ðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXIV¿¿. Âîðîíåæ, 2013 ãîäà.

• VI Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé

(ÏÌÒÓÊÒ-2013)¿. Âîðîíåæ, 2013.

• IV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû

òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà � IV¿. Ðîñòîâ-íà-Äîíó,

2014.

• V Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû

òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà � V¿. Ðîñòîâ-íà-Äîíó,

2015.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèè ¾Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ øêîëà ¾Ïîíò-

ðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXVI¿¿. Âîðîíåæ, 2015.

• VIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé

(ÏÌÒÓÊÒ-2015)¿. Âîðîíåæ, 2015.

• VI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû

òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà � VI¿. Ðîñòîâ-íà-Äîíó,

2016.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ øêîëà ¾Ïîíò-

ðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXVII¿¿. Âîðîíåæ, 2016.

• IX Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé

(ÏÌÒÓÊÒ-2016)¿. Âîðîíåæ, 2016.

• Ñåìèíàð â ÈÏÓ ÐÀÍ (Ìîñêâà, 2015, ðóê. ïðîô. Êóçíåöîâ Î.Ï.).
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• Ñåìèíàð êàôåäðû àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè Þæíîãî ôåäå-

ðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2008�2016, ðóê. ïðîô. Åðóñà-

ëèìñêèé ß.Ì.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 41 íàó÷íîé

ðàáîòå, â òîì ÷èñëå 15 � â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ è â ðåöåí-

çèðóåìûõ çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â Web of Science è Scopus

([22], [67]-[72], [75], [76], [85]-[89], [138]), è â äâóõ ìîíîãðàôèÿõ ([27], [74]). Â

äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëèáî ñîèñêàòåëåì ëè÷íî,

ëèáî ïðè åãî íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè. Â ðàáîòàõ [22], [25], [26], âûïîë-

íåíûõ ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì, ß.Ì. Åðóñàëèìñêîìó ïðèíàä-

ëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïðåäåëåíèå îáùåãî ïîäõîäà, àâòîðó äèññåð-

òàöèè ïðèíàäëåæàò ôîðìóëèðîâêè è ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà êëþ÷åâûõ

òåîðåì, à òàêæå ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ. Â ðàáîòàõ [75], [76], [85], [138], âû-

ïîëíåíûõ â ñîàâòîðñòâå ñ À.Ñ. ×åáîòàðåâîé, â ðàáîòå [86], âûïîëíåííîé

â ñîàâòîðñòâå ñ Ì.Â. Øåâåëåâûì è â ðàáîòàõ [87] è [89], âûïîëíåííûõ â

ñîàâòîðñòâå ñ Õ. Àáäóëðàõìàíîì, âêëàä àâòîðà äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ

â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, êëþ÷åâûõ èäåÿõ äîêàçàòåëüñòâ è íåïîñðåäñòâåííîì

ðóêîâîäñòâå ðàáîòîé. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ ñ ñîàâòîðàìè îòñóòñòâóåò.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è øåñòè

ãëàâ. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 255 ñòð., áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïè-

ñîê ñîäåðæèò 139 íàèìåíîâàíèÿ.

Â ãëàâå 1 ¾Íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà-

ôàõ¿ ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âèäû íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè: ìàãíèò-

íàÿ äîñòèæèìîñòü íåñêîëüêèõ âèäîâ, âåíòèëüíàÿ äîñòèæèìîñòü íåñêîëü-

êèõ âèäîâ, ìåõàíè÷åñêàÿ äîñòèæèìîñòü. Äàíî îáùåå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ

ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ äîïóñòèìûõ è

íåäîïóñòèìûõ ïóòåé íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïóòåé íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ ÿëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ ïóòåé ãðàôà. Ïåðåõîä îò

ðàñìîòðåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ïóòåé ê ïîäìíîæåñòâó ïðèâîäèò ê óòðàòå îñ-

íîâíûõ ñâîéñòâ, íà èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ îñíîâàíû èçâåñòíûå àëãîðèò-

ìû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Òàê, äëÿ áîëüøèíñòâà âèäîâ íåñòàí-
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äàðòíîé äîñòèæèìîñòè ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïóòåé íå îáëàäàåò òðàíçè-

òèâíûì ñâîéñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âåðøèíà y äîñòèæèìà èç x, à

âåðøèíà z äîñòèæèìà èç y ïðè çàäàííîì îãðàíè÷åíèè, òî èç ýòîãî íå ñëå-

äóåò äîñòèæèìîñòü âåðøèíû z èç âåðøèíû x ïðè çàäàííîì îãðàíè÷åíèè

íà ïðîõîæäåíèå ïî äóãàì.

Êðàò÷àéøèå ïóòè, â ýòîì ñëó÷àå, íå îáëàäàþò è ýêñòðåìàëüíûì ñâîé-

ñòâîì, ñîñòîÿùèì â òîì, ÷òî ëþáîé îòðåçîê êðàò÷àéøåãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ

êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó ñâîèìè ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè, à èìåííî íà

íåì îñíîâàíà áîëüøàÿ ÷àñòü àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé

íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ íåïðèìåíèìû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè âåðøèí è êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ â òà-

êîé ñèòóàöèè àâòîðîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîâìåñòíî ñ ß.Ì. Åðóñàëèìñêèì

è äð. (ñì. [27], [74]) ïðåäëîæåí ïîäõîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ âñïî-

ìîãàòåëüíûé ãðàô áîëüøåãî ðàçìåðà, íî íà êîòîðîì âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ

äîïóñòèìûìè.

Óñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâà ïóòåé âñïîìîãàòåëü-

íîãî ãðàôà è ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïóòåé èñõîäíîãî ãðàôà (òåîðåìû 1.1,

1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.9, 1.10, 1.11, 1.14), à òàêæå êðàò÷àéøèõ ïóòåé âñïîìîãà-

òåëüíîãî è èñõîäíîãî ãðàôîâ (òåîðåìû 1.2, 1.8, 1.12, 1.13).

Êðîìå ýòîãî, ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé

íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è ïðèâåäåíà èõ îöåíêà ñëîæíî-

ñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî áåç ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà çàäà÷à î êðàò-

÷àéøåì ïóòè ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ ýêñïîíåí-

öèàëüíîé ñëîæíîñòè, òîãäà êàê àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé,

èñïîëüçóþùèå ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, èìåþò ïîëèíîìèàëü-

íóþ ñëîæíîñòü.

Ãëàâà 2 ¾Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü¿ ïî-

ñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷è î ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì

ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Îñîáåííîñòüþ òàêîé çàäà÷è ÿâ-

ëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ïîñêîëüêó ó ÷àñòèöû ïîÿâëÿåòñÿ
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íåêîòîðàÿ ¾ïàìÿòü¿ î ïðîäåëàííîì åþ ïóòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

ñâîäèòñÿ ê ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå. Ðàçðàáîòà-

íû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç âåðøèíû â âåðøèíó ãðà-

ôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ çà íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ

(òåîðåìû 2.1, 2.2, 2.3).

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ðàñ-

ñìîòðåí ¾òóííåëüíûé ýôôåêò¿, âîçíèêàþùèé ïðè áîìáàðäèðîâàíèè òâåð-

äîêðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ÷àñòèöàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñòðóê-

òóðà ñâÿçåé òàêîé ðåøåòêè ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ïðîõîæäåíèå ÷à-

ñòèö ÷åðåç íåå. Ðàññìîòðåí âèä ñòðóêòóð ¾óñêîðÿþùèõ¿ ðåøåòîê è ¾àáñî-

ëþòíî íåïðîïóñêàþùèõ¿ ðåøåòîê.

Òðåòüÿ ãëàâà ¾Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ãðàôàõ¿ ïîñâÿùåíà

âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè è ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãðàôàõ, â òîì

÷èñëå íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ óñòîé-

÷èâûõ, ïîëóóñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ (öèêëîâ) ãðàôà. Ðàçðà-

áîòàíû àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ. Ïîêà-

çàíî, ÷òî íà ãðàôå ñ îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæèìîñòü óñòîé÷èâûìè öèêëàìè

ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûå öèêëû íà ýòîì æå ãðàôå áåç îãðàíè÷åíèÿ íà äî-

ñòèæèìîñòü, à óñòîé÷èâûå öèêëû (â ýòîì ñëó÷àå) ìîãóò èñ÷åçíóòü.

Òàê æå, ââåäåíî ïîíÿòèå ïåðèîäè÷åñêîãî óñòîé÷èâîãî öèêëà: óñòîé-

÷èâûé ðåæèì íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ïðè âîçâåäåíèè ìàòðèöû

ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â íåêîòîðóþ ñòåïåíü, âñå ñòðîêè, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ýòîìó ðåæèìó âû÷èñëåííîé ìàòðèöû ïîëó÷àþòñÿ íåêîòîðîé

ïåðåñòàíîâêîé ýòèõ æå ñòðîê èñõîäíîé ìàòðèöû. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîç-

íèêàåò ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñòîé÷èâûé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé

ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è èç êàæäîé âåðøèíû ýòîé êîìïîíåíòû âûõîäèò ðîâíî

îäíà äóãà, âåäóùàÿ â âåðøèíó äàííîãî ðåæèìà ñ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà,

ïî íåé ðàâíîé åäèíèöå. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ öåïè Ìàðêîâà, â êîòîðîé ïðè-

ñóòñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì íå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î âèäå (ãðàôîâîé ñòðóêòóðå)
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ìàðêîâñêîé öåïè äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îò-

ìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû öåïü áûëà ñæèìàþùåé [46].

Òåîðåìà 3.5 Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíå÷íàÿ öåïü Ìàðêîâà G ÿâëÿëàñü

ñæèìàþùåé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. G íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ;

2. íà G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè

H;

3. â êîìïîíåíòå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè H ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå

äâà öèêëà, äëèíû êîòîðûõ � ïðîñòûå ÷èñëà.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ ðàñ-

ñìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà îãðàíè÷åí-

íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå.

Â ãëàâå 4 ¾Ïîòîêè â ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ¿ èçó-

÷àåòñÿ çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ. Ðàññìîòðåíèå äàííîé çàäà÷è äëÿ ñåòåé ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ ïîòðåáîâàëî îáîáùåíèÿ ñàìîãî ïîíÿòèÿ îðèåíòèðîâàííîé ñåòè è äî-

ïóñòèìîãî ïîòîêà â íåé. Â ýòîé ãëàâå äàíî îïðåäåëåíèå îðèåíòèðîâàííîé

ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè, ò.å. òàêîé ñåòè, ó êîòîðîé âûäåëåíû ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà äóã. Äëÿ êàæäîãî èç òàêèõ ïîäìíîæåñòâ

îïðåäåëåíà íå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé èç äóã, à òîëüêî ñóììàðíàÿ

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóã ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. ßñíî, ÷òî ýòî ïîòðåáîâà-

ëî êîððåêòèðîâêè è îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî ïîòîêà â òàêîé ñåòè. Ïðåä-

ëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòÿõ ñî ñâÿçàííûìè

äóãàìè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîòîêîâàÿ çàäà÷à íà èñõîäíîì ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ïîòîêîâîé çàäà÷å â ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè,

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô.

Îäíàêî, êàê ïîêàçàëè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ àíàëîãîâ íàñòàíäàðò-

íîé äîñòèæèìîñòè íà ãðàôàõ, òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äó-

ãàìè íåäîñòàòî÷íî. Ïîýòîìó áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîé ñåòè ñî
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ñâÿçàííûìè äóãàìè: îáîáùåííîé ñåòüþ ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè íàçûâà-

åòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü ñ ââåäåííûì íà ìíîæåñòâå åå äóã îòíîøå-

íèåì ñâÿçàííîñòè. Îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè âíîñèò ñëåäóþùèå êîððåêòè-

âû â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà: åñëè ïî íåêîòîðîé äóãå

u ñåòè G ïðîïóùåí ïîòîê âåëè÷èíû F , òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæ-

äîé äóãè v, ñâÿçàííîé ñ äóãîé u îòíîøåíèåì âëèÿíèÿ, ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé

max{0, c(v)− F}.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñåòåé ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è îáîáùåí-

íûõ ñåòåé ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè íàðóøàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû Ôîð-

äà è Ôàëêåðñîíà î òîì, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ðàâíà

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà. Ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè

âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â îáîáùåííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãà-

ìè (òåîðåìû 4.5 è 4.6). Ïðåäëîæåíû ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, êîòîðûå â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàõîäÿò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â îáîáùåííîé ñåòè ñî

ñâÿçàííûìè äóãàìè, à çíà÷èò, è â ñåòè ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Òàê æå ðàññìîòðåíû è ðåøåíû ïîòîêîâûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è

ïî äâóì êðèòåðèÿì:

1. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè â ñåòè îò ïðîõîæäåíèÿ ïî íåé ïî-

òîêà çàäàííîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîé äó-

ãè óêàçàíû ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî äàííîé äóãå

(êîòîðàÿ èãðàåò ðîëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà) è âåëè÷èíà ïðèáûëè îò ïðî-

õîæäåíèÿ ïî íåé åäèíè÷íîãî ïîòîêà. Íåîáõîäèìî ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå

ïîòîêà íàçíà÷èòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì ñåòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû ïðèáûëü îò ïîòîêà áûëà ìàêñèìàëüíîé.

2. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè îò ïîòîêîâ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ â

ñåòÿõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðî-

ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè çàäàíà êàê â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè, òàê è

â îáðàòíîì. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ïàðà ïîòîêîâ, êîòîðàÿ îáðàçóåò ïîòîê

ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. ßñíî, ÷òî ïîòîêîâàÿ çàäà÷à òàêîãî âèäà èìååò ñìûñë

òîëüêî â îðñåòÿõ ñ îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæèìîñòü. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à

ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè îò ïîòîêîâ òàêîãî âèäà ïðè óñëîâèè ñâÿçè è îãðà-

íè÷åíèÿõ íà äîñòèæèìîñòü ïî äóãàì âûäåëåííûõ ïîäìíîæåñòâ.
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Ãëàâà 5 ¾Çàâèñèìîñòü îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìîñòè îò âðåìåíè¿ ïî-

ñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãðàôîâ ñ çàâèñèìîñòüþ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê îò

âðåìåíè. Â êà÷åñòâå ìåíÿþùèõñÿ õàðàêòåðèñòèê ðàññìîòðåíû: çàâèñèìîñòü

âåñîâ äóã îò âðåìåíè, çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè äëèòåëüíîñòè ïðîõîæäåíèÿ

ïî äóãàì, à òàêæå çàâèñèìîñòü ñàìèõ óñëîâèé íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàôû ñ òàêèìè çàâèñèìîñòÿìè õàðàêòåðèñòèê îò âðå-

ìåíè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è äëÿ

ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íà òàêèõ ãðàôàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòî-

äû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Îäíàêî,

åñòü íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ. Òàê äëÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè íà ãðàôå

ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì âîçíèêàåò âîïðîñ î

íàõîæäåíèè íå òîëüêî êðàò÷àéøåãî ïóòè, íî è âðåìåíè íà÷àëà äâèæåíèÿ

ïî íåìó, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ïåðåáîðíûå àëãîðèòìû ïîèñêà. Ïîêà-

çàíî, ÷òî ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ, ïîçâîëÿþò îäíîâðåìåííî íàõîäèòü êàê ñàì êðàò÷àéøèé ïóòü, òàê è

âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî íåìó.

Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïîòîêîâûå çàäà÷è â ñåòÿõ ñ çàâèñèìîñòüþ ðàñ-

ñìîòðåííûõ õàðàêòåðèñòèê îò âðåìåíè ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïîòî-

êîâûì çàäà÷àì â îáîáùåííûõ ñåòÿõ ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

×òî êàñàåòñÿ ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøèíàì ðàññìàò-

ðèâàåìûõ ãðàôîâ, òî îòìåòèì, ÷òî òàêèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêè-

ìè, â îòëè÷èå îò ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøèíàì ãðàôîâ ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Îäíàêî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìåòîäû,

ðàçðàáîòàííûå äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ïîçâîëÿþò áî-

ëåå óäîáíî îñóùåñòâëÿòü íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç âåðøèíû

â âåðøèíó. Áîëåå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû íåïðèìåíèìû

äëÿ ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøèíàì ãðàôîâ ñ çàâèñèìîñòüþ

äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò âðåìåíè. Äëèòåëüíîñòü ïðîõîæ-

äåíèÿ ïî îäíîé è òîé-æå äóãå ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â

ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé ïå-

ðåõîäà èç âåðøèíû â âåðøèíó âîçìîæíî ëèøü ïðè ïîìîùè ïåðåáîðà âñåõ

âîçìîæíûõ ïóòåé, à çàòåì âûáîðà èç íèõ ïîäõîäÿùèõ è íàõîæäåíèÿ âåðî-
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ÿòíîñòåé ïåðåõîäà.

Ðàçðàáîòàí ïîäõîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó âíà÷àëå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîå-

íèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, çàòåì ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà ðàçáèâàåòñÿ â ñóììó ìàòðèö P =
∑
i

Pi, ãäå ìàòðèöà

Pi � ýòî ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé òîëüêî ïî äóãàì äëèòåëüíîñòè

i. Íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç âåðøèíû â âåðøèíó ñâîäèòñÿ ê

îïðåäåëåííîìó ïîðÿäêó äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè Pi (òåîðåìà 5.14).

Øåñòàÿ ãëàâà ¾Îïåðàòîð Ëàïëàñà è çàäà÷à Äèðèõëå íà ãðàôàõ ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ¿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèñêðåòíîãî àíàëî-

ãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà, à òàêæå çàäà÷è Äèðèõëå, ïîðîæäàåìîé ëàïëàñèà-

íîì íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ââåäåíî ïîíÿòèå ãðàíè-

öû ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà

ãàðìîíè÷åñêèõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â âåðøèíàõ ãðàôà

ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ïîëó÷åíû äèñêðåòíûå àíàëîãè ïåðâîé è

âòîðîé ôîðìóë Ãðèíà. Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâà-

íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ (òåîðåìà 6.11).

Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè Èí-

ñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê Þæíîãî ôåäåðàëü-

íîãî óíèâåðñèòåòà. Àâòîð âûðàæàåò ñåðäå÷íóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íà-

ó÷íîìó êîíñóëüòàòíòó è Ó÷èòåëþ ïðîôåññîðó Åðóñàëèìñêîìó ß.Ì. çà ïîä-

äåðæêó è îòå÷åñêîå áëàãîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå ê íàó÷íîé è ïåäàãîãè÷å-

ñêîé ðàáîòå àâòîðà.
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Ãëàâà 1

Íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü íà îðèåíòèðîâàí-
íûõ ãðàôàõ

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëü-

íåéøåãî èçëîæåíèÿ ([3], [16], [44], [45], [48], [56], [64], [97]-[99], [101]).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì (îðãðàôîì) áóäåì íà-

çûâàòü òðîéêó G(X,U, f), ãäå X(6= ∅) � ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíî-

æåñòâîì âåðøèí ãðàôà, U � ìíîæåñòâî (âîçìîæíî è ïóñòîå), íàçûâà-

åìîå ìíîæåñòâîì äóã, f � îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç U â X × X,

íàçûâàåìîå îòîáðàæåíèåì èíöèäåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Âåðøèíû x è y ãðàôà G íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè,

åñëè íàéä¼òñÿ òàêàÿ äóãà u, ÷òî ëèáî f(u) = (x, y), ëèáî f(u) = (y, x). Â

òàêîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî äóãà u èíöèäåíòíà âåðøèíàì x è y.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ p1 : X ×X → X è

p2 : X ×X → X ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: p1(x, y) = x, p2(x, y) = y. Òîãäà

âåðøèíó x = (p1 ◦ f)(u) áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíîé âåðøèíîé äóãè u, à

âåðøèíó y = (p2 ◦ f)(u) � êîíöåâîé âåðøèíîé äóãè u.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà (p1◦f)(u) = (p2◦f)(u), äóãà u íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóòåì äëèíû n (n ∈ N) íà ãðàôå G áóäåì íà-

çûâàòü îòîáðàæåíèå µ : [1;n]N → U (ãäå [1;n]N = {1, 2, . . . , n}), òàêîå,
÷òî (p2 ◦ f ◦ µ)(i) = (p1 ◦ f ◦ µ)(i+ 1), i ∈ [1;n− 1]N

Â ñëó÷àå, êîãäà (p2 ◦f ◦µ)(n) = (p1 ◦f ◦µ)(1) (ò.å. íà÷àëüíàÿ âåðøèíà

ïóòè ñîâïàäàåò ñ êîíöåâîé âåðøèíîé ýòîãî ïóòè), òàêîé ïóòü íàçûâàåòñÿ

êîíòóðîì.

Åñëè îòîáðàæåíèå µ èíúåêòèâíî, òî ïóòü (êîíòóð) íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòûì.
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíà y ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé

èç âåðøèíû x, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü µ, íà÷àëüíîé âåðøèíîé êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà x, à êîíöåâîé � âåðøèíà y.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Öåïüþ äëèíû n (n ∈ N) íà ãðàôå G áóäåì íà-

çûâàòü îòîáðàæåíèå η : [1;n]N → U , òàêîå, ÷òî ó ëþáîé äóãè η(i)

i ∈ [2;n − 1]N îäíà èíöèäåíòíàÿ åé âåðøèíà � îáùàÿ ñ äóãîé η(i − 1),

à äðóãàÿ � îáùàÿ ñ äóãîé η(i+ 1).

Âåðøèíà äóãè η(1), íå ÿâëÿþùàÿñÿ îáùåé ñ äóãîé η(2), íàçûâàåòñÿ

íà÷àëîì öåïè, à âåðøèíà äóãè η(n), íå ÿâëÿþùàÿñÿ îáùåé ñ äóãîé η(n−1),

íàçûâàåòñÿ êîíöîì öåïè.

Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ âåðøèíà öåïè ñîâïàäàåò ñ êîíöåâîé âåð-

øèíîé ýòîé öåïè, òàêàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ öèêëîì.

Åñëè îòîáðàæåíèå η èíúåêòèâíî, òî öåïü (öèêë) íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé

(ïðîñòûì).

Îïðåäåëåíèå 1.6. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(X,U, f) íàçûâàåòñÿ

ñâÿçíûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí x, y ∈ X ñóùåñòâóåò öåïü, âåäó-

ùàÿ èç x â y.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ãðàô G(X,U, f) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñ-

ëè ëþáûå äâå âåðøèíû x, y ∈ X � âçàèìíî äîñòèæèìû.

Çäåñü è äàëåå îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ãðàôîì,

ïðè ýòîì âñåãäà åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ïîëàãàåì, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-

íûì.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Γ+(x) = {y ∈ X | ∃u ∈ U : f(u) = (x, y)} � ìíîæåñòâî âåðøèí,

äîñòèæèìûõ èç x çà îäèí øàã (ò.å. ñóùåñòâóåò ïóòü èç x, ñîäåðæàùèé îäíó

äóãó).

[x]+ = {u ∈ U | (p1 ◦f)(u) = x} � ìíîæåñòâî äóã, íà÷àëüíîé âåðøèíîé

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà x.

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ Γ−(x) êàê ìíîæåñòâî âåðøèí, èç êîòîðûõ âåð-

øèíà x äîñòèæèìà çà îäèí øàã è [x]− êàê ìíîæåñòâî äóã, êîíöåâîé âåðøè-
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íîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà x.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü G(X,U, f) � ãðàô, X ′(6= ∅) ⊂ X. Ïîäãðà-

ôîì ãðàôà G, ïîðîæä¼ííûì ìíîæåñòâîì X ′, íàçûâàåòñÿ ãðàô

G
(
X ′, UX ′, f

∣∣
UX′

)
, ãäå UX ′ = f−1(X ′ ×X ′).

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü G(X,U, f) � ãðàô, U ′ ⊂ U . ×àñòè÷íûì

ãðàôîì ãðàôà G, ïîðîæä¼ííûì ìíîæåñòâîì U ′, íàçûâàåòñÿ ãðàô

G
(
X,U ′, f

∣∣
U ′

)
. Çäåñü f

∣∣
U ′
� îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f : U → X×X íà

ìíîæåñòâî U ′, ò.å. f
∣∣
U ′

: U ′ → X ×X ïî ïðàâèëó(
f
∣∣
U ′

)
(u) = f(u) ∀u ∈ U ′.

Ïóñòü x � íåêîòîðàÿ âåðøèíà ãðàôà G(X,U, f). Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-

ùåå ïîäìíîæåñòâî åãî âåðøèí: sCx = {y ∈ X | (y = x) ∨ (ñóùåñòâóåò ïóòü

èç x â y) ∧ (ñóùåñòâóåò ïóòü èç x â y)}.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè âåðøèíû x

ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî ïîäãðàô, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì sCx.

1.2 Äîñòèæèìîñòü íà ãðàôàõ ñ óñëîâèÿìè ìàãíèò-
íîñòè

1.2.1 Ãðàôû ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f) òàêîé, ÷òî åãî ìíîæåñòâî äóã U ðàçáèòî

íà äâà ïîäìíîæåñòâà U = UM ∪ UH , UM ∩ UH = ∅. Ìíîæåñòâî UM áóäåì

íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ìàãíèòíûõ äóã, à UH � ìíîæåñòâîì íåìàãíèòíûõ

äóã.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G. Ñ êàæäûì îòðåçêîì [i; j]N (1 ≤
i < j ≤ n) ïóòè µ ñâÿæåì ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó

λµ(i, j) =

j∑
m=i

|µ(m) ∩ UM | (1.1)

ðàâíóþ êîëè÷åñòâó ìàãíèòíûõ äóã ýòîãî îòðåçêà. Ïðè ýòîì êàæäàÿ äóãà

ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ðàç îíà âñòðå÷àåòñÿ â ïóòè.
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Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ïóòè ðàâåíñòâî (1.1) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

λµ(i, j) = |µ([i; j]N) ∩ UM |.

Õàðàêòåðèñòèêó λµ(i, j) áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíîé íàêîïëåííîé íå-

óáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè îòðåçêà [i; j]N ïóòè µ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λµ(i) = λµ(0)+λµ(1, i) âåëè÷èíó íàêîïëåííîé íåóáû-

âàþùåé ìàãíèòíîñòè íà ïóòè µ ÷åðåç i øàãîâ îò íà÷àëà ïóòè, ãäå âåëè÷èíà

λµ(0) îïðåäåëÿåò íà÷àëüíóþ âåëè÷èíó íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè äëÿ ïó-

òè µ. Ïîëîæèì âåëè÷èíó λµ(0) = 0 (äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

λµ(0) 6= 0).

Äëÿ õàðàêòåðèñòèê λµ(i, j) è λµ(i), î÷åâèäíî, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

àääèòèâíûå ñâîéñòâà:

1. ∀ δ1, δ2 ∈ Z+ λµ(i, i+ δ1 + δ2) = λµ(i, i+ δ1)+λµ(i+ δ1 +1, i+ δ1 + δ2),

2. ∀ δ ∈ Z+ λµ(i, i+ δ) = λµ(i+ δ)− λµ(i− 1).

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü µ � ïóòü íà ãðàôå G. Áóäåì íàçûâàòü

åãî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà k (≥ 1) äëèíû n (n ∈ N) ñ
íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòüþ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m (λµ(m) ≥ k) ∧
(
[(p2 ◦ f ◦ µ)(m)]+ ∩ UM 6= ∅

)
⇒
⇒ (µ(m+ 1) ∈ UM). (1.2)

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî íîìåðà m, åñëè ïóòü µ ê m-òîìó øàãó

îò ñâîåãî íà÷àëà íàêîïèë ìàãíèòíîñòü âåëè÷èíû λµ(i), íå ìåíüøåé çàäàí-

íîãî çíà÷åíèÿ k, è ñðåäè äóã, âûõîäÿùèõ èç êîíöåâîé âåðøèíûm-òîé äóãè,

åñòü õîòÿ áû îäíà ìàãíèòíàÿ, òî ñëåäóþùàÿ (m + 1-ÿ) äóãà ïóòè µ äîëæ-

íà áûòü òîëüêî äóãîé èç ìíîæåñòâà UM . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïóòü µ íå

ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóò¼ì ïîðÿäêà k.

Óñëîâèå (1.2) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ñ

íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k.

Ïðèìåð 1.1.

Ðàññìîòðèì ãðàô íà ðèñ.1.1 ïðè k = 2, äóãè {u1, . . . , u10} êîòîðîãî
òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) = (1, 4), f(u3) = (2, 3), f(u4) = (3, 4),
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f(u5) = (3, 5), f(u6) = (3, 6), f(u7) = (3, 7), f(u8) = (4, 2), f(u9) = (5, 7),

f(u10) = (6, 7).

Ïîëîæèì UM = {u1, u2, u5, u8, u9} è UH = {u3, u4, u6, u7, u10}.

Ðèñóíîê 1.1 � Ãðàô G c ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ = {u1, u3, u4, u8, u3, u5, u9}. Äëÿ íåêîòîðûõ îòðåç-
êîâ ýòîãî ïóòè âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòèêè λµ:

• λµ(2, 5) = 1, ïîñêîëüêó µ([2; 5]N) = {u3, u4, u8, u3} è òîëüêî u8 ∈ UM .

• λµ(6, 7) = 2, òàê êàê µ([6; 7]N) = {u5, u9} è îáå äóãè ýòîãî îòðåçêà ïóòè
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó UM .

• λµ(1) = 1, ïîñêîëüêó äàííûé îòðåçîê ïóòè ñîñòîèò èç îäíîé äóãè u1,

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó UM .

• λµ(5) = 2, òàê êàê äàííûé îòðåçîê ïóòè µ([1; 5]N) = {u1, u3, u4, u8, u3}
è òîëüêî u1, u8 ∈ UM .

Ðàññìàòðèâàåìûé ïóòü µ ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà 2, ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.2).

Ðàññìîòðèì ïóòü η = {u2, u4, u3, u9}. Îí íå ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêî-

ïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà 2, òàê êàê íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.2): âå-

ëè÷èíà λη(3) (= 2) íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ k (= 2), îäíàêî, ñëåäóþùàÿ äóãà

ïóòè η (äóãà u9) ÿâëÿåòñÿ íåìàãíèòíîé.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ãðàô G(X,U, f), íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ òîëüêî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûå ïóòè ïîðÿäêà k áóäåì íàçûâàòü ãðà-

ôîì ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè � ýòî

ãðàô, íà êîòîðîì íå âñå ïóòè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ äîïóñòèìûìè. Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî íà ãðàôå ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ âîîáùå ãîâîðÿ òåðÿþòñÿ äâà
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ñâîéñòâà, íà êîòîðûõ îñíîâàíû âñå êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ

êðàò÷àéøèõ ïóòåé:

1. ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè ïóòè: åñëè íà ãðàôå G ñóùåñòâóåò ïóòü èç

âåðøèíû x â âåðøèíó y è ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû y â âåðøèíó z, òî

ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû x â âåðøèíó z.

2. ñâîéñòâî ýêñòðåìàëüíîñòè ïóòè: ëþáàÿ ÷àñòü êðàò÷àéøåãî ïóòè ÿâ-

ëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóò¼ì ìåæäó ñâîèìè íà÷àëüíîé è êîíöåâîé âåðøèíà-

ìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå íàïðÿìóþ êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ñòà-

íîâèòñÿ íåâîçìîæíûì.

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè íà ãðàôå G c íàêîïëå-

íèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè âñïîìî-

ãàòåëüíîãî ãðàôà G′(X ′, U ′, f ′), êîëè÷åñòâî âåðøèí êîòîðîãî áîëüøå, ÷åì

ó èñõîäíîãî, íî íà êîòîðîì íåò îãðàíè÷åíèé íà ïðîõîæäåíèå ïî äóãàì.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ÿâëÿþòñÿ äî-

ïóñòèìûìè. Ïðè ýòîì ëþáîìó ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü äîïóñòèìûé (ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé) ïóòü íà èñõîäíîì

ãðàôå G.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå k + 1

âåðøèíà {x(0), x(1), . . . , x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãàì èñõîäíî-

ãî ãðàôà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ñëåäó-

þùåìó ïðàâèëó:

Êàæäîé äóãå u ∈ UM (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)) íà

G′ ñîîòâåòñòâóåò (ñì. ðèñ.1.2à) k + 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî
f ′(u(j)) = (x(j), y(j+1)) ∀ j ∈ [0; k − 1]Z è f ′(u(k)) = (x(k), y(k)).

Êàæäîé äóãå u ∈ UH (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)) íà

G′ ñîîòâåòñòâóåò (ñì. ðèñ.1.2á):

À) åñëè UM ∩ [x]+ 6= ∅, òî k äóã {u(0), . . . , u(k−1)} òàêèõ, ÷òî
f ′(u(j)) = (x(j), y(j)) ∀ j ∈ [0; k − 1]Z ;

Á) åñëè UM ∩ [x]+ = ∅, òî k + 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî
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f ′(u(j)) = (x(j), y(j)) ∀ j ∈ [0; k]Z .

Ðèñóíîê 1.2 � Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Åñëè èñõîäíûé ãðàô ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ âçâåøåííûì, ò.å. äëÿ êàæäîé åãî äóãè çàäàíî íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà

(âåñ äóãè) � äëèíà, çàòðàòû, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü è äð., � òî ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè äóãàìè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ñâÿçûâàåì âåñ äóãè èñõîäíîãî

ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Çàäàäèì ìíîæåñòâà: X(0) = {x(0)
1 , . . . , x

(0)
n },

X(1) = {x(1)
1 , . . . , x

(1)
n }, . . . , X(k) = {x(k)

1 , . . . , x
(k)
n }. Î÷åâèäíî, X ′ = X(0) ∪

X(1)∪ ... ∪X(k) èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî âåðøèí âñïîìîãàòåëü-

íîãî ãðàôà ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâà óðîâíåé ìàãíèòíîñòè. Êàæäîå

ìíîæåñòâî X(i) áóäåì íàçûâàòü i-òûì óðîâíåì ìàãíèòíîñòè.

Òåîðåìà 1.1. Ëþáîìó ïóòè µ′ ñ íà÷àëîì íà íóëåâîì óðîâíå ìàã-

íèòíîñòè X(0) íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíî-

íàêîïèòåëüíûé ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå G è äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðøèíà

y áûëà ìàãíèòíî-äîñòèæèìà ïðè óñëîâèè (1.2) íåóáûâàþùåé ìàãíèòíî-

ñòè èç âåðøèíû x íà ãðàôå G íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà G′

áûëà äîñòèæèìà èç x(0), ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà

Vy = {y(0), . . . , y(k)}.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà èíäóêöèè âîçüì¼ì êîëè÷åñòâî äóã â ïóòè.

1. Ïóñòü ïóòü µ′ ñîñòîèò èç îäíîé äóãè u. Òîãäà
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à) ëèáî f ′(u) = (x(0), y(0)) è åé ñîîòâåòñòâóåò íåìàãíèòíàÿ äóãà u íà

G òàêàÿ, ÷òî f(u) = (x, y),

á) ëèáî f ′(u) = (x(0), y(1)) è åé ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíàÿ äóãà u íà G

òàêàÿ, ÷òî f(u) = (x, y).

Â ëþáîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ âåðøèíà y äîñòèæèìà èç âåðøèíû

x íà èñõîäíîì ãðàôå G.

2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî s ≥ k óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, äîêàæåì

åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ s+ 1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå s ≥ k ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâåííûì, ïîñêîëüêó íà èñõîäíîì ãðàôå G ëþáîé ïóòü µ äëèíû, íå

ïðåâîñõîäÿùåé âåëè÷èíû k ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

â òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà.

Ïóñòü ïóòü µ′ = {ui0, . . . , uis} òàêîé, ÷òî (p1 ◦ f ′)(ui0) = x(0) è (p2 ◦
f ′)(uis)∩Vy 6= ∅. Âûäåëèì èç íåãî ïîñëåäíþþ äóãó uis è íà÷àëüíûé îòðåçîê

ïóòè µ′′ = µ′ \ {uis}. Òîãäà
à) åñëè ïóòü µ′′ ñîäåðæèò j (j < k) äóã v′ âèäà f ′(v′) = (x

(i)
0 , y

(i+1)
0 )

òîãäà äóãà uis ìîæåò áûòü òàêîé, ÷òî

i. ëèáî f ′(uis) = (x
(j)
1 , y

(j)
1 ) è åé ñîîòâåòñòâóåò íåìàãíèòíàÿ äóãà v,

ii. ëèáî f ′(uis) = (x
(j)
1 , y

(j+1)
1 ) è åé ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíàÿ äóãà v;

á) åñëè ïóòü µ′′ ñîäåðæèò j (j ≥ k) äóã v′ âèäà f ′(v′) = (x
(i)
0 , y

(i+1)
0 ) òî-

ãäà äóãà uis ìîæåò áûòü òîëüêî âèäà f
′(uis) = (x

(k)
1 , y

(k)
1 ) è åé ñîîòâåòñòâóåò

ìàãíèòíàÿ äóãà v èëè íåìàãíèòíàÿ äóãà v, íî òîãäà [x]+ ∩ UM = ∅.

Äëÿ ïóòè µ′′, ñîñòîÿùåãî èç s äóã, âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóê-

öèè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïóòè µ′′ íà èñõîäíîì ãðàôå G ñîîòâåòñòâóåò

ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé ïóòü µ1. Òîãäà

� åñëè ïóòü µ1 ñîäåðæèò j (j < k) ìàãíèòíûõ äóã (ïóíêò à), òî ëþáàÿ

ñëåäóþùàÿ äóãà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàãíèòíîñòè (1.2). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ïóòü µ = µ1 ∪ {v} ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì;

� åñëè ïóòü µ1 ñîäåðæèò j (j ≥ k) ìàãíèòíûõ äóã (ïóíêò á), òîãäà

µ1 ∪ {v} ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå ìàãíèòíîñòè (1.2): ëèáî äóãà v ∈ UM , ëèáî v ∈ UH è [(p1 ◦f)(v)]+∩
UM = ∅.
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Â ëþáîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ âåðøèíà y ìàãíèòíî äîñòèæèìà

èç âåðøèíû x íà èñõîäíîì ãðàôå G.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.

Åñëè âåðøèíà y ìàãíèòíî-äîñòèæèìà èç âåðøèíû x íà èñõîäíîì ãðà-

ôå G, òî ñóùåñòâóåò ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé ïóòü µ = {u1, ..., us} òàêîé,
÷òî (p1 ◦ f)(u1) = x è (p2 ◦ f)(us) = y.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå αµ : U → U ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîé

äóãå ui ∈ µ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äóãó αµ(ui) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

(p2 ◦ f ′ ◦ αµ)(ui) = (p2 ◦ f ′ ◦ αµ)(ui−1), ïðè ýòîì, åñëè f(ui) = (a, b), òî

(p1 ◦ f ′ ◦ αµ)(ui) ∈ Va, à (p2 ◦ f ′ ◦ αµ)(ui) ∈ Vb. Êðîìå ýòîãî, ïîëîæèì äóãó

αµ(u1) òàêîé, ÷òî (f ′ ◦ αµ)(u1) = (x(0), z(0)), åñëè u1 ∈ UH , è (f ′ ◦ αµ)(u1) =

(x(0), z(1)), åñëè u1 ∈ UM .
Îòîáðàæåíèå αµ ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîãî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëü-

íîãî ïóòè µ. Ýòî ñëåäóåò èç ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Â èòîãå ïîëó÷èëè, ÷òî íàáîð äóã µ′ = {αµ(u1), . . . , αµ(us)} ÿâëÿåòñÿ
ïóòåì íà ãðàôå G′ è âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

1. p1(µ
′) = x(0),

2. p2(µ
′) ∈ Vy.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ èç âåðøèíû x(0) äîñòè-

æèìà ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Vy.

∆

Çàìå÷àíèå 1.1. Îïðåäåëèì íà÷àëüíóþ âåëè÷èíó ìàãíèòíîñòè λµ(0),

ðàâíîé çíà÷åíèþ M ∈ Z+ (ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî äî íà÷àëà ïðîõîæäåíèÿ ïî

ïóòè ìàãíèòíîñòü óæå íàêîïëåíà äî âåëè÷èíû M). Ýòà íà÷àëüíàÿ õà-

ðàêòåðèñòèêà âíîñèò íåêîòîðûå èçìåíåíèÿ â ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó: íà

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ïóòè, êîòîðûå íà-

÷èíàþòñÿ íà M -òîì óðîâíå ìàãíèòíîñòè.

ÅñëèM < k, òî äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé çàäà÷å ïðè

λµ(0) = 0, åñëè ïîëîæèòü k := k −M .

Åñëè M ≥ k, òî óñëîâèå ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè (1.2) íà÷èíàåò

äåéñòâîâàòü ñðàçó, ïîñêîëüêó äëÿ ïóòè µ âûïîëíÿåòñÿ ∀ i λµ(i) ≥ M è,



�34�

çíà÷èò, âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîäãðàôà G′,

ïîðîæä¼ííîãî ìíîæåñòâîì X(k).

Òåîðåìà 1.2. Êðàò÷àéøåìó ïóòè ñ íà÷àëîì íà íóëåâîì óðîâíå

ìàãíèòíîñòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò êðàò÷àéøèé

ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé ïóòü íà èñõîäíîì ãðàôå G.

Äîêàçàòåëüñòâî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 è

ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëü-

íîãî ïóòè íà ãðàôå G ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè èç îäíîé

âåðøèíû â äðóãóþ ìîæíî ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ

êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′.

Èçâåñòíî (ñì. [3], [16], [43]-[45], [48], [56], [64]), ÷òî ïîñêîëüêó êðàò-

÷àéøèé ïóòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è êîëè÷åñòâî äóã ëþáîãî ïðîñòîãî ïóòè íå

ïðåâîñõîäèò |X|−1, çíà÷èò, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äóã êðàò÷àéøåãî ïó-

òè èç âåðøèíû â âåðøèíó íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû |X|−1. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äóã êðàò÷àéøåãî

ïóòè èç âåðøèíû â âåðøèíó íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû n · (k + 1) − 1, ãäå

n = |X|, k � ïîðÿäîê ìàãíèòíîñòè èñõîäíîãî ãðàôà.

Òåîðåìà 1.3. Íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå äëÿ ãðàôà ñ íàêîïëåíè-

åì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k (k ≥ 1) äëèíà ïðîèçâîëüíîãî

êðàò÷àéøåãî ïóòè îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé n− 1, ãäå n = |X|.

Äîêàçàòåëüñòâî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 è

ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Ïðèìåð 1.2.

Ðàññìîòðèì ãðàô G íà ðèñ.1.3à ïðè k = 2, äóãè êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî

f(u1) = (1, 2), f(u2) = (2, 3), f(u3) = (2, 4), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (4, 1).

Ïîëîæèì UM = {u1, u3, u4, u5} è UM = {u2}.

Íà ðèñ.1.3á ïîêàçàí ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.
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Ðèñóíîê 1.3 � Íà ðèñóííêå à) èñõîäíûé ãðàô G, íà ðèñóíêå á) � ñîîòâåòñòâóþùèé

åìó âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Íà ðèñ.1.3à-á âèäíî, ÷òî íà ãðàôå G ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé

äîñòèñòèæèìîñòè ñóùåñòâóåò öèêë {u4, u5, u1, u2}, êîòîðûé ïðè íàëè÷èè

óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè èñ÷åçàåò. Ýòî ñëåäóåò è èç òîãî, ÷òî íà âñïîìîãàòåëü-

íîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóþùåãî öèêëà íåò.

Ïðèìåð 1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðøèíû, äîñòèæèìûå èç íåêîòîðûõ âåð-

øèí íà ãðàôå áåç îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìîñòè, ìîãóò ïåðåñòàòü áûòü òà-

êîâûìè ïðè íàëè÷èè óñëîâèÿ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,

âåðøèíà 3, äîñòèæèìàÿ èç âåðøèíû 4 áåç îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìîñòè,

ïðè íàëè÷èè óñëîâèÿ íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-

äîñòèæèìîé èç âåðøèíû 4.

Ïðèìåð 1.3.

Ðàññìîòðèì ãðàô èç ïðèìåðà 1.1.

Íà ðèñ.1.4 ïîêàçàí âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô.

Ðèñóíîê 1.4 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 1.1.
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Ðàññìîòðèì ïóòü η = {u2, u4, u3, u9}. Ïîñêîëüêó íåò êðàòíûõ äóã, äëÿ
ïðîñòîòû åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí: 1→ 4→
2 → 3 → 7. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðà 1.1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïóòü η íå

ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà 2, ïîñêîëüêó îí íå óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.2). È äåéñòâèòåëüíî, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå åìó

íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîãî ïóòè.

Ïóòü η1 = {u2, u4, u3, u5, u8} (â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí: 1→
4 → 2 → 3 → 5 → 7 ) ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà

2. Íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü η′1 : 1(0) → 4(1) →
2(2) → 3(2) → 5(2) → 7(2).

1.2.2 Ãðàôû ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f), ó êîòîðîãî, òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå, ìíîæåñòâî äóã ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà: U = UM ∪UH , UM ∩
UH 6= ∅.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G. Ñ êàæäûì îòðåçêîì [i; i + δ]N

(δ ∈ N) ïóòè µ ñâÿæåì ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó

λµ(i, i+ δ) = max

0, max
l=i,...,i+δ

min

k, i+δ∑
j=l

|µ(j) ∩ UM |

−
− k ·

i+δ∑
j=l

|µ(j) ∩ UH |


 , (1.3)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíîé íàêîïëåíèÿ ìàãíèòíîñòè ñ âîçìîæ-

íîñòüþ èñ÷åçàíèÿ äëÿ îòðåçêà [i; i + δ]N ïóòè µ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ äóãà

ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ðàç îíà âñòðå÷àåòñÿ â ïóòè.

Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ïóòè ðàâåíñòâî (1.3) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

λµ(i, i+ δ) = max

{
0, max

l=i,...,i+δ
{min (k, |µ([l, i+ δ) ∩ UM |) −

− k · |µ([l, i+ δ) ∩ UH |}} .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λµ(i) = λµ(0)+λµ(1, i) âåëè÷èíó íàêîïëåíèÿ ìàãíèò-

íîñòè ñ âîçìîæíîñòüþ èñ÷åçàíèÿ íà ïóòè µ ÷åðåç i øàãîâ îò íà÷àëà ïóòè,

ãäå âåëè÷èíà λµ(0) îïðåäåëÿåò íà÷àëüíóþ âåëè÷èíó íàêîïëåíèÿ ìàãíèòíî-

ñòè ñ âîçìîæíîñòüþ èñ÷åçàíèÿ äëÿ ïóòè µ. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó λµ(0) = 0.
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Ñëó÷àé λµ(0) 6= 0 àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ λµ(0) 6= 0 äëÿ ãðàôîâ ñ íàêîïëåíèåì

íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü ìàãíèòíî-íàêîïèòåëü-

íûì ïóòåì ïîðÿäêà k (≥ 1) äëèíû n (∈ N) ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì

ìàãíèòíîñòè íà ãðàôå G, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m (λµ(m) ≥ k) ∧
(
[(p2 ◦ f ◦ µ)(m)]+ ∩ UM 6= ∅

)
⇒
⇒ (µ(m+ 1) ∈ UM). (1.4)

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî íîìåðà m, åñëè ïóòü µ ê m-òîìó øàãó

îò ñâîåãî íà÷àëà íàêîïèë ìàãíèòíîñòü âåëè÷èíû λµ(i), íå ìåíüøåé çàäàí-

íîãî çíà÷åíèÿ k, è ñðåäè äóã, âûõîäÿùèõ èç êîíöåâîé âåðøèíûm-òîé äóãè,

åñòü õîòÿ áû îäíà ìàãíèòíàÿ, òî ñëåäóþùàÿ (m+ 1-ÿ) äóãà ïóòè µ äîëæíà

áûòü òîëüêî äóãîé èç ìíîæåñòâà UM . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïóòü µ íå ÿâëÿ-

åòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóò¼ì ïîðÿäêà k ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì

ìàãíèòíîñòè.

Îòëè÷èå ðàññìîòðåííîãî îãðàíè÷åíèÿ (1.3)-(1.4) îò ïðåäûäóùåãî (1.1)-

(1.2) � ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíîãî äëÿ íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè � ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ïðîõîæäåíèå ïî ëþáîé äóãå ìíîæåñòâà UH ïðèâîäèò ê èñ÷åç-

íîâåíèþ ìàãíèòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåë ìåñòî çàïðåò

íà ïðîõîæäåíèå ïî íåìàãíèòíûì äóãàì, åå ñíîâà íóæíî íàêàïëèâàòü, òî-

ãäà êàê äëÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ âåëè÷èíà ìàãíèòíîñòè

ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ.

Óñëîâèå (1.4) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ïî-

ðÿäêà k ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ãðàô G(X,U, f) íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ òîëüêî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûå ïóòè ïîðÿäêà k ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷å-

çàíèåì ìàãíèòíîñòè áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì

ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k.

Ïðèìåð 1.4.

Ðàññìîòðèì ãðàô c íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà 2

íà ðèñ.1.5, äóãè {u1, . . . , u10} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî: f(u1) = (1, 2), f(u2) =
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(1, 4), f(u3) = (2, 3), f(u4) = (4, 2), f(u5) = (3, 5), f(u6) = (3, 6), f(u7) =

(3, 4), f(u8) = (5, 7), f(u9) = (3, 7), f(u10) = (6, 7).

Ïîëîæèì UM = {u1, u2, u3, u5, u8} è UH = {u4, u6, u7, u9, u10}.

Ðèñóíîê 1.5 � Ãðàô ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ = {u2, u4, u3, u7, u4, u3, u5, u8}. Äëÿ íåêîòîðûõ îò-
ðåçêîâ ýòîãî ïóòè âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòèêè λµ:

• λµ(1, 2) = 0, òàê êàê µ([1; 2]N) = {u2, u4} è äóãà u4 ∈ UH .

• λµ(2, 6) = 1, ïîñêîëüêó µ([1; 2]N) = {u4, u3, u7, u4, u3} è òîëüêî u3 ∈
UM , íî ñ÷èòàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ äóãà u3, ïîñêîëüêó íàêîïëåííàÿ

ìàãíèòíîñòü ïóòè ¾ñáðàñûâàåòñÿ¿ íà äóãàõ u4, u7.

• λµ(1) = 1, òàê êàê äàííûé îòðåçîê ïóòè ñîñòîèò èç îäíîé äóãè u2,

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó UM .

• λµ(7) = 2, ïîñêîëüêó äàííûé îòðåçîê ïóòè µ([1; 6]N) = {u2, u4, u3, u7,

u4, u3, u5} è òîëüêî u2, u3, u5 ∈ UM , íî ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî äâå ïîñëåäíèõ
äóãè u3 è u5, ïîñêîëüêó íàêîïëåííàÿ ìàãíèòíîñòü ïóòè ¾ñáðàñûâàåòñÿ¿

íà äóãàõ u4, u7.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïóòü µ ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà 2 ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè, òàê êàê óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèþ (1.4).

Ðàññìîòðèì ïóòü η = {u1, u3, u9}. Îí íå ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêî-

ïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà 2 ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè, ïî-

ñêîëüêó íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè (1.4): âåëè÷è-

íà λτ(2) (= 2) íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ k = 2, îäíàêî, ñëåäóþùàÿ äóãà ïóòè η

(äóãà u9) ÿâëÿåòñÿ íåìàãíèòíîé.
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Èäåÿ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè òàêàÿ æå, ÷òî è â

ïóíêòå 1.2.1.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå k + 1

âåðøèíà {x(0), x(1), . . . , x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãàì èñõîäíî-

ãî ãðàôà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ñëåäó-

þùåìó ïðàâèëó:

Êàæäîé äóãå u ∈ UM (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)) íà

G′ ñîîòâåòñòâóåò k+ 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî f ′(u(j)) = (x(j), y(j+1))

∀ j ∈ [0; k − 1]Z , f
′(u(k+1)) = (x(k), y(k)) (ñì. ðèñ.1.6à).

Êàæäîé äóãå u ∈ UH (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)) íà

G′ ñîîòâåòñòâóåò (ñì. ðèñ.1.6á):

À) åñëè UM ∩ [x]+ 6= ∅, òî k äóã {u(0), . . . , u(k−1)} òàêèõ, ÷òî
f ′(u(j)) = (x(j), y(0)) ∀ j ∈ [1; k − 1]Z ;

Á) åñëè UM ∩ [x]+ = ∅, òî k + 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî
f ′(u(j)) = (x(j), y(0)) ∀ j ∈ [0; k]Z .

Ðèñóíîê 1.6 � Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Åñëè èñõîäíûé ãðàô ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè ÿâëÿåòñÿ

âçâåøåííûì, ò.å. äëÿ êàæäîé åãî äóãè u çàäàíàí âåñ, òî ñ ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè äóãàìè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ñâÿçûâàåì âåñ äóãè u èñõîäíîãî ãðàôà.

Çàìå÷àíèå 1.2. Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1.2.1 ìíîæåñòâî âåðøèí âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâà óðîâíåé ìàãíèòíîñòè.

Òåîðåìà 1.4. Ëþáîìó ïóòè µ′ ñ íà÷àëîì íà íóëåâîì óðîâíå ìàã-
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íèòíîñòè X(0) íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíî-

íàêîïèòåëüíûé ïóòü ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè íà èñõîä-

íîì ãðàôå G è âåðøèíà y ìàãíèòíî-äîñòèæèìà ïðè óñëîâèè (1.4) ìàã-

íèòíîé äîñòèæèìîñòè ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè èç âåð-

øèíû x íà ãðàôå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà G′ äîñòèæèìà èç

x(0), ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Vy = {y(0), ..., y(k)}.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû 1.1.

Çàìå÷àíèå 1.3. Äëÿ ãðàôîâ ñ ðàññìàòðèâàåìûì îãðàíè÷åíèåì íà

äîñòèæèìîñòü ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 1.2 è 1.3.

Ïðèìåð 1.5. (Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ äëÿ ãðàôà ñ

íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè)

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ íàêîïëåíèåì-èñ÷åçàíèåì ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà 1

íà ðèñ.1.7à, äóãè êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) = (2, 3), f(u3) =

(2, 4), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (4, 1), f(u6) = (1, 3), f(u7) = (3, 5), f(u8) =

(5, 5).

Ïîëîæèì UM = {u1, u4, u8} è UH = {u2, u3, u5, u6, u7}.

Íà ðèñ.1.7á ïîêàçàí âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô.

Ðèñóíîê 1.7 � Íà ðèñóííêå à) èñõîäíûé ãðàô G, íà ðèñóíêå á) � ñîîòâåòñòâóþùèé

åìó âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Äëÿ ãðàôà íà ðèñ.1.7à âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè êàê ïðè íà-

ëè÷èè óñëîâèÿ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè (1.4), òàê è ïðè åãî îòñóòñòâèè.
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1.2.3 Ãðàôû ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f), ó êîòîðîãî, êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäå-

ëàõ, ìíîæåñòâî äóã ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà: U = UM∪UH , UM∩UH 6=
∅.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G. Ñ êàæäûì îòðåçêîì [i; p]N ïóòè

µ ñâÿæåì ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó

λ̂µ(i, p) = max
l=i,...,p


p∑
j=l

|µ0(j) ∩ UM | −
k

s

p∑
j=l

|µ0(j) ∩ UH |

 , (1.5)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíîé âîçðàñòàíèÿ-óáûâàíèÿ ìàãíèòíîñòè îò-

ðåçêà [i; p]N ïóòè µ. Ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî âåëè÷èíà
k

s
∈ N è äóãà ñ÷èòà-

åòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ðàç îíà âñòðå÷àåòñÿ â ïóòè.

Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ïóòè ðàâåíñòâî (1.5) ïðèíèìàåò ñëåäóþøèé âèä:

λ̂µ(i, p) = max
l=i,...,p

{
|µ([l, p]) ∩ UM | −

k

s
|µ([l, p]) ∩ UH |

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

λ̂µ(m) = λ̂µ(0) + max
l=1,...,m

{
min

i=l,...,m
{λ̂µ(l, i) + λ̂µ(i+ 1,m)}

}
âåëè÷èíó íàêîïëåíèÿ ìàãíèòíîñòè ñ âîçìîæíîñòüþ âîçðàñòàíèÿ è óáûâà-

íèÿ íà ïóòè µ ÷åðåç i øàãîâ îò íà÷àëà ïóòè, ãäå âåëè÷èíà λ̂µ(0) îïðåäå-

ëÿåò íà÷àëüíóþ âåëè÷èíó íàêîïëåíèÿ ìàãíèòíîñòè ñ âîçìîæíîñòüþ âîç-

ðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ íà ïóòè µ. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó λ̂µ(0) = 0. Ñëó÷àé

λ̂µ(0) 6= 0 àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ λµ(0) 6= 0 äëÿ ãðàôîâ ñ íàêîïëåíèåì íåóáû-

âàþùåé ìàãíèòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü ìàãíèòíî-íàêîïèòåëü-

íûì ïóòåì ïîðÿäêà (k, s) äëèíû n (∈ N) ïðè âåëè÷èíå ðàçìàãíè÷èâàíèÿ
k

s
ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè íà ãðàôå G, åñëè âûïîëíÿåò-

ñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m
(
λ̂µ(m) ≥ k) ∧ ([(p2 ◦ f ◦ µ)(m)]+ ∩ UM 6= ∅)

)
⇒

⇒ (µ(m+ 1) ∈ UM). (1.6)
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Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî íîìåðà m, åñëè ïóòü µ ê m-òîìó øàãó

îò ñâîåãî íà÷àëà íàêîïèë ìàãíèòíîñòü âåëè÷èíû λµ(i), íå ìåíüøåé çàäàí-

íîãî çíà÷åíèÿ k, è ñðåäè äóã, âûõîäÿùèõ èç êîíöåâîé âåðøèíûm-òîé äóãè,

åñòü õîòÿ áû îäíà ìàãíèòíàÿ, òî ñëåäóþùàÿ (m + 1-ÿ) äóãà ïóòè µ äîëæ-

íà áûòü òîëüêî äóãîé èç ìíîæåñòâà UM . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïóòü µ íå

ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóò¼ì ïîðÿäêà (k, s) ñ âîçðàñòàíèåì-

óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè.

Óñëîâèå (1.6) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ñ

âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ãðàô G(X,U, f) íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ òîëüêî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûå ïóòè ïîðÿäêà (k, s) ñ âîçðàñòàíèåì-

óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâà-

íèåì ìàãíèòíîñòè k-òîãî óðîâíÿ ïðè âåëè÷èíå ðàçìàãíè÷èâàíèÿ
k

s
.

Ïðèìåð 1.6.

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè íà ðèñ.1.8

ïðè k = 2, s = 2, äóãè êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) = (2, 3),

f(u3) = (4, 2), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (1, 4), f(u6) = (3, 7), f(u7) = (3, 5),

f(u8) = (3, 6), f(u9) = (5, 7), f(u10) = (6, 7).

Ïîëîæèì UM = {u2, u3, u5, u6} è UH = {u1, u4, u7, u8, u9, u10}.

Ðèñóíîê 1.8 � Ãðàô ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ = {u1, u2, u4, u3, u2, u8, u10}. Äëÿ íåêîòîðûõ îòðåç-
êîâ ýòîãî ïóòè âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòèêè λ̂µ:

• λ̂µ(1, 2) = 1, ïîñêîëüêó µ([1; 2]N) = {u1, u2} è u2 ∈ UM , u1 ∈ UH .

• λ̂µ(2, 5) = 2, òàê êàê µ([2; 5]N) = {u2, u4, u3, u2} è òîëüêî u4 ∈ UH .
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• λ̂µ(5) = 2, ïîñêîëüêó äàííûé îòðåçîê ïóòè µ([1; 5]N) = {u1, u2, u4, u3,

u2} è òîëüêî u1, u4 ∈ UH .

Ïóòü µ íå ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà (2, 2) ñ

âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè, òàê êàê íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè (1.6): âåëè÷èíà λ̂µ (= 2) íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ

k = 2, îäíàêî, ñëåäóþùàÿ äóãà ïóòè µ (äóãà u8) ÿâëÿåòñÿ íåìàãíèòíîé.

Ïóòü η = {u5, u3, u2, u7, u9} ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà (2, 2) ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè, ïîñêîëüêó, êàê è

äëÿ ïóòè µ âûïîëíÿåòñÿ ηµ(5) = 2 ≥ 2 è ñëåäóþùàÿ äóãà ïóòè η (äóãà u6)

ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíîé.

Èäåÿ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè òàêàÿ æå, ÷òî è â

ïóíêòå 1.2.1.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå k + 1

âåðøèíà {x(0), x(1), ..., x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãàì èñõîäíîãî

ãðàôà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ñëåäóþùå-

ìó ïðàâèëó:

Êàæäîé äóãå u ∈ UM (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)) íà

G′ ñîîòâåòñòâóåò k+ 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî f ′(u(j)) = (x(j), y(j+1))

∀ j ∈ [0; k − 1]Z , f
′(u(k+1)) = (x(k), y(k)).

Êàæäîé äóãå u ∈ UH (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)) íà

G′ ñîîòâåòñòâóåò:

à) åñëè UM ∩ [x]+ 6= ∅, òî k äóã {u(0), . . . , u(k−1)} òàêèõ, ÷òî
i.f ′(u(j)) = (x(j), y(0)) ∀ j ∈ [0; ks − 1]Z è

ii. f ′(u(j)) = (x(j), y(j−ks )) ∀ j ∈ [ks ; k − 1]Z ;

á) åñëè UM ∩Θ+(x) = ∅, òî k + 1 äóãà {u(0), . . . , u(k−1)} òàêàÿ, ÷òî
i.f ′(u(j)) = (x(j), y(0)) ∀ j ∈ [0; ks − 1]Z è

ii. f ′(u(j)) = (x(j), y(j−ks )) ∀ j ∈ [ks ; k]Z .

åãî äóãè çàäàí âåñ, òî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äóãàìè âñïîìîãàòåëüíîãî

ãðàôà ñâÿçûâàåì âåñ äóãè èñõîäíîãî ãðàôà.

Çàìå÷àíèå 1.4. Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1.2.1 ìíîæåñòâî âåðøèí âñïî-
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ìîãàòåëüíîãî ãðàôà ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâà óðîâíåé ìàãíèòíîñòè.

Òåîðåìà 1.5. Ëþáîìó ïóòè µ′ ñíà÷àëîì íà íóëåâîì óðîâíå ìàã-

íèòíîñòè X(0) íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíî-

íàêîïèòåëüíûé ïóòü ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè íà èñõîä-

íîì ãðàôå G è âåðøèíà y ìàãíèòíî-äîñòèæèìà ïðè óñëîâèè ìàãíèòíîé

äîñòèæèìîñòè ( 1.6) èç âåðøèíû x íà ãðàôå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà íà G′ äîñòèæèìà èç x(0), ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà

Vy = {y(0), ..., y(k)}.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1.

Çàìå÷àíèå 1.5. Äëÿ ãðàôîâ ñ ðàññìàòðèâàåìûì îãðàíè÷åíèåì íà

äîñòèæèìîñòü ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 1.2 è 1.3.

Ïðèìåð 1.7.

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè íà ðèñ.1.9à

ïðè k = 2, s = 2, äóãè êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) = (2, 3),

f(u3) = (2, 4), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (4, 1).

Ïîëîæèì UM = {u1, u3, u4} è UH = {u2}.
Íà ðèñ.1.9á ïîêàçàí ñîîòâåòñòâóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô.

Ðèñóíîê 1.9 � Íà ðèñóííêå à) èñõîäíûé ãðàô G, íà ðèñóíêå á) � ñîîòâåòñòâóþùèé

åìó âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ = {u4, u5, u1, u3, u5, u1, u2} (â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âåðøèí 3 → 4 → 1 → 2 → 4 → 1 → 2 → 3). Îí íå ÿâëÿåòñÿ

ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà (2, 2) ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì
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ìàãíèòíîñòè, òàê êàê íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.6). È äåéñòâèòåëüíî, íà

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå åìó íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîãî ïóòè.

Ïóòü η = {u4, u5, u1, u3, u5} ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî�íàêîïèòåëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà (2,2) ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè. Íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü 3(0) → 4(1) → 1(0) → 2(1) → 4(2) → 1(1).

1.3 Îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèò-
ìîâ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè

Ïîñêîëüêó ìû ïðîâåëè ìîäèôèêàöèþ êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ

ãðàôîâ ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ñëåäóåò îöåíèòü âû÷èñëèòåëüíóþ òðó-

äî¼ìêîñòü ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè. Âûáå-

ðåì óñëîâèå ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàã-

íèòíîñòè â êà÷åñòâå áàçîâîãî. Äëÿ íåãî âûïîëíèì îöåíêó òðóäî¼ìêîñòè, à

äëÿ îñòàëüíûõ óñëîâèé ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè âñå ðàññóæäåíèÿ áóäóò

àíàëîãè÷íûìè.

Âíà÷àëå îòìåòèì ñëåäóþùèå òðè îñîáåííîñòè äëÿ ñåòåé ñ ìàãíèòíîé

äîñòèæèìîñòüþ (êîòîðûå òàêæå èìåþò ìåñòî è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ):

Âî-ïåðâûõ, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â ðàçäåëå 1.2.1, íà ãðàôå ñ ìàã-

íèòíîé äîñòèæèìîñòüþ âîîáùå ãîâîðÿ òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè

ïóòè, ò.å. íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü

èç âåðøèíû x â âåðøèíó y è ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû y â âåðøèíó z,

òî ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû x â âåðøèíó z.

Âîçâðàùàÿñü íåìíîãî íàçàä, ìîæíî âèäåòü äàííóþ ñèòóàöèþ äëÿ ãðà-

ôà èç ïðèìåðà 1.2: íà í¼ì ñóùåñòâóåò ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé ïóòü èç

âåðøèíû 4 â âåðøèíó 2 (4→ 1→ 2)è ñóùåñòâóåò ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé

ïóòü èç âåðøèíû 2 â 3 (2→ 3), íî íå ñóùåñòâóåò ìàãíèòíî íàêîïèòåëüíîãî

ïóòè èç âåðøèíû 4 â âåðøèíó 3.

Âî-âòîðûõ, ÷òî òàêæå áûëî îòìå÷åíî â ðàçäåëå 1.2.1, äëÿ ãðàôîâ ñ

ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ âîîáùå ãîâîðÿ òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî ýêñòðåìàëü-

íîñòè ïóòè, ò.å. íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: ëþáàÿ ÷àñòü êðàò÷àéøåãî

ïóòè ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóò¼ì ìåæäó ñâîèìè íà÷àëüíîé è êîíöåâîé
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âåðøèíàìè.

Ðàññìîòðèì ýòó ñèòóàöèþ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1.8.

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 2

íà ðèñ.1.10, äóãè {u1, . . . , u8} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî f(u1) = f(u2) = (1, 2),

f(u3) = (1, 3), f(u4) = (2, 5), f(u5) = (3, 4), f(u6) = (4, 6), f(u7) = (5, 4),

f(u8) = (5, 6). Ïîëàãàåì UM = {u1, u4, u7} è UH = {u2, u3, u5, u6, u8}.

Ðèñóíîê 1.10 � Ãðàô ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ, íà êîòîðîì êëàññè÷åñêèé

êðàò÷àéøèé ïóòü íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Íàéä¼ì êðàò÷àéøèé ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé ïóòü èç âåðøèíû 1 â

âåðøèíó 6. Èì ÿâëÿåòñÿ ïóòü µ = {u2, u4, u8}. Äëèíà ýòîãî ïóòè ðàâíà

ñåìè. Ðàññìîòðèì îòðåçîê ýòîãî ïóòè µ1 = {u2, u4}. Îí íå ÿâëÿåòñÿ êðàò-

÷àéøèì ïóòåì ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóò¼ì èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5,

ïîñêîëüêó åãî äëèíà ðàâíà øåñòè è ñóùåñòâóåò ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé

ïóòü η = {u1, u4} èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 ìåíüøåé äëèíû (ðàâíîé äâóì).

Íàêîíåö, â-òðåòüèõ, îãðàíè÷åíèå ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ïðèâîäèò

ê îáÿçàòåëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ìóëüòèãðàôîâ, ïîñêîëüêó êðàòíûå äóãè ìî-

ãóò áûòü ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ïîêàçàíà ïðåäûäóùèì ïðè-

ìåðîì: â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè

(êðàò÷àéøåì ïóòè) äëÿ èç êàæäîãî ìíîæåñòâà êðàòíûõ äóã ìîæíî áûëî

îñòàâèòü òîëüêî îäíó äóãó (ìåíüøåãî âåñà), à îñòàëüíûå óäàëèòü, òî íà

ãðàôå ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ òàêîé âàðèàíò íåâîçìîæåí.

Ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû, òàêèå êàê, íàïðèìåð, àëãîðèòì

Ôëîéäà èëè àëãîðèòì Äåéêñòðû, íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü íà ãðàôàõ ñ ìàã-

íèòíîé äîñòèæèìîñòüþ èç-çà òîãî, ÷òî îíè îñíîâàíû íà ñâîéñòâàõ òðàíçè-
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òèâíîñòè è ýêñòðåìàëüíîñòè ïóòè ãðàôà. Áîëåå òîãî, íàëè÷èå ïåðå÷èñëå-

íûõ îñîáåííîñòåé ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè íà

ãðàôå ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ áåç ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðà-

ôà ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ïîëíûì ïåðåáîðîì ïóòåé ãðàôà. Â òàêîì

ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøå-

ãî ïóòè îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé O

(
(max
x∈X
{deg+(x)})n

)
, ãäå n = |X|.

Äëÿ ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àé-

øåãî ïóòè, ñîñòîÿùåé â ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíî ãðàôà âû÷èñëèòåëüíàÿ

òðóäî¼ìêîñòü îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé O(n2), ãäå n = |X|, m = |U |.

1.4 Ãðàôû ñ óñëîâèåì ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòè

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f) òàêîé, ÷òî íà ìíîæåñòâå åãî äóã çàäàíî

îòîáðàæåíèå g : U → Z. Ò.å. ñ êàæäîé äóãîé u ãðàôà G ñâÿçàíà âåëè÷èíà

g(u), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ¾íàêëîíîì¿ äóãè u.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: U+ = g−1(Z+ \ {0}),
U− = g−1(Z \ Z+) è UH = g−1({0}).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå ìíîæåñòâà U+, U− è UH çàäàþò ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà äóã, ò.å. U = U+ ∪ UH ∪ U−, U+ ∩ UH = ∅, U+ ∩ U− = ∅ è
U− ∩ UH = ∅.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G. Ñ êàæäûì îðåçêîì [i; j]N (1 ≤
i ≤ j ≤ n) ïóòè µ ñâÿæåì ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó

Ωµ(i, j) =

{
Ωµ(i, j − 1) + g(µ(j)), i < j;

min{0, g(µ(i))}, i = j.
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wµ(i) = Ωµ(1, i) âåëè÷èíó ñïóñêà ïóòè µ ïîñëå ïðî-

õîæäåíèÿ i äóã îò íà÷àëà ïóòè.

Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü âîçìîæíîé òðàåêòî-

ðèåé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀ i ∈ [1;n]Z (Wµ(i) + g(µ(i+ 1)) < 0)∧
∧
(
(µ(i) ∈ U+) ∨ ([(p2 ◦ f ◦ µ)(i)]+ ∩ (U− ∪ UH) = ∅)

)
⇔

⇔ (µ(i+ 1) ∈ U \ U+). (1.7)
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëåäóþùàÿ äóãà ïóòè ìîæåò áûòü èç U+ â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè Wµ(i) + g(µ(i + 1)) < 0 è ëèáî i-òàÿ äóãà áûëà

èç ìíîæåñòâà U+, ëèáî èç êîíöåâîé âåðøèíû i-òîé äóãè âûõîäÿò òîëüêî

äóãè ìíîæåñòâà U+. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóòü µ íå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîé

òðàåêòîðèåé.

Îïðåäåëåíèå 1.19. Óñëîâèå (1.7) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì ìåõà-

íè÷åñêîé äîñòèæèìîñòè, à ãðàô G, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëü-

êî òå ïóòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè òðàåêòîðèÿìè, áóäåì íà-

çûâàòü ãðàôîì ñ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1.9.

Ðàññìîòðèì ãðàô G1 ñ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòüþ íà ðèñ.1.11, äóãè

{u1, . . . , u9} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) = (2, 3), f(u3) =

(2, 5), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (3, 5), f(u6) = (4, 1), f(u7) = (4, 2), f(u8) =

(4, 5), f(u9) = (5, 1).

Ïîëîæèì g(u1) = g(u3) = −1, g(u2) = −2, g(u6) = g(u8) = 2, g(u9) =

1, g(u7) = 3. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà äóã ãðàôà G1:

U+ = {u6, u7, u8}, U− = {u1, u2, u3} è UH = {u4, u5}.

Ðèñóíîê 1.11 � Ãðàô G1 ñ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ1 = {u1, u3, u4, u6}.
Îòìåòèì, ÷òî Wµ1

(1) = −1, Wµ1
(2) = −3, Wµ1

(3) = −3 è Wµ1
(4) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ïóòü µ íå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîé òðàåêòîðèåé, ïîñêîëüêó íå

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.7): Wµ(3) + g(µ(4)) = −3 + 3 = 0 ≥ 0, çíà÷èò ñëå-

äóþùàÿ äóãà (äóãà µ(4)) äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó U\U+, îäíàêî,

µ(4) = u6 ∈ U+.
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Ðàññìîòðèì ïóòü µ2 = {u1, u3, u4, u5}. Îí îòëè÷àåòñÿ îò ïóòè µ1 òîëü-

êî ïîñëåäíåé äóãîé.

Çäåñü Wµ2
(1) = −1, Wµ2

(2) = −3, Wµ2
(3) = −3 è Wµ2

(4) = −1,

ñëåäîâàòåëüíî, ïóòü µ2 ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîé òðàåêòîðèåé, ïîñêîëüêó âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.7).

Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå 1.9 ¾îòñåâ¿ ïóòè µ1 êàê íåäî-

ïóñòèìîãî ïðîèçîø¼ë ïî ïåðâîìó îïåðàíäó äèçúþíêöèè â (1.7). Ïîêàæåì

ðàáîòó âòîðîãî îïåðàíäà äèçúþíêöèè â (1.7) íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1.10.

Ðàññìîòðèì ãðàô G2 ñ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòüþ íà ðèñ.1.12, äóãè

{u1, . . . , u6} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 5), f(u2) = (5, 2), f(u3) =

(5, 3), f(u4) = (2, 3), f(u5) = (2, 4), f(u6) = (3, 4).

Ïîëîæèì g(u1) = g(u3) = −1, g(u2) = −2, g(u6) = g(u8) = 2, g(u9) =

1 è g(u7) = 3. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà äóã ãðàôà

G2: U+ = {u2, u3, u5, u6}, U− = {u1, u4} è UH = ∅.

Ðèñóíîê 1.12 � Ãðàô G2 ñ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ3 = {u1, u2, u4, u6}.
Îòìåòèì, ÷òîWµ3

(1) = −3,Wµ3
(2) = −2,Wµ3

(3) = −3 èWµ3
(4) = −1.

Õàðàêòåðèñòèêà êàæäîãî íà÷àëüíîãî îòðåçêà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Wµ3
(i)+g(µ3(i+1)) < 0, íî çàìåòèì, ÷òî µ3(2) ∈ U+ è åñòü äóãà u5, ïðèíàä-

ëåæàùàÿ ìíîæåñòâó [(p2 ◦ f ◦µ3)(2)]+∩U+ òàêàÿ, ÷òî g(u5) +Wµ3
(2) = −1,

îäíàêî ñëåäóþùàÿ äóãà ïóòè µ3(3) = u4 ∈ U−. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (1.7)
íå âûïîëíÿåòñÿ, è, çíà÷èò, ïóòü µ3 íå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîé òðàåêòîðèåé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè áóäåì ïðèìåíÿòü ïîäõîä îïè-

ñàííûé â ïóíêòå 1.2.1.
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Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå (n1 +

n2) âåðøèí {x(−n1), . . . , x(n2−1)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′, ãäå n1 =

−
∑
u∈U−

g(u) è n2 = min

{
n1,

∑
u∈U+

g(u)

}
. Äóãàì èñõîäíîãî ãðàôà ñòàâÿòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

à) êàæäîé äóãå u ∈ U+ (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y))

íà G′ ñîîòâåòñòâóåò n2− g(u) äóã {u(g(u)), . . . , u(n2−1)} òàêèõ, ÷òî

f ′(u(j)) = (x(j), y(j−g(u))) ∀ j ∈ [g(u);n2 − 1]Z ;

á) êàæäîé äóãå u ∈ U− (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y))

íà G′ ñîîòâåòñòâóåò n1− g(u) + 1 äóã {u(−n1−g(u)), . . . , u(0)} òàêèõ, ÷òî

f ′(u(j)) = (x(j), y(j+g(u))) ∀ j ∈ [−n1 − g(u); 0]Z ;

â) êàæäîé äóãå u ∈ UH (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y))

íà G′ ñîîòâåòñòâóåò n1 + 1 äóãà {u(−n1), . . . , u(0)} òàêàÿ, ÷òî

f ′(u(j)) = (x(j), y(j)) ∀ j ∈ [−n1; 0]Z .

Êðîìå ýòîãî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

x(j), ÷òî j ∈ [−max{n1, n2};n2−1]Z \{0} è [x(j)]+ = ∅, òî äîñòðàèâàåì äóãó

u′ òàêóþ, ÷òî f ′(u′) = (x(j), x(−j−1)).

Òåîðåìà 1.6. Ëþáîìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîò-

âåòñòâóåò ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå G è âåðøèíà y ìåõàíè÷åñêè äîñòè-

æèìà èç âåðøèíû x íà ãðàôå G, åñëè íà G′ èç âåðøèíû x äîñòèæèìà

õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ìíîæåñòâà Vy = {y(−n1), . . . , y(n2−1)}.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1.

1.5 Ãðàôû ñ óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè

Åù¼ îäíèì êëàññîì îãðàíè÷åíèé íà ïðîõîæäåíèå ïî äóãàì âûäåëåí-

íûõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè. Ðàññìàò-

ðèâàåìûå äàëåå îãðàíè÷åíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò óñëîâèé ìàãíèò-

íîé è ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòåé, îäíàêî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ðåøå-
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íèþ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í è â ñëó÷àå îãðàíè-

÷åíèé âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè.

1.5.1 Óñëîâèå âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f) òàêîé, ÷òî åãî ìíîæåñòâî äóã ðàçáèòî íà

íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ U = U0 ∪ U1 ∪ · · · ∪ Uk, ïðè ýòîì Uj ∩ Ui = ∅ äëÿ
âñåõ i è j òàêèõ, ÷òî 0 ≤ i < j ≤ k.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G′. Ñ êàæäûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì

[1; i]Z ïóòè µ ñâÿæåì ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ρµ(i) = 1 + d, ãäå d �

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|µ([1; i]N) ∩ Ud| 6= 0

Äîîïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêó ρµ, ïîëàãàÿ ρµ(0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü âåíòèëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà k íà ãðàôå G, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m ∈ [0;n− 1]Z (ρµ(m) = j)⇒ (ψ(m+ 1) ∈
j⋃
i=0

Ui). (1.8)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîõîæäåíèå ïî äóãå ìíîæåñòâà Ui ¾îòêðûâàåò¿

äëÿ ïðîõîäåíèÿ ìíîæåñòâî Ui+1 äëÿ âñåõ i ∈ [0; k − 1]Z è äî òåõ ïîð, ïî-

êà ìíîæåñòâî Uj íå îòêðûòî äëÿ ïðîõîæäåíèÿ, åãî äóãè íå ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåãî îòðåçêà ïóòè.

Óñëîâèå (1.8) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äî-

ñòèæèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Ãðàô G, íà êîòîðîì äîïóñòèìûìè ñ÷èòàþòñÿ

òîëüêî âåíòèëüíûå ïóòè ïîðÿäêà k áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñ óñëîâèåì

âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè ïîðÿäêà k.

Ïðèìåð 1.11.

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ óñëîâèåì âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìñòè

ïîðÿäêà 2 íà ðèñ.1.13, äóãè {u1, . . . , u5} òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) =

(1, 3), f(u3) = (2, 4), f(u4) = (3, 2), f(u5) = (3, 4).

Ïîëîæèì U0 = {u1, u2, u4}, U1 = {u3} è U2 = {u5}.
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Ðèñóíîê 1.13 � Ãðàô ñ óñëîâèåì âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè.

Ðàññìîòðèì äâà ïóòè µ1 = {u2, u4, u3} è µ2 = {u2, u5}.
Ïóòü µ1 = {u2, u4, u3} ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà 2, ïîñêîëü-

êó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè (1.8).

Ïóòü µ2 íå ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà 2, ïîñêîëüêó íå óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.8): õàðàêòåðèñòèêà δµ2
(1) = 1 è äóãà µ2(2) = u5 ∈

U2.

Èäåÿ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè òàêàÿ æå, ÷òî è â

ïóíêòå 1.2.1.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå k + 1

âåðøèíà {x(0), ..., x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãàì èñõîäíîãî ãðà-

ôà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó (ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ.1.14):

Ðèñóíîê 1.14 � Ïðàâèëà ïîñòîåíèÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

à) äëÿ êàæäîãî íîìåðà j ∈ [0; k − 1]Z è êàæäîé äóãè u ∈ Uj (ïîëî-

æèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f(u) = (x, y)) íà G′ ñîîòâåòñòâóåò k − l + 1 äóãà

{u(l), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî f(u(l)) = (x(l), y(l+1)) è f(u(l+i)) = (x(l+i), y(l+i))

∀i ∈ [1; k − l]Z ;
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á) êàæäîé äóãå u ∈ Uk (ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f(u) = (x, y))

íà G′ ñîîòâåòñòâóåò îäíà äóãà u(k) òàêàÿ, ÷òî f(u(k)) = (x(k), y(k)).

Òåîðåìà 1.7. Ëþáîìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′, êîòî-

ðûé íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå íóëåâîãî óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóåò âåíòèëüíûé

ïóòü µ íà èñõîäíîì è âåðøèíà y äîñòèæèìà ïðè óñëîâèè ( 1.8) èç âåð-

øèíû x íà ãðàôå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà G′ äîñòèæèìà èç

x(0), ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Vy = {y(0), . . . , y(k)}.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1.

Äëÿ ãðàôîâ ñ âåíòèëüíî íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòüþ èìååò ìåñòî

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.8. Ïðè óêàçàííîì ïîñòðîåíèè, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðà-

ôå êðàò÷àéøèõ ïóòåé, ñîäåðæàùèõ áîëüøå ÷åì n−1 äóãó íå ñóùåñòâóåò,

ãäå n = |X|.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Ïðèìåð 1.12.

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòüþ ïîðÿä-

êà 2 èç ïðèìåðà 1.11. Íà ðèñ.1.15 ïîêàçàí âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô.

Ðèñóíîê 1.15 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 1.13.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ2 = {u2, u5}. Ïîñêîëüêó íåò êðàòíûõ äóã, äëÿ ïðî-
ñòîòû åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí: 1→ 3→ 4.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðà 1.11 ìû ïîêàçàëè, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ âåíòèëü-

íûì ïóòåì ïîðÿäêà 2, òàê êàê íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.8). È äåéñòâè-

òåëüíî, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå åìó íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîãî ïóòè.

Ïóòü µ1 = {u2, u4, u3} (â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí: 1 → 3 →
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2→ 4 ) ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà 2. Íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå

åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü 1(0) → 3(1) → 2(1) → 4(2).

1.5.2 Óñëîâèå âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ âîçðàñòàíèåì-óáû-

âàíèåì äîñòóïà íà ïóòè

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f) òàêîé, ÷òî è ìíîæåñòâî âåðøèí, è ìíî-

æåñòâî äóã ðàçáèòî íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ: X = X0 ∪ ... ∪ Xk è U =

U0 ∪ ... ∪ Uk, ïðè ýòîì Xj ∩Xi = ∅ è Uj ∩ Ui = ∅ äëÿ âñåõ i è j òàêèõ, ÷òî
0 ≤ i < j ≤ k.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G. Ñ êàæäûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì

[1; i]Z ïóòè µ ñâÿæåì õàðàêòåðèñòèêó ρµ(i) = j, ãäå j � èíäåêñ ïîäìíî-

æåñòâà â ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà âåðøèí òàêîé, ÷òî (p2 ◦ f ◦ µ)(i) ∈ Xj.

Õàðàêòåðèñòèêó ρµ áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîì äîñòóïà íà ïóòè µ.

Îïðåäåëåíèå 1.22. Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü âåíòèëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà k ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà íà ãðàôå G, åñëè âûïîëíÿ-

åòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m (ρµ(m) = j)⇒ (µ(m+ 1) ∈
j⋃
i=0

Ui) (1.9)

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïîðÿäîê äîñòóïà íà ïóòè µ ðàâåí j, òî ñëåäó-

þùàÿ äóãà ïóòè îáÿçàíà áûòü äóãîé ìíîæåñòâà U0 ∪ · · · ∪ Uj.
Óñëîâèå (1.9) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ

âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà íà ïóòè.

Îïðåäåëåíèå 1.23. Ãðàô G, íà êîòîðîì äîïóñòèìûìè ñ÷èòàþòñÿ

òîëüêî âåíòèëüíûå ïóòè ïîðÿäêà k ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà

áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñ óñëîâèåì âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæè-

ìîñòè ïîðÿäêà k ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà íà ïóòè.

Ïðèìåð 1.13.

Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòüþ ïîðÿäêà 2 ñ âîçðàñ-

òàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà íà ïóòè íà ðèñ.1.16. Äóãè {u1, . . . , u5} ãðàôà G
òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) = (1, 3), f(u3) = (2, 4), f(u4) = (3, 2),
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f(u5) = (3, 4). Ïîëîæèì U0 = {u1, u2, u4}, U1 = {u3}, U2 = {u5}, X0 =

{1, 2}, X1 = {4} è X2 = {3}.

Ðèñóíîê 1.16 � Ãðàô ñ óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ

âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà íà ïóòè.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ1 = {u1, u3}. Îí íå ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà 2 ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà, ïîñêîëüêó íå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (1.9): õàðàêòåðèñòèêà ρµ1
(1) = 0 è äóãà µ1(2) = u3 ∈ U1.

Ïóòü µ2 = {u2, u4, u3} òàê æå íå ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà

2 ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà, ïîñêîëüêó íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(1.9): õàðàêòåðèñòèêà ρµ2
(2) = 0 è äóãà µ2(3) = u3 ∈ U1.

Ïóòü µ3 = {u2, u5} ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà 2 ñ âîçðàñòà-

íèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà, ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.9): õàðàêòå-

ðèñòèêà ρµ3
(1) = 2 è äóãà µ3(2) = u5 ∈ U2.

Èäåÿ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè òàêàÿ æå, ÷òî è â

ïóíêòå 1.2.1.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå k + 1

âåðøèíà {x(0), . . . , x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãàì èñõîäíîãî

ãðàôà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ñëåäóþ-

ùåìó ïðàâèëó:

äëÿ âñåõ íîìåðîâ l ∈ [0; k]Z , êàæäîé äóãå u ∈ Ul (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
ïîëîæèì f(u) = (x, y)) íà G′ ñîîòâåòñòâóåò k − l + 1 äóãà {u(l), . . . , u(k)}
òàêàÿ, ÷òî f(u(l+i)) = (x(l+i), y(j)) ∀ i ∈ [0; k−l]Z , ãäå j � ýòî èíäåêñ ïîäìíî-

æåñòâà â ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà âåðøèí òàêîãî, ÷òî âåðøèíà y = (p2 ◦ f)(u)

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Xj.

Òåîðåìà 1.9. Ëþáîìó ïóòè ψ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′, êî-

òîðûé íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå íóëåâîãî óðîâíÿ, íà èñõîäíîì ãðàôå ñîîò-
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âåòñòâóåò âåíòèëüíûé ïóòü ψ ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà íà

ïóòè è âåðøèíà y äîñòèæèìà ïðè óñëîâèè ( 1.9) èç âåðøèíû x íà ãðàôå

G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà G′ äîñòèæèìà èç x(0), ïî êðàéíåé ìåðå,

îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Vy = {y(0), ..., y(k)}.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1.

Ïðèìåð 1.14.

Ðàññìîòðèì ãðàô G èç ïðèìåðà 1.13. Íà ðèñ.1.17 ïîêàçàí âñïîìîãà-

òåëüíûé ãðàô.

Ðèñóíîê 1.17 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 1.16.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ1 = {u1, u3} (â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí:

1→ 2→ 4). Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðà 1.11 ïîêàçàëè, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ

âåíòèëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà (2) ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòóïà, òàê êàê

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. È äåéñòâèòåëüíî, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′

åìó íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîãî ïóòè.

Ïóòü µ3 = {u2, u5} (â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí: 1 → 3 → 4)

ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà (2) ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì äîñòó-

ïà. Íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü: 1(0) → 3(2) → 4(1).

1.5.3 Óñëîâèå âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ âîçðàñòàíèåì-óáû-

âàíèåì ýíåðãèè íà ïóòè

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f), ìíîæåñòâà âåðøèí è äóã ðàçáèòû òî÷íî

òàê æå êàê è äëÿ ãðàôîâ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå: X =

X0 ∪ · · · ∪Xk, U = U0 ∪ · · · ∪ Uk è Xi ∩Xj = ∅, Ui ∩ Uj = ∅ äëÿ âñåõ i è j
òàêèõ, ÷òî 1 ≤ i < j ≤ k.

Ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì Ui (i ∈ [1, k]Z) ñâÿæåì äâà íàòóðàëüíûõ

÷èñëà: σ(i), êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíîé óáûâàíèÿ ýíåðãèè i-òîãî



�57�

òèïà, è σ∗(i), êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì êîëè÷å-

ñòâîì ýíåðãèè i-òîãî òèïà.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G. Ñ êàæäûì îòðåçêîì [i; j]N ïóòè

µ ñâÿæåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

ζrµ(i, j) = min

{
max
m=i,...,j

{
j∑

l=m

|(p2 ◦ f ◦ µ)(l) ∩Xr| −

− σ(r)

j∑
l=m

|µ(l) ∩ Ur|

}
, σ∗(r)

}
, ∀ r ∈ [1; k]Z . (1.10)

Ïðè ýòîì σ∗(r) = sr, σ(r) = s′r (sr, s
′
r ∈ N) ∀r = 1, k.

Âåëè÷èíó ζrµ(i, j) áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíîé íàêîïëåííîé ýíåðãèè r-

òîãî òèïà íà îòðåçêå [i; j]Z ïóòè µ.

Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ïóòè ñîîòíîøåíèå (1.10) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé

âèä:

ζrµ(i, j) = min

{
max
m=i,...,j

{|(p2 ◦ f ◦ µ)([m, j]) ∩Xr| −

− σ(r)|µ([m, j]) ∩ Ur|} , σ∗(r)} , ∀ r ∈ [1; k]Z .

×åðåç ζrµ(i) = ζrµ(0)+ζrµ(1, i) îáîçíà÷èì âåëè÷èíó íàêîïëåííîé ýíåðãèè

r-òîãî òèïà íà ïóòè µ ÷åðåç i øàãîâ îò íà÷àëà ïóòè. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó

ζrµ(0) = 0. Áóäåì íàçûâàòü åå âåëè÷èíîé íà÷àëüíîé ýíåðãèè ïóòè µ.

Îïðåäåëåíèå 1.24. Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü âåíòèëüíûì ïóòåì

ñ íàêîïëåíèåì ýíåðãèè ïîðÿäêà k (k ≥ 1) íà ãðàôå G, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m (ρµ(m) = r)⇒ (µ(m+ 1) ∈ Wr) ∀r = 1, k, (1.11)

ãäå Wr = U0 ∪

 r⋃
j=1

ζjµ(m)≥σ∗(j)

Uj

.
Óñëîâèå (1.11) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ

âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ýíåðãèè íà ïóòè.

Îïðåäåëåíèå 1.25. Ãðàô G, íà êîòîðîì äîïóñòèìûìè ñ÷èòàþòñÿ

òîëüêî âåíòèëüíûå ïóòè ñ íàêîïëåíèåì ýíåðãèè ïîðÿäêà k áóäåì íàçû-
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âàòü ãðàôîì ñ óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ïîðÿäêà k ñ íàêîï-

ëåíèåì ýíåðãèè íà ïóòè.

Ïðèìåð 1.15.

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ïîðÿäêà 2 ñ

íàêîïëåíèåì ýíåðãèè íà ïóòè íà ðèñ.1.18. Äóãè {u1, · · · , u5} ãðàôà G òà-

êîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) = (1, 3), f(u3) = (2, 3), f(u4) = (2, 4),

f(u5) = (3, 4).

Ðèñóíîê 1.18 � Ãðàô ñ óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ

âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ýíåðãèè íà ïóòè.

Ïîëîæèì U0 = {u1, u2}, U1 = {u4, u5}, U2 = {u2}, X1 = {3}, X2 =

{1, 2, 4} è σ(1) = σ(2) = σ∗(1) = σ∗(2) = 1.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ1 = {u1, u4}. Îí íå ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì ñ

íàêîïëåíèåì ýíåðãèè ïîðÿäêà 2 ïîñêîëüêó íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âåí-

òèëüíîé äîñòèæèìîñòè (1.11): õàðàêòåðèñòèêè ζ1
µ1

(1) = 0, ζ2
µ1

(1) = 1 è õîòÿ

ρµ1
(1) = 1, ò.å. ìíîæåñòâî W = U0, îäíàêî, äóãà µ1(2) = u4 /∈ W .

Ïóòü µ2 = {u2, u5} ÿâëÿåòñÿ âåíòèëüíûì ïóòåì ñ íàêîïëåíèåì ýíåðãèè
ïîðÿäêà 2, ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè

(1.11): õàðàêòåðèñòèêè ζ1
µ2

(1) = 1, ζ2
µ2

(1) = 0, ρµ2
(1) = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

W = U0 ∪ U1 è äóãà µ2(2) = u5 ∈ W .

Äëÿ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè ïðè óñëîâèè âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ

âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ýíåðãèè íà ïóòè âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííûì âûøå

ïîäõîäîì.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ [1; k]Z âûïîëíÿåòñÿ

σ∗(j) < σ(j), (1.12)
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òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïóòè, ñîäåðæàùèå äóãè ìíîæåñòâà V = Uj∪ ...∪Uk
íå ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Ïîýòîìó, âíà÷àëå ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé ãðàô

G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. íà ãðàôå G óäàëèì âñå äóãè ìíîæåñòâà V0 =
k⋃

i=j0

Ui, ãäå j0 � íàè-

ìåíüøåå èç òàêèõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.12).;

2. ïîëàãàåì íîâîå ìíîæåñòâî X0 := X0 ∪Xj0 ∪ · · · ∪Xk;

3. ïîñêîëüêó íîâûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí è ìíîæåñòâà äóã

èìåþò âèä: X = X0∪· · ·∪Xj−1 è U = U0∪· · ·∪Uj−1, òî ïîëîæèì k = j−1.

Â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ãðàô G1, íà êîòîðîì íè

äëÿ îäíîãî j ∈ [1; k]Z íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.12).

Íà ãðàôå G′ êàæäîé âåðøèíå x ïîëó÷åííîãî ãðàôà G1 ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå (k+ 1) ·
k∏
i=1

(σ∗(i) + 1) âåðøèí {x(i1, ..., ik, ik+1)}. Äóãàì ãðàôà

G1 ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó:

äëÿ âñåõ i ∈ [0; k]Z , êàæäîé äóãå u ∈ Ui (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî f(u) = (x, y) è y ∈ Xj) ãðàôà G1 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

(k + 1) ·
k∏
r=1

r 6=i

(σ∗(r) + 1) äóã, òàêèõ, ÷òî

1. ∀ i < ik+1 < k

• ∀ ij ∈ [0;σ∗(j)− 1]Z

f(u(i1, . . . , l, . . . , ik, ik+1)) =

(x(i1, . . . , σ(i) + l, . . . , ij, . . . , ik+1), y(i1, . . . , l, . . . , ij + 1, . . . , ik+1))

∀ l ∈ [0;σ∗(i)− σ(i)]Z , ∀ iα ∈ [0;σ∗(α)]Z , ãäå α ∈ [1; k]Z è α 6= j, i;

• ij = σ∗(j)

f(u(i1, . . . , l, . . . , ik, ik+1)) =

(x(i1, . . . , σ(i) + l, . . . , ik, ik+1), y(i1, . . . , l, . . . , ik, ik+1))

∀ l ∈ [0;σ∗(i)− σ(i)]Z , ∀ iα ∈ [0;σ∗(α)]Z , ãäå α ∈ [1; k]Z è α 6= j, i;

2. ik+1 = i
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• ∀ ij ∈ [0;σ∗(j)− 1]Z

f(u(i1, . . . , l, . . . , ik, i)) =

(x(i1, . . . , σ(i)+l, . . . , ij, . . . , ik, i), y(i1, . . . , l, . . . , ij+1, . . . , ik, i+1))

∀ l ∈ [0;σ∗(i)− σ(i)]Z , ∀ iα ∈ [0;σ∗(α)]Z , ãäå α ∈ [1; k]Z è α 6= j, i;

• ij = σ∗(j)

f(u(i1, . . . , l, . . . , ik, i)) =

(x(i1, . . . , σ(i) + l, . . . , ik, i), y(i1, . . . , l, . . . , ik, i+ 1))

∀ l ∈ [0;σ∗(i)− σ(i)]Z , ∀ iα ∈ [0;σ∗(α)]Z , ãäå α ∈ [1; k]Z è α 6= j, i.

Òåîðåìà 1.10. Ëþáîìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′, êî-

òîðûé íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå íóëåâîãî óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóåò âåíòèëü-

íûé ïóòü ñ íàêîïëåíèåì ýíåðãèè µ íà èñõîäíîì è âåðøèíà y äîñòèæè-

ìà ïðè óñëîâèè ( 1.11) èç âåðøèíû x íà ãðàôå G òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íà G′ äîñòèæèìà èç x(0, . . . , 0, 0), ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåð-

øèí ìíîæåñòâà Vy = {y(i1, ..., ik, ik+1)}, ãäå ij ∈ [0;σ∗(j)]Z ∀ j ∈ [1; k]Z è

ik+1 ∈ [0; k]Z.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1.

1.6 Äîñòèæèìîñòü íà ãðàôàõ ñ óñëîâèÿìè çàòóõà-
íèÿ è óñèëåíèÿ

Ïóñòü ãðàô G(X,U, f) òàêîé, ÷òî åãî ìíîæåñòâî äóã ðàçáèòî íà òðè

ïîäìíîæåñòâà: U = UH ∪U+∪U−, U−∩UH = ∅, U+∩UH = ∅ è U−∩U+ = ∅,
U− 6= ∅. Äóãè ìíîæåñòâà U+ áóäåì íàçûâàòü äóãàìè ñ çàòóõàíèåì, äóãè

ìíîæåñòâà U− � äóãàìè ñ óñèëåíèåì, à äóãè ìíîæåñòâà UH � íåéòðàëü-

íûìè.

Ïóñòü k ∈ N, ýòî ÷èñëî áóäåì íàçûâàòü ïîðîãîì çàòóõàíèÿ.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G. Âåëè÷èíó çàòóõàíèÿ � ÷èñëî-

âóþ õàðàêòåðèñòèêó zµ(i) � íà÷àëüíîãî îòðåçêà [1; i]Z ïóòè µ îïðåäåëèì

ðåêóððåíòíî:

1. Âåëè÷èíà çàòóõàíèÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî îòðåçêà ïóòè µ ðàâíà íóëþ:

zµ(0) = 0.
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2.

zµ(m+ 1) =


zµ(m) + 1, um+1 ∈ U+;

zµ(m), um+1 ∈ UH ;

zµ(m)− 1, um+1 ∈ U− è zµ(m) > 0;

0 um+1 ∈ U− è zµ(m) = 0.

(1.13)

Îïðåäåëåíèå 1.26. Ïóòü µ äëèíû n íà ãðàôå G áóäåì íàçûâàòü

äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m zµ(m) ≤ k. (1.14)

Ïðèìåð 1.16.

Ðàññìîòðèì ãðàô íà ðèñ.1.19 ïðè k = 2. Äóãè u1, . . . , u6 - òàêèå, ÷òî

f(u1) = (1, 2), f(u2) = (1, 3), f(u3) = (2, 3), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (3, 5),

f(u6) = (4, 5). Ñ÷èòàåì, ÷òî U+ = {u1, u2, u3, u5}, UH = {u6}, U− = {u4} è
âåñà âñåõ äóã ðàâíû åäèíèöå (ρ(u) = 1 ∀u ∈ U).

Ðèñóíîê 1.19 � Äóãè ìíîæåñòâà U+ ïåðå÷åðêíóòû îäíîé ëèíèåé, äóãè UH � äâóìÿ

ëèíèÿìè, à äóãè U− � íå ïåðå÷åðêíóòû.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ1 = {u1, u3, u5}. Îí íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ò.ê.

z({u1, u3, u5}) = 3 ≥ k.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ2 = {u1, u3, u4, u6}. Ýòîò ïóòü óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (1.14), à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè ïðè óñëîâèè (1.14) áóäåì ïðè-

ìåíÿòü îïèñàííûé â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ïîäõîä.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Íà ãðàôå G′ êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèå k + 1 âåðøèíà {x(0), . . . , x(k)}. Äóãàì èñõîäíîãî ãðàôà ñòàâÿòñÿ

â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó (ñì.

ðèñ.1.20):
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à) êàæäîé äóãå u ∈ UH (ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f(u) = (x, y))

íà G ñîîòâåòñòâóåò k+ 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî f ′(u(i)) = (x(i), y(i))

∀ i ∈ [0; k]Z ;

á)êàæäîé äóãå u ∈ U− (ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f(u) = (x, y)) íà

G ñîîòâåòñòâóåò k+ 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî f ′(u(0)) = (x(0), y(0)) è

f ′(u(i)) = (x(i), y(i)) ∀ i ∈ [1; k]Z ;

â) êàæäîé äóãå u ∈ U+ (ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f(u) = (x, y))

íà G ñîîòâåòñòâóåò k äóã {u(0), . . . , u(k−1)} òàêèõ, ÷òî f ′(u(i)) = (x(i), y(i+1))

∀ i ∈ [0; k − 1]Z .

Ðèñóíîê 1.20 � Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.11. Ëþáîìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñ íà-

÷àëîì íà íóëåâîì óðîâíå ñîîòâåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü íà èñõîäíîì

è âåðøèíà y äîñòèæèìà èç âåðøèíû x ïðè óñëîâèè ( 1.14) íà ãðàôå G

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà G′ èç x(0) äîñòèæèìà ïî êðàéíåé ìåðå

îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Vy = {y(0), . . . , y(k)}.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî àíà-

ëîãè÷íîé òåîðåìû 1.1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà èñõîäíîì ãðàôå ïðè óñëîâèè

(1.14) ìîæíî ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïó-

òåé íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

Ïðèìåð 1.17.

Ðàññìîòðèì ãðàô èç ïðèìåðà 1.16.
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Íà ðèñ.1.21 ïîêàçàí âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô.

Ðèñóíîê 1.21 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 1.19.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ1 = {u1, u3, u5} íà èñõîäíîì ãðàôå G. Ïîñêîëüêó

íà ãðàôå íåò êðàòíûõ äóã, äëÿ ïðîñòîòû ïóòü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí: 1 → 2 → 3 → 5. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðà 1

ìû ïîêàçàëè, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïóòåì. È äåéñòâèòåëüíî, íà

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå åìó íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîãî ïóòè.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ2 = {u1, u3, u4, u6} íà èñõîäíîì ãðàôå G. Åãî òàêæå

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí - 1→ 2→ 3→ 4→ 5.

Ýòîò ïóòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.14), à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì

ïóòåì. Íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü 1(0) → 2(1) →
3(2) → 4(1) → 5(1).

Êðîìå ýòîãî, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå (ðèñ.1.21) ìîæíî óâèäåòü,

÷òî äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 íà èñõîäíîì ãðàôå

ðàâåí äâóì, íî ýòîò ïóòü èìååò ñàìîå áîëüøîå çàòóõàíèå, ðàâíîå äâóì,

òîãäà, êàê ñàìûé äëèííûé ïóòü èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 èìååò çàòóõàíèå,

ðàâíîå åäèíèöå, ÷òî ìåíüøå, ÷åì çàòóõàíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1.12. Êðàò÷àéøåìó ïóòè èç âåðøèíû x(0) â âåðøèíó y(j)

íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò êðàò÷àéøèé äîïóñòèìûé

ïóòü ñ óðîâíåì çàòóõàíèÿ ðàâíûì j íà èñõîäíîì ãðàôå G.

Òåîðåìà 1.13. Êðàò÷àéøåìó ïóòè èç âåðøèíû x(i) â âåðøèíó y(j)

íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò êðàò÷àéøèé äîïóñòèìûé

ïóòü èç âåðøèíû x ñ óðîâíåì çàòóõàíèÿ ðàâíûì i â âåðøèíó y ñ óðîâíåì
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çàòóõàíèÿ ðàâíûì j íà èñõîäíîì ãðàôå G.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííûõ òåîðåì ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.11 è ïðàâèë

ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íàõîäÿò êðàò÷àéøèå ïóòè èç íåêîòîðîé âåð-

øèíû íå â îäíó (ôèêñèðîâàííóþ), à âî âñå âåðøèíû ãðàôà. Çíà÷èò ïðèìå-

íÿÿ ýòè àëãîðèòìû íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ìû ðåøàåì äëÿ èñõîäíîãî

ãðàôà íå çàäà÷ó î êðàò÷àéøåì ïóòè, à çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êðàò÷àéøèõ

ïóòåé äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ óðîâíåé çàòóõàíèÿ.

1.7 Ãðàôû ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (îáùèé
ïîäõîä)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââåäåì îáùèå ïîíÿòèÿ ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äî-

ñòèæèìîñòüþ è äîïóñòèìîãî ïóòè â íåì (ñì. [26]), à òàêæå ïîêàæåì, ÷òî

ðàíåå èçó÷åííûå ãðàôû ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïðîõîæäåíèå ïî äóãàì âûäå-

ëåííûõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðò-

íîé äîñòèæèìîñòüþ.

1.7.1 Îáùèé ïîäõîä ê íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.27. Ãðàôîì ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ áó-

äåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(X,U, f), äëÿ êîòîðîãî çàäàíû:

1. Äâà íàáîðà ïîäìíîæåñòâ äóã U∆ = {U0, . . . , Um} è U∆ = {U (0), . . . ,

U (k)}, ïðè ýòîì Ui ∩ Uj = ∅ ∀ i 6= j. (k, m ∈ Z+ � çàðàíåå èçâåñòíûå,

ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà).

2. Îòîáðàæåíèå ϕµ : N → [0; k]Z, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ÷èñëîâîé

õàðàêòåðèñòèêîé ïðîèçâîëüíîãî ïóòè µ.

3. Ôîðìàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà äîñòèæèìîñòü.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ϕµ ïðîèçâîëüíîãî ïóòè µ

îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕµ(i) = F (ϕµ(i− 1), ai), ∀ i > 0, ϕµ(0) = 0,
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ãäå ÷èñëî ai çàâèñèò îò òîãî, ê êàêîìó ìíîæåñòâó èç íàáîðà U∆ ïðèíàä-

ëåæèò äóãà µ(i), à F : Z × Z → [0; k]Z � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð,

îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëîì: F (x, y) = min{k, x+ y}.
Ôîðìàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà òèïà: ñòðîãèå è íå-

ñòðîãèå.

Îãðàíè÷åíèÿ ñòðîãîãî òèïà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∀ i (ϕµ(i) = j)⇒ (µ(i+ 1) ∈ U (j)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè õàðàêòåðèñòèêà ϕ ïóòè µ íà øàãå i ðàâíà ÷èñ-

ëó j, òî ñëåäóþùàÿ (i+1-ÿ) äóãà ïóòè µ îáÿçàíà áûòü òîëüêî èç ìíîæåñòâà

U (j).

Îãðàíè÷åíèÿ íåñòðîãîãî òèïà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∀ i (ϕµ(i) = j)&([(p2 ◦ f ◦ µ)(i)]+ ∩ U (j) 6= ∅)⇒ (µ(i+ 1) ∈ U (j)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè õàðàêòåðèñòèêà ϕ ïóòè µ íà øàãå i ðàâíà ÷èñ-

ëó j è èç êîíöåâîé âåðøèíû i-òîé äóãè âûõîäèò õîòÿ áû îäíà äóãà ìíî-

æåñòâà U (j), òî ñëåäóþùàÿ (i + 1�ÿ) äóãà ïóòè µ îáÿçàíà áûòü òîëüêî èç

ìíîæåñòâà U (j).

Âñþäó äàëåå íàáîð U∆ áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, à U∆ �

ïóòåâûì íàáîðîì.

Îïðåäåëåíèå 1.28. Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì ïóòåì

íà ãðàôå G ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò

ôîðìàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ, çàäàííîìó íà G.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðîì äâóõ íàáîðîâ ïîäìíîæåñòâ, ÷èñëîâîé õàðàê-

òåðèñòèêè ïðîèçâîëüíîãî ïóòè è çàäàíèåì ôîðìàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ, ëþ-

áîé ãðàô, íà êîòîðîì íå âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, ìîæíî çàïèñàòü

â òåðìèíàõ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Áîëåå òîãî, êëàññè÷å-

ñêèå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãðàôîâ ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ïðèìåð 1.18.

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f).
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Âûáåðåì â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî è ïóòåâîãî íàáîðîâ, íàáîðû,

ñîñòîÿùèå èç îäíîãî ìíîæåñòâà U . Ò.å. U∆ = {U0} è U∆ = {U (0)} (ò.å.
m = k = 0). Î÷åâèäíî, U0 = U (0) = U . Õàðàêòåðèñòèêó ϕ âûáåðåì òàêèì

îáðàçîì, ÷òî ϕµ(i) = ϕµ(i− 1) + 0 ∀ i > 0, ∀µ.
Òîãäà ïðè ôîðìàëüíîì îãðàíè÷åíèè ëþáîãî òèïà âñå äóãè ãðàôà G

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè ïðè ôîðìèðîâàíèè ïóòè, âñëåäñòâèå ÷åãî âñå ïó-

òè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î äîñòèæèìî-

ñòè òðåáóþò, ÷òîáû âñå ïóòè íà ãðàôå ÿâëÿëèñü äîïóñòèìûìè, òî ïðèìå-

íÿòü èõ ê ãðàôàì ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ íåëüçÿ.

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà áîëüøåãî

ðàçìåðà, íî íà êîòîðîì âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′(X ′, U ′, f ′) áóäåì ñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå k + 1

âåðøèíó {x(0), . . . , x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãè ñòðîÿòñÿ ïî

ïðàâèëó:

Ïóñòü u òàêàÿ, ÷òî f(u) = (x, y), òîãäà

à) äëÿ âñåõ i ∈ [0;m]Z , j ∈ [0; k]Z è êàæäîé äóãè u ∈ Ui ∩ U (j) ñòðîèì

äóãó u
(j)
i òàêóþ, ÷òî f ′(u

(j)
i ) = (x(j), y(F (j,ai))).

á) åñëè âûáðàíî ôîðìàëüíîå îãðàíè÷åíèå íåñòðîãîãî òèïà, òî, êðîìå

ýòèõ äóã, ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûå äóãè ïî ïðàâèëó:

äëÿ âñåõ i ∈ [0;m]Z , j ∈ [0; k]Z è êàæäîé äóãè ui ∈ Ui ∩ (U\U (j))

òàêîé, ÷òî [(p1 ◦ f)(ui))]
+ ∩ U (j) = ∅ ñòðîèì äóãó u′i òàêóþ, ÷òî f

′(u′i) =

(x(j), y(F (j,ai))).

Òåîðåìà 1.14. Ëþáîìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñî-

îòâåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå G è âåðøèíà y

äîñòèæèìà èç x íà èñõîäíîì ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ

G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ èç âåðøè-

íû x(0) äîñòèæèìà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Vy =

{y(0), . . . , y(k)}.
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∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü.

Íà G′ èç âåðøèíû x(0) äîñòèæèìà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåðøèí

ìíîæåñòâà Vy = {y(0), . . . , y(k)}, ò.å. ñóùåñòâóåò ïóòü µ′ èç âåðøèíû x(0) â

íåêîòîðóþ y(j).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó m äóã â ïóòè µ′.

1. Ïóñòü m = 1

ò.å. ïóòü µ′ ñîñòîèò èç îäíîé äóãè u′ òàêîé, ÷òî f ′(u′) = (x(0), y(j)). Íà

èñõîäíîì ãðàôå åé ñîîòâåòñòâóåò äóãà u òàêàÿ, ÷òî f(u) = (x, y) è u ∈
Uj ∩U (0). Ñëåäîâàòåëüíî, íà èñõîäíîì ãðàôå âåðøèíà y äîñòèæèìà èç

x, òàê êàê ñóùåñòâóåò ïóòü µ (ñîñòîÿùèé èç îäíîé äóãè u) èç âåðøèíû

x â y. Ïðè ýòîì, õàðàêòåðèñòèêà ϕµ ðàâíà âåëè÷èíå j.

2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî m = s óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, äîêàæåì åãî

ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ m = s+ 1.

Ïóñòü ïóòü µ′ = {u′i0, . . . , u
′
is
} òàêîé, ÷òî (p1 ◦ f ′)(u′i0) = x(0), (p2 ◦

f ′)(u′is) ∩ Vy 6= ∅. Âûäåëèì èç íåãî ïîñëåäíþþ äóãó u′is (ñ÷èòàåì, ÷òî

f ′(u′is) = (y
(q)
1 , y(F (q,ap))) è F (q, ap) = j). Ïóòü µ′1 = µ′\u′is � ñîäåð-

æèò s äóã, íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå x(0), çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå y
(q)
1 =

(p1 ◦ f ′)(u′is). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íà èñõîäíîì ãðàôå åìó ñî-

îòâåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü µ1 èç âåðøèíû x â âåðøèíó y1. Ïðè ýòîì,

õàðàêòåðèñòèêà ϕµ1
â êîíöå ïóòè µ1 ðàâíà âåëè÷èíå q.

Äóãå u′is ñîîòâåòñòâóåò äóãà u ∈ Up∩U
(q). Ðàññìîòðèì ïóòü µ = µ1∪{u}.

Îí ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà ϕµ, ðàâíàÿ ϕµ1
,

â êîíöå ïóòè µ1 ðàâíà âåëè÷èíå q è äóãà u ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

U (q). À ò.ê. (p2 ◦ f)(u) = y, ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà y äîñòèæèìà èç

âåðøèíû x íà èñõîäíîì ãðàôå.

Íåîáõîäèìîñòü.

Âåðøèíà y äîñòèæèìà èç âåðøèíû x íà èñõîäíîì ãðàôå c íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü µ =

{u1, . . . , us} èç x â y.
Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå αµ : U → U ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Êàæäîé äóãå ui ∈ µ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãà αµ(ui) òàêàÿ, ÷òî

(p2 ◦ f ′ ◦ αµ)(ui−1) = (p1 ◦ f ′ ◦ αµ)(ui), ïðè ýòîì, äóãà αµ(u1) òàêàÿ, ÷òî

(p1◦f ′◦αµ)(u1) = x(0). Êðîìå ýòîãî, åñëè f(ui) = (a, b), òî (p1◦f ′◦αµ)(ui) ∈
Va, (p2 ◦ f ′ ◦ αµ)(ui) ∈ Vb.

Èç ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðà-

æåíèå αµ ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïóòè µ.

Òîãäà íàáîð µ′ = {αµ(u1), . . . , αµ(us)} ÿâëÿåòñÿ ïóòåì íà âñïîìîãà-

òåëüíîì ãðàôå G′, ïðè ýòîì, (p1 ◦ f ′)(µ′) = x(0), (p2 ◦ f ′)(µ′) ∈ Vy. Ñëå-

äîâàòåëüíî, èç âåðøèíû x äîñòèæèìà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåðøèí

ìíîæåñòâà Vy.

∆

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïðîèçâîëüíîãî ïóòè µ çà-

äàíà íåðåêóððåíòíî, íî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî s, ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì

l, òî åñòü ϕµ(s+ l + i) = ϕµ(s+ i) i = 0, 1, ....

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ëèøíèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

íàáîð U∆, ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà ϕµ çàäàíà íåçàâèñèìî îò òèïà äóã

ïðîéäåííûõ íà ïóòè µ.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, â ýòîì ñëó÷àå, áóäåì ïðîâîäèòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå l + s

âåðøèí íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå. Äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ñòðîÿòñÿ

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

à) äëÿ êàæäîé äóãè u ∈ U (j) èñõîäíîãî ãðàôà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà {ui}i∈ϕ−1µ (j)∩[0;l+s−1] òàêèõ, ÷òî

f ′(ui) =

{
(x(i), y(i+1)), i ∈ ϕ−1

µ (j) ∩ [0; l + s− 2]

(x(i), y(s)), i ∈ ϕ−1
µ (j) ∩ {l + s− 1}

á) åñëè âûáðàíî îãðàíè÷åíèå íåñòðîãîãî òèïà, òî, êðîìå óêàçàííûõ

äóã, ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèå äóãè:

ðàññìàòðèâàåì âñå âåðøèíû x èñõîäíîãî ãðàôà, òàêèå, ÷òî [x]+∩U (j) =

∅, òîãäà äëÿ âñåõ âåðøèí z ∈ Γ+(x) ñòðîèì äóãè
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{u′i}i∈ϕ−1µ (j)∩[0;l+s−1] òàêèå, ÷òî

f ′(ui) =

{
(x(i), z(i+1)), i ∈ ϕ−1

µ (j) ∩ [0; l + s− 2]

(x(i), z(s)), i ∈ ϕ−1
µ (j) ∩ {l + s− 1}

Â äàííîì ñëó÷àå òàêæå èìååò ìåñòî òåîðåìà 1.14. Åå äîêàçàòåëüñòâî

äëÿ ñëó÷àÿ íåðåêóððåíòíîé, íî ïåðèîäè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè àíàëîãè÷íî

äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ðåêóððåíòíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî äîïóñòèìîãî ïóòè èç

îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ìîæíî

èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

1.7.2 ×àñòíûå ñëó÷àè ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïóñòü G(X,U, f) � îðèåí-

òèðîâàííûé ãðàô è çàäàí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé íàáîð U∆ = {U0, . . . , Um},
Ui ∩ Uj = ∅ ∀i 6= j.

1. Âûáåðåì m = 1.

Ââåäåì ïóòåâîé íàáîð òàêèì îáðàçîì, ÷òî U (i) = U , i = 0, . . . , k− 1, à

U (k) = U1.

Ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòèêó ϕµ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕµ(i) = min {k, ϕµ(i− 1) + ai} , ∀i > 0, ϕµ(0) = 0,

ãäå ai = 0, åñëè µ(i) ∈ U0 è ai = 1, åñëè µ(i) ∈ U1.

Âûáèðàÿ îãðàíè÷åíèå íåñòðîãîãî òèïà, ïîëó÷àåì, ÷òî G(X,U, f) �

ãðàô ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíî-

ñòè ([66]). Íà ãðàôå ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ ìíîæåñòâî äóã ñîñòîèò

èç îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ UM , UH (ìàãíèòíûõ è íåìàã-

íèòíûõ äóã ñîîòâåòñòâåííî) è ñòàâèòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå: åñëè ïóòü

îò ñâîåãî íà÷àëà ñîäåðæàë êàê ìèíèìóì k ìàãíèòíûõ äóã, òî ñëåäóþùàÿ

äóãà ïóòè, åñëè åñòü òàêàÿ âîçìîæíîñòü, îáÿçàíà áûòü ìàãíèòíîé.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, ïî ïðàâèëàì óêàçàííûì â ïåð-

âîì ïóíêòå, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ.1.22.



�70�

Ðèñóíîê 1.22 � ×àñòíûé ñëó÷àé: m = 1 è âûáðàíî îãðàíè÷åíèå íåñòðîãîãî òèïà.

Âèäíî, ÷òî ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ïðàâèëàì, îïèñàí-

íûì âûøå, ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì â [66] ïðàâèëîì äëÿ ãðàôîâ ñ ìàã-

íèòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

2. Âûáåðåì m = k.

Ââåäåì ïóòåâîé íàáîð òàêèì îáðàçîì, ÷òî U (j) =
j⋃
i=0

Ui, j = 0, . . . , k.

Ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòèêó ϕµ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕµ(i) = min {k,max{ϕµ(i− 1), ai}} , ∀i > 0, ϕµ(0) = 0,

ãäå ai = j + 1, åñëè µ(i) ∈ Uj, j = 0, ..., k.

Âûáèðàÿ îãðàíè÷åíèå ñòðîãîãî òèïà, ïîëó÷àåì, ÷òî G(X,U, f) � ãðàô

ñ âåíòèëüíî�íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòüþ ([22]). Íà ãðàôå ñ âåíòèëüíîé

äîñòèæèìîñòüþ çàäàíû ìíîæåñòâà U0, . . . , Uk è ñòàâèòñÿ ñëåäóþùåå îãðà-

íè÷åíèå: ïðîõîæäåíèå ïî äóãå ìíîæåñòâà Uj ¾îòêðûâàåò¿ äëÿ ïðîõîäà ìíî-

æåñòâî U(j+1).

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, ïî ïðàâèëàì óêàçàííûì âûøå,

ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ.1.23.

Ðèñóíîê 1.23 � ×àñòíûé ñëó÷àé: m = k è âûáðàíî îãðàíè÷åíèå ñòðîãîãî òèïà.
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Âèäíî, ÷òî ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïî ïðàâèëàì, îïèñàí-

íûì âûøå ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì äëÿ ãðàôîâ ñ âåíòèëüíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî òàêèå äîñòàòî÷íî ðàçíûå îãðàíè-

÷åíèÿ, êàê óñëîâèÿ âåíòèëüíîé è ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè, ìîãóò áûòü

çàïèñàíû â òåðìèíàõ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

1.8 Çàäà÷à î ïåðåðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ

Çà÷àñòóþ, â ñðåäíèõ è êðóïíûõ êîìïàíèÿõ, ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ

îòäåëüíûõ ïîäðàçäåëåíèé, îòäåëåíèé è ò.ä., êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ýëå-

ìåíòàìè (îñíîâíûì ïðèçíàêîì ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ åãî òåððèòîðèàëüíàÿ îò-

äåëåííîñòü), âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñîñòîÿùàÿ

â òîì, ÷òî äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà êîìïàíèè âîçíèêàåò íåäîñòàòîê êàêîãî-

òî ðåñóðñà, à äëÿ äðóãîãî ýëåìåíòà íàîáîðîò � èçáûòîê ýòîãî ðåñóðñà è

íåîáõîäèìî ïåðåðàñïðåäåëèòü ðåñóðñû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íå áûëî íè

èçáûòêà, íè íåäîñòàòêà. Îáû÷íî, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøå-

íèþ êëàññè÷åñêîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è (ñì. [48]), îäíàêî, ÷àñòî, îòäåëü-

íûå ýëåìåíòû êîìïàíèé íå èìåþò ñîáñòâåííîãî ¾òðàíñïîðòíîãî¿ ïàðêà, íî

ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ýëåìåíòîì êîìïàíèè.

Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò êîìïàíèè ðàáîòàòü ýôôåêòèâíåå, íî âíî-

ñèò ñóùåñòâåííóþ ïîãðåøíîñòü â ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Êðîìå ýòî-

ãî, êëàññè÷åñêàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ îäíîãî ðåñóðñà.

1.8.1 Çàäà÷à î ïåðåðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ m ðåñóðñîâ â êîìïàíèè èç

n ýëåìåíòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïóñòü â íåêîòîðîé êîìïàíèè èìååòñÿ n ýëåìåíòîâ ({x1, x2, . . . , xn}),
äëÿ êàæäîãî èç m ðåñóðñîâ ({q1, q2, . . . , qm}) ýëåìåíò xi êîìïàíèè èìååò

âåëè÷èíó èçáûòêà b(xi, qj) (≥ 0) è âåëè÷èíó íåäîñòàòêà a(xi, tj) (≥ 0) äëÿ

âñåõ çíà÷åíèé i ∈ [1;n]Z è j ∈ [1;m]Z . Êðîìå ýòîãî, îòäåëüíûì ýëåìåíòîì

êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ ¾ãëàâíûé ñêëàä¿ (ýëåìåíò x0) äëÿ êîòîðîãî èçáûòîê
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êàæäîãî ðåñóðñà íåîãðàíè÷åí, à íåäîñòàòîê êàæäîãî ðåñóðñà ðàâåí íóëþ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ¾òðàíñïîðòíûé ïàðê¿ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ òîëüêî äëÿ

ãëàâíîãî ñêëàäà è èçâåñòíû äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó êàæäîé ïàðîé

ýëåìåíòîâ êîìïàíèè. Òðåáóåòñÿ îïòèìàëüíûì îáðàçîì (ò.å. ñ íàèìåíüøè-

ìè çàòðàòàìè íà ïåðåâîçêó) ïåðåðàñïðåäåëèòü ðåñóðñû ìåæäó ýëåìåíòàìè

êîìïàíèè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà è èçáûòîê, è íåäî-

ñòàòîê âñåõ ðåñóðñîâ áûë ðàâåí íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåñóðñ áåðåòñÿ èç ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ åñòü åãî èç-

ëèøêè è ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ íåäî-

ñòàòîê ýòîãî ðåñóðñà. È òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóììàðíûé íåäîñòàòîê

íåêîòîðîãî ðåñóðñà áîëüøå, ÷åì åãî ñóììàðíûå èçëèøêè, òî ðåñóðñ áåðåòñÿ

ñ ãëàâíîãî ñêëàäà â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ðàçíèöå ìåæäó ñóììàðíûì íåäî-

ñòàòêîì è ñóììàðíûìè èçëèøêàìè.

Äàííóþ çàäà÷ó óäîáíî ðåøàòü, èñïîëüçóÿ ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ, ïî-

ñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïóòè äëÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ

çàäàííûõ ðåñóðñîâ, ò.å. íàñ èíòåðåñóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí (ýëå-

ìåíòîâ êîìïàíèè), êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîñåòèòü, ÷òîáû ïåðåðàñïðåäåëèòü

ðåñóðñû.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðó äîðîæíîãî ñîîáùåíèÿ ýëåìåíòîâ êîìïàíèè

óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

Ïðèìåð 1.19.

Ïóñòü êîìïàíèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ è ãëàâíîãî ñêëàäà, è èñ-

ïîëüçóåò äâà ðåñóðñà. Íà ðèñ.1.24. ïðåäñòàâëåí ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé

äàííîé ñòðóêòóðå êîìïàíèè. Âîçëå êàæäîé âåðøèíû óêàçàíû âåëè÷èíû

èçáûòêîâ êàæäîãî èç äâóõ ðåñóðñîâ. Åñëè âåëè÷èíà îòðèöàòåëüíàÿ, òî èìå-

åòñÿ íåäîñòàòîê äàííîãî ðåñóðñà.
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Ðèñóíîê 1.24 � Ñòðóêòóðà êîìïàíèè èç òðåõ ýëåìåíòîâ (x1, x2, x3) è ãëàâíîãî ñêëàäà

(x0).

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå ïóòè (çàìåòèì, ÷òî ïóòè áó-

äóò ÿâëÿòüñÿ öèêëàìè, ïîñêîëüêó ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ íåêîòîðûõ âåðøèí

îáÿçàòåëüíî íóæíî âåðíóòüñÿ â âåðøèíó x0) íà ïîëó÷åííîì ãðàôå, ÷òî-

áû èõ ñóììàðíàÿ äëèíà áûëà ìèíèìàëüíîé èç âîçìîæíûõ è â ðåçóëüòàòå

ïåðåâîçêè ðåñóðñîâ, ñîãëàñíî ýòèì ïóòÿì, íåäîñòàòêè îáðàùàëèñü â íîëü.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ¾ðàçäåëèì¿ âåðøèíó x0 íà äâå: s

(èñòî÷íèê) è t (ñòîê) òàê, ÷òî â âåðøèíó s íå çàõîäèò íè îäíîé äóãè, à èç

âåðøèíû t íå âûõîäèò íè îäíîé äóãè.

Ãðàô, ïîëó÷åííûé èç ãðàôà íà ðèñ.1.24. ðàçäåëåíèåì âåðøèíû x0 ïî-

êàçàí íà ðèñ.1.25.

Ðèñóíîê 1.25 � Ñòðóêòóðà ñ ¾ðàçäåëåííûì¿ ãëàâíûì ñêëàäîì.
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Ïåðåéäåì îò ãðàôà ñ âåñàìè íà âåðøèíàõ ê ãðàôó ñ âåñàìè íà äóãàõ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñ êàæäîé äóãîé u ãðàôà G ñâÿæåì âåëè÷èíó

c(u) = (c1(u), c2(u), . . . , cm(u)) =

(b(y, t1)− a(y, t1), b(y, t2)− a(y, t2), . . . , b(y, tm)− a(y, tm)),

ãäå y = (p2 ◦ f)(u), ò.å. êîíöåâàÿ âåðøèíà äóãè u.

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè íå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ

öèêëîâ, à ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïóòåé èç âåðøèíû s â âåðøèíó t. Çàìå-

òèì, ÷òî òàêèõ ïóòåé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, â çàâèñèìîñòè îò ¾ãðóçîïîäú-

åìíîñòè¿ ìàøèí â ïàðêå è ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí äóã íà ãðàôå.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà ãðóçîïîäúåìíîñòè íå îãðàíè÷åíà

è, êðîìå ýòîãî, ðàñïðåäåëåíèå äëèí äóã íà ãðàôå òàêîâî, ÷òî îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî

ïóòè (â ñëåäóþùåì ïóíêòå áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

äëèí äóã íà ãðàôå, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïóòåé).

Ââåäåì óñëîâèå äîïóñòèìîñòè äëÿ ïóòè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Ñ êàæäûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì ïóòè µ([1, k]N) ñâÿæåì õàðàêòåðèñòè-

êó

χiµ(k) = max{0, χiµ(k − 1) + αi(µ(k))},

ãäå

αi(µ(k))} =



ci(µ(k)), åñëè [ci(µ(k)) > 0 è ïóòü µ åùå íå

ïðîõîäèë ÷åðåç âåøèíó (p2 ◦ f ◦ µ)(k)]

èëè [ci(µ(k)) < 0 è ïóòü µ óæå ïðîõîäèë

÷åðåç âåøèíó (p2 ◦ f ◦ µ)(k)], íî ïðè ýòîì

ïðîõîäå õàðàêòåðèñòèêà χi íå ìåíÿëàñü];

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Áóäåì ñ÷èòàòü ïóòü µ äîïóñòèìûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè õàðàê-

òåðèñòèêà χµ(|µ|) = (χ1
µ(|µ|), χ2

µ(|µ|), . . . , χmµ (|µ|)) ÿâëÿåòñÿ íîëü-âåêòîðîì.
Ïðè ýòîì, χiµ(0) = b(x0, ti) ∀ i ∈ [1;m]Z .
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ãðàô ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Íà

íåì áóäåì èñêàòü êðàò÷àéøèé äîïóñòèìûé ïóòü ðàñïðåäåëÿþùèé ðåñóðñû,

êîòîðûé ïðîõîäèò õîòÿ áû îäèí ðàç ïî êàæäîé âåðøèíå ãðàôà (ïîñêîëüêó,

ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñäåëàííîìó âûøå, ýòîò ïóòü äîëæåí áûòü îäèí).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ íà èñõîäíîì ãðàôå

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé

ãðàô áîëüøåãî ðàçìåðà, íî íà êîòîðîì âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Êðîìå ýòîãî, êàæäîìó ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå, íà÷èíàþùåìñÿ â

âåðøèíå s è çàêàí÷èâàþùåìñÿ â âåðøèíå t, ñîîòâåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü

íà èñõîäíîì ãðàôå.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′(X ′, U ′, f ′) :

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô áóäåì ñòðîèòü â m ýòàïîâ (äëÿ êàæäîãî ðå-

ñóðñà îòäåëüíîå ïîñòðîåíèå).

Ðàññìîòðèì i�é ýòàï ïîñòðîåíèÿ � ïðîìåæóòî÷íûé âñïîìîãàòåëüíûé

ãðàô G′i(X
′
i, U

′
i , f
′
i):

êàæäîé âåðøèíå x (6= s, t) ïðîìåæóòî÷íîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

G′i−1(X
′
i−1, U

′
i−1, f

′
i−1) íà ãðàôå G

′
i ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå 2n(αi + 1) âåðøèí

{x(k)
(l1,l2,...,ln)} (k = 1, . . . , αi, lp ∈ {0, 1} ∀ p ∈ [1;n]Z), ãäå αi =

∑
y∈X

a(y, qi).

Âåðøèíàì s è t ïðîìåæóòî÷íîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′i−1 íà ãðàôå

G′i ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïî îäíîé âåðøèíå s è t ñîîòâåòñòâåííî.

Äóãè ïåðåñòðàèâàåì ïî ïðàâèëó:

1. êàæäîé äóãå u (f ′i−1(u) = (z, y), y, z 6= s, t) ïðîìåæóòî÷íîãî âñïîìîãà-

òåëüíîãî ãðàôà G′i−1 íà ãðàôå G
′
i ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå (2n− 2)(αi −

|c(i)
i−1(u)|) äóã {u(k)

(l1,l2,...,ln)} òàêèõ, ÷òî

à) åñëè c
(i)
i−1(u) ≥ 0, òî

f ′i(u
(k)
(l1,l2,...,ln)) =

(
z

(k)
(l1,...,ln), y

(k+c
(i)
i−1(u))

(l1,...,lv−1,1,lv+1,...,ln)

)
,

ãäå k = 0, . . . , αi − c(i)
i−1(u), lp ∈ {0, 1} ∀ p ∈ [1;n]Z .
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á) åñëè c
(i)
i−1(u) < 0, òî

f ′i(u
(k)
(l1,...,ln)) =

(
z

(k)
(l1,...,ln), y

(k+c
(i)
i−1(u))

(l1,...,lv−1,1,lv+1,...,ln)

)
,

ãäå k = |c(i)
i−1(u)|, . . . , αi, lp ∈ {0, 1} ∀ p ∈ [1;n]Z .

Ïðè ýòîì, èíäåêñ v ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì âåðøèíû íà èñõîäíîì ãðàôå G,

äëÿ êîòîðîé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíà y.

2. äóãàì u ïðîìåæóòî÷íîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′i−1, èíöèäåíòíûì

ëèáî âåðøèíå s, ëèáî âåðøèíå t, íà ãðàôå G′i ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïî

îäíîé äóãå us èëè ut ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì,

à) åñëè f ′i−1(u) = (y, t), òî

fi(ut) =
(
y

(0)
(1,...,1), t

)
.

á) åñëè f ′i−1(u) = (s, y), òî

fi(us) =



(
s, y

(c
(i)
i−1(u))

(0,...,0,1,0,...,0)

)
, c

(i)
i−1(u) > 0;(

s, y
(c

(i)
i−1(u))

(0,...,0,1,0,...,0)

)
, c

(i)
i−1(u) = 0;(

s, y
(c

(i)
i−1(u))

(0,...,0)

)
, c

(i)
i−1(u) < 0.

,

åäèíèöû â ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêå ñòîÿò íà ïîçèöèÿõ ïîä íîìåðîì v,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì âåðøèíû íà èñõîäíîì ãðàôåG, äëÿ êîòîðîé

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíà y.

Ñ êàæäîé äóãîé u
(k)
(l1,l2,...,ln) ïðîìåæóòî÷íîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

G′i ñâÿæåì âåëè÷èíó

c(i)(u
(k)
(l1,l2,...,ln)) =

(
c

(i−1)
1 (u), . . . , c

(i−1)
i−1 (u), 0, c

(i−1)
i+1 (u), . . . , c(i−1)

m (u)
)
.

Òàêèì îáðàçîì, âçÿâ â êà÷åñòâå G′0 èñõîäíûé ãðàô G, â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ïðàâèë ïîëó÷èì ãðàô G′m, êîòîðûé è áóäåò âñïî-

ìîãàòåëüíûì ãðàôîì G′ äëÿ íàøåé çàäà÷è î ïåðåðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ.
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1.8.2 Óñëîâèå ðàçäåëåíèÿ

Ïóñòü äàí âçâåøåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô äëÿ çàäà÷è î ïåðåðàñ-

ïðåäåëåíèè m ðåñóðñîâ. Âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ çàäà÷è î ïåðåðàñïðåäå-

ëåíèè ðåñóðñîâ ïîêàçàíà íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå:

Ïðèìåð 1.20.

Íà ðèñ.1.26. ïðåäñòàâëåí ãðàô äëÿ çàäà÷è î ïåðåðàñïðåäåëåíèè äâóõ

ðåñóðñîâ.

Ðèñóíîê 1.26 � Ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å ñ âîçìîæíîñòüþ ðàçäåëåíèÿ.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî çàäà÷à ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå çàäà÷è � äëÿ êàæäîãî

ðåñóðñà â îòäåëüíîñòè. Ïðè ýòîì, îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è

ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïóòåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îòäåëüíûõ çàäà÷:

s → 3 → t äëèíû 2 è s → 1 → 2 → t äëèíû 24. Îáùàÿ äëèíà ïóòåé

ðåøåíèÿ ðàâíà 26.

Îäíàêî åñëè ìû èçìåíèì âåñà âñåãî îäíîé ïàðû äóã (ñîåäèíÿþùèõ

âåðøèíû 1 è 3), óìåíüøèâ èõ çíà÷åíèÿ íà äâå åäèíèöû, òî èñõîäíàÿ çàäà÷à

íå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ïóòü s → 3 → 1 → 2 →
1→ t, äëèíà êîòîðîãî (25 åäèíèö) ìåíüøå ñóììû äëèí ïóòåé s→ 3→ t è

s→ 1→ 2→ t, êîòîðàÿ ðàâíà 26 åäèíèö.

Îïðåäåëåíèå 1.29. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à î ïåðåðàñïðåäåëå-

íèè ðåñóðñîâ äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ, åñëè äëÿ ãðàôà èñõîä-

íîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäãðàôîâ òàêèõ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü
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ðåøåíèé çàäà÷è î ïåðåðàñïðåäåëåíèè íà êàæäîì ïîäãðàôå ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì èñõîäíîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà X ′ ìíîæåñòâà X\{s, t}, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∀ i ∈ [1;n]Z 0 ≤
∑
x∈X ′

b(x, qi)−
∑
x∈X ′

a(x, qi) ≥ 0.

Êàæäîå òàêîå ïîäìíîæåñòâî X ′ ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåð-

øèí íà òðè ïîäìíîæåñòâà: X = {s, t} ∪X ′ ∪X ′′, ãäå X ′′ = X\(X ′ ∪ {s, t}).
Òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæäàåò ðàç-

áèåíèå ìíîæåñòâà äóã íà ïÿòü ïîäìíîæåñòâ: U = U1 ∪ U2 ∪ U ′ ∪ U ′′ ∪ U12,

ãäå

U ′ = {u ∈ U |f(u) ∈ X ′ × X ′} � äóãè âíóòðè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè,

ïîñòðîåííîé íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà X ′,

U ′′ = {u ∈ U |f(u) ∈ X ′′ ×X ′′} � äóãè âíóòðè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè,

ïîñòðîåííîé íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà X ′′,

U12 = {u ∈ U |f(u) ∈ (X ′ × X ′′) ∪ (X ′′ × X ′)} � äóãè, ñîåäèíÿþùèå

òîëüêî âåðøèíû äâóõ ìíîæåñòâ X ′ è X ′′,

U1 = {u ∈ U |f(u) ∈ ({s} × X ′) ∪ (X ′ × {t})} � äóãè, ñîåäèíÿþùèå

âåðøèíû s è t, ñ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà X ′,

U2 = {u ∈ U |f(u) ∈ ({s} × X ′′) ∪ (X ′′ × {t})} � äóãè, ñîåäèíÿþùèå
âåðøèíû s è t, ñ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà X ′′.

Ïî ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâ âåðøèí è äóã èñõîäíîãî ãðàôà ìîæíî ïî-

ñòðîèòü äâà ïîäãðàôà G1

(
X ′ ∪ {s, t}, U1 ∪ U ′, f

∣∣
U1∪U ′

)
è G2 (X ′′ ∪ {s, t},

U2 ∪ U ′′, f
∣∣
U2∪U ′′

)
, äëÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïåðåðàñ-

ïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ. Îñòàëîñü îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå

èñõîäíîé çàäà÷è íà ãðàôå G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñîâîêóïíîñòè

ðåøåíèé çàäà÷ íà ïîäãðàôàõ G1 è G2.

Ïóñòü A ∈ U � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà äóã. Îáîçíà÷èì

÷åðåç p(A) =

∑
u∈A

P (u)

|A|
� ñðåäíÿÿ äëèíà äóãè âî ìíîæåñòâå A, à ÷åðåç

pmin(A) = min
u∈A
{p(u)} � ìèíèìàëüíàÿ äëèíà äóãè âî ìíîæåñòâå A.
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Îöåíèì ñóììó ñðåäíèõ äëèí ïóòåé íà ïîäãðàôàõ G1 è G2:

p(G1) = 2p(U1) + p(U ′)A,

p(G2) = 2p(U2) + p(U ′′)B,

ãäåA èB � íåèçâåñòíûå, ðàâíûå êîëè÷åñòâó äóã â ïóòÿõ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ

ïðîõîäÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî ïî ïîäìíîæåñòâàì U ′ è U ′′.

Îöåíèì ñðåäíþþ äëèíó ïóòè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ íà èñõîäíîì ãðàôå

G:

p(G) = p(U1) + p(U ′)A+ p(U12) + p(U2) + p(U ′′)B.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à î ïåðåðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ äîïóñêàëà âîç-

ìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ íà íåñêîëüêî çàäà÷ ìåíüøåãî ðàçìåðà íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ:

p(G1) + p(G2) ≤ p(G),

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ, íàéäåííûå äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè

2p(U1) + p(U ′)A+ 2p(U2) + p(U ′′)B ≤
≤ p(U1) + p(U ′)A+ p(U12) + p(U2) + p(U ′′)B

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå

p(U1) + p(U2) ≤ p(U12).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè óñëîâèå äëÿ ðàçäåëåíèÿ çàäà÷è î ïåðåðàñ-

ïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ.

Êàæäóþ èç ïîëó÷èâøèõñÿ çàäà÷ ïðîâåðÿåì íà ðàçäåëèìîñòü è, â êî-

íå÷íîì èòîãå, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à î ïåðåðàñ-

ïðåäåëåíèè èìååò ðåøåíèåì òîëüêî îäèí ïóòü, íàõîæäåíèå êîòîðîãî îïè-

ñàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ ïóòåé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

èñõîäíîé çàäà÷è.
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Ãëàâà 2

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è íåñòàíäàðòíàÿ äîñòè-
æèìîñòü

2.1 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà

Ìíîãèå ðåàëüíûå ñèñòåìû ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü, âûäåëÿÿ ðàçëè÷-

íûå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ îíè ìîãóò íàõîäèòüñÿ, è çàäàâàÿ èõ ðåàêöèè íà

ïîñòóïëåíèå ïðîèçâîëüíûõ âõîäíûõ âîçäåéñòâèé ïðè íàõîæäåíèè ñèñòåì â

ëþáîì çàäàííîì ñîñòîÿíèè. Êàê ïðàâèëî, ðåàêöèÿ ñèñòåìû ïðîÿâëÿåòñÿ â

ôîðìå ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå è ôîðìèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî âûõîäíîãî ñèãíàëà. Ôîðìàëèçàöèÿ äàííîé èäåè ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìàøèíû ([3], [46]).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìàøèíà - åñòü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êî-

òîðàÿ ñîñòîèò èç:

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S = s1, ..., sn ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ñîñòîÿ-

íèÿìè;

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X = x1, ..., xn ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ âõîäà-

ìè;

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Y = y1, ..., yn ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ âûõîäà-

ìè;

ôóíêöèè ïåðåõîäà T ′, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò S ×X íà S;

ôóíêöèè âûõîäà Ω, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò S × Y íà S.

Åñëè s ∈ S è x ∈ X, òî s′ = T ′(s, x) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñëåäóþùåå

ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïîïàäàåò ìàøèíà èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ s ïðè âîçäåé-

ñòâèè âõîäíîãî ñèãíàëà x. Àíàëîãè÷íî, y = Ω(s, x) åñòü âûõîäíîé ñèãíàë

ìàøèíû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè s ïðè âîçäåéñòâèè âõîäíîãî ñèãíàëà x.

Ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âõîäíûì è âûõîäíûì àë-

ôàâèòîì.

Ìàøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó îïðåäåëåíèþ, ìîæíî êëàññèôè-
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öèðîâàòü ïî íåñêîëüêèì ïðèçíàêàì. Âî-ïåðâûõ, îíè ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíè-

ðîâàííûìè, òàê êàê èõ âûõîäíîé ñèãíàë è ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ âõîäíûì ñèãíàëîì è òåêóùèì ñîñòîÿíèåì. Äàëåå, òàêèå ìà-

øèíû ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè, òàê êàê ïåðåõîäû îñóùåñòâëÿþòñÿ â

äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, t3, à íå íåïðåðûâíî. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîë-

íûìè, ò.å. êàæäàÿ êîìáèíàöèÿ ñîñòîÿíèÿ è âõîäíîãî ñèãíàëà èìååò ñìûñë

è äàåò èçâåñòíûé âûõîäíîé ñèãíàë è íîâîå ñîñòîÿíèå. Îíè íå èìåþò ïàìÿ-

òè â òîì ñìûñëå, ÷òî òåêóùèé âûõîä è ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå íå çàâèñÿò îò

ïðîøëûõ âõîäîâ, ñîñòîÿíèé è âûõîäîâ. Íàêîíåö, îíè ñòàöèîíàðíû â òîì

ñìûñëå, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ T ′ è ôóíêöèÿ âûõîäà Ω íå çàâèñÿò îò ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Èíîãäà ìàøèíó óäîáíî èçîáðàæàòü îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì, âåðøè-

íû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì, à äóãè õàðàêòåðèçóþò X, Y , T ′ è

Ω.

Èäåÿ Ìàðêîâñêîé öåïè â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì

àíàëîãîì àáñòðàêòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ([46], [96]).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íàáîð ξ = {ξ(t)|t ∈ T} ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ(t),

îïðåäåëåííûõ íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, S, T ),

íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé. Åñëè ïàðàìåòð t èãðàåò ðîëü âðåìåíè,

ò.å. T ⊂ R, òî òàêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íàçûâàþò ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-

ñîì.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïðîöåññ ξ = {ξ(t)|t ∈ T} ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî

T íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, íàçûâàþò ïðîöåññîì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Êàê

ïðàâèëî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî T ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì öåëûõ

÷èñåë èëè ÷àñòüþ ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðåäñòàâ-

ëÿþùóþ ñîáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξn ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèÿ èç ìíîæåñòâà E = {0, 1, 2, ...}, è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä
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çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn}: ðàñïðåäå-
ëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn ìîæåò çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ïðè-

íèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξn−1, è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ

ïðåäøåñòâóþùèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì íàñòîÿùåì, áóäóùåå íå çàâèñèò îò ïðîøëîãî.

Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

P{ξn+1 = in+1|ξn = in, ..., ξ1 = i1} = P{ξn+1 = in+1|ξn = in} (2.1)

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ( 2.1) íàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì âðå-

ìåíåì. Òàêàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé (îòíîñèòåëüíî âðåìåíè), åñëè

∀i, j ∈ E âåðîÿòíîñòü P{ξn+1 = j|ξn = i} = pij íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Ýâîëþöèÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà {ξn} îïðåäåëÿåòñÿ:
à) íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1, ò.å. íàáîðîì

÷èñåë,

á) ìàòðèöåé {pi,j} ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà îäèí øàã.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé (ôàçîâûì

ïðîñòðàíñòâîì) öåïè, à âåðîÿòíîñòü - âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ

i ∈ E â ñîñòîÿíèå j ∈ E çà n øàãîâ. Â ÷àñòíîñòè, p′ij = pij. Èç (2.1) ñëåäóåò,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

pn+m
ij =

∑
pnikp

m
kj (2.2)

íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà.

Çàìå÷àíèå 2.1. Â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà E áåðåòñÿ ìè-

íèìàëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i ∈ E
ñóùåñòâóþò j ∈ E è ¾âðåìÿ¿ n ≥ 1 òàêèå, ÷òî pij > 0 (èíà÷å ýòî

îçíà÷àëî áû, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå j, â êîòîðîå íåëüçÿ ïåðåéòè çà

ëþáîå âðåìÿ n, ñòàðòóÿ èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ i).

Èäåÿ îäíîðîäíîé Ìàðêîâñêîé öåïè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì â íåêîòî-
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ðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì àíàëîãîì àáñòðàêòíûõ äåòåðìèíèðî-

âàííûõ ìàøèí. Çäåñü ñíîâà èìååì ñèñòåìó, êîòîðàÿ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî

ñîñòîÿíèé è èçìåíÿåò ñîñòîÿíèÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Îäíà-

êî ïðè ýòîì ïåðåõîäû íå çàâèñÿò îò óïðàâëÿåìûõ âõîäîâ, à îïðåäåëÿþòñÿ

ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé. Âûõîäíûå ïåðåìåííûå â äàííîì ñëó÷àå îò-

ñóòñòâóþò.

Öåïü Ìàðêîâà ôîðìàëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñèñòåìó, êîòîðàÿ

ñîñòîèò èç:

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S = {s1, ..., sn} ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ñîñòîÿ-
íèÿìè; n×n - ìàòðèöû ïåðåõîäîâ P = {pij}, ãäå pij - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â ñëåäóþùèé ìîìåíò íàáëþäåíèÿ ñèñòåìà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè sj

ïðè óñëîâèè, ÷òî â òåêóùèé ìîìåíò îíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè si.

Êîíå÷íî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå:

n∑
j=1

pij = 1, i = 1, n (2.3)

Öåïè Ìàðêîâà ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Âåðøèíû ãðà-

ôà ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì öåïè. Êàæäîé äóãå èç si â sj ïîñòàâëåíî â

ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî pij â ñëó÷àå pij > 0 (ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà âîçìîæåí îä-

íîøàãîâûé ïåðåõîä èç si â sj). Äàëåå ïîä öåïüþ Ìàðêîâà áóäåì ïîíèìàòü

ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîé öåïè Ìàðêîâà.

Öåïü Ìàðêîâà ñ ïÿòüþ ñîñòîÿíèÿìè ïîêàçàíà íà ðèñ.2.1. Åñëè òåêó-

ùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû s2, òî îíà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå s3, s5 èëè îñòàåòñÿ

â s2 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0,2, 0,3 è 0,5 ñîîòâåòñòâåííî. Äðóãèå äóãè èíòåðïðå-

òèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðèñóíîê 2.1 � Ïðèìåð öåïè Ìàðêîâà ñ ïÿòüþ ñîñòîÿíèÿìè.
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2.2 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ ìàãíèòíûìè
äîñòèæèìîñòÿìè

2.2.1 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ ìàãíèòíî-íàêîïè-

òåëüíîé äîñòèæèìîñòüþ

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì

ãðàôà G ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k òàêîé, ÷òî ïðè

ïðîõîæäåíèè ïî äóãå ìíîæåñòâà UM ÷àñòèöà óâåëè÷èâàåò ñâîé óðîâåíü

(âåëè÷èíó) ìàãíèòíîñòè è ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷å-

íèÿ óðîâåíü ìàãíèòíîñòè ÷àñòèöû áîëüøå íå óâåëè÷èâàåòñÿ, íî ñëåäóþùèé

ïåðåõîä ÷àñòèöà, â ñëó÷àå, åñëè åñòü âûõîäÿùèå äóãè ìíîæåñòâà UM , äå-

ëàåò òîëüêî ïî äóãå ìíîæåñòâà UM . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óâåëè÷åíèå óðîâíÿ

ìàãíèòíîñòè ÷àñòèöû ïðîèñõîäèò îäèíàêîâûìè ïîðöèÿìè, ðàâíûìè
1

k
, à

ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äëÿ óðîâíÿ ìàãíèòíîñòè ðàâíî åäèíèöå. Êðîìå òîãî,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷åì áîëüøå âåëè÷èíà íàêîïëåííîé ìàãíèòíîñòè ÷àñòè-

öû, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ïî äóãàì ìíîæåñòâà UM

è ìåíüøå âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ïî äóãàì ìíîæåñòâà UH .

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ãðàôå G òîëüêî ïî ìàãíèòíî-

íàêîïèòåëüíûì ïóòÿì ïîðÿäêà k.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ïîñêîëüêó èç-çà

óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè, ñëåäóþùèé ïåðåõîä îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî âåðîÿò-

íîñòÿìè ïåðåõîäà ïî äóãàì, íî è íåêîòîðîé ïàìÿòüþ î ïðîäåëàííîì ÷à-

ñòèöåé ïóòè. Áîëåå òîãî, ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òàêîâ, ÷òî

âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ èç íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè

îò óðîâíÿ ìàãíèòíîñòè ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â äàííîì ñîñòîÿíèè.

Ïðèìåð 2.1.

Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà

k = 2 íà ðèñ.2.2, äóãè {u1, u2, u3, u4} òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) =

(2, 3), f(u3) = (1, 4), f(u4) = (3, 1).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì ðàâíû P (u1) = 0, 8,

P (u2) = 1, P (u3) = 0, 2 è P (u4) = 1.



�85�

Òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî UM = {u2, u3, u4} è UH = {u1}.

Ðèñóíîê 2.2 � Ãðàô G ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà 2.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ = {u1, u2, u4} (â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí:
1→ 2→ 3→ 1) è ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1 â íà÷àëå

è êîíöå ïóòè. Â íà÷àëå ïóòè (ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ìàãíèòíîñòè ðàâíà íóëþ)

âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ èç âåðøèíû 1 ðàâíû: P (u1) = 0, 8 è P (u3) = 0, 2.

Â êîíöå ïóòè âåëè÷èíà ìàãíèòíîñòè ðàâíà k = 2 è, çíà÷èò, ñëåäóþùèé

ïåðåõîä èç âåðøèíû 1 ïî äóãå u1 íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó äóãà u1 ∈ UH .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ïî äóãå u1 ðàâíà

íóëþ è, ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ïî äóãå u3(∈
UM) ðàâíà åäèíèöå.

Ïðèìåíèì ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äîñòèæèìî-

ñòè íà ãðàôàõ ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè (1.2) ñ íåêîòîðûì

äîïîëíåíèåì, êàñàþùåìñÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî äóãàì {u(i)} âñïîìî-
ãàòåëüíîãî ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèì äóãå u èñõîäíîãî ãðàôà G:

à) Åñëè u ∈ UM (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëàãàåì f(u) = (x, y)), òî âåðî-

ÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã {u(0), . . . , u(k)} îïðåäåëÿåì ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó:

P (u(k)) =
P (u)∑

v∈[x]+∩UM

P (v)
,

P (u(i)) =


P (u), [x]+ ∩ UH = ∅;

g(i) · P (u)∑
v∈[x]+∩UM

P (v)
, [x]+ ∩ UH 6= ∅. , ∀ i ∈ [0; k − 1]Z .

Á). Åñëè u ∈ UH(äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëàãàåì f(u) = (x, y)), òî âåðî-

ÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã {u(0), . . . , u(k−1)} îïðåäåëÿåì ïî ñëåäóþùåìó
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ïðàâèëó:

P (u(i)) =


P (u), [x]+ ∩ UM = ∅;

h(i) · P (u)∑
v∈[x]+∩UH

P (v)
, [x]+ ∩ UM 6= ∅. , ∀ i ∈ [0; k − 1]Z ,

è åñëè [x]+ ∩ UM 6= ∅, òî P (u(k)) = P (u). Ïðè ýòîì, âåëè÷èíû g(i) è

h(i) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(i) =
i

k
·
∑

v∈[x]+∩UH

P (v) +
∑

v∈[x]+∩UM

P (v),

h(i) = (1− i

k
) ·

∑
v∈[x]+∩UH

P (v).

Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ çàâèñåë îò äâóõ ïàðàìåò-

ðîâ: ïåðâûé � ýòî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ÷àñòèöû èç êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ,

âòîðîé � ýòî âåëè÷èíà íàêîïëåííîé ìàãíèòíîñòè ÷àñòèöû.

Ïîñêîëüêó îò âåëè÷èíû íàêîïëåííîé ìàãíèòíîñòè çàâèñèò âåðîÿò-

íîñòü ïåðåõîäà ïî êàæäîé äóãå, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ

íà ãðàôå ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì

ïðîöåññîì (îäíîðîäíûì). Ïðè ýòîì, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî ïàðàìåòðà (âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ ïî

äóãàì), íî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ñîñòîÿíèé.

Òåîðåìà 2.1. Ïîñëå òàêîãî ïåðåñòðîåíèÿ ïðîöåññ íà âñïîìîãàòåëü-

íîì ãðàôå G′ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

PM(G, x, y, t) =
k∑
j=0

P (G′, x(0), y(j), t),

ãäå PM(G, x, y, t) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû x â âåðøèíó y çà t

øàãîâ íà ãðàôå G ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè, P (G′, x(0), y(j), t)

� âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû x(0) â âåðøèíó y(j) çà t øàãîâ íà

âcïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 è ïðàâèë îïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.
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Çàìå÷àíèå 2.2. Âñå ðàññóæäåíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ñëó÷àéíîì

áëóæäàíèè áûëè ïðîâåäåíû äëÿ óñëîâèÿ íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè. Äëÿ

äðóãèõ óñëîâèé ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ðåøåíèå çàäà÷è î ñëó÷àéíîì

áëóæäàíèè àíàëîãè÷íî.

2.2.2 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà îðãðàôàõ ñ íàêîïëåíèåì äâóõ

òèïîâ ìàãíèòíîñòè ðàçíîé ïîëÿðíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà âèäà ìàãíèòíîñòè: ïî-

ëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ, ò.å. ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî äóã ãðàôà

G(X,U, f) ðàçáèòî íà òðè ïîäìíîæåñòâà: U = U+ ∪U− ∪UH , U+ ∩U− = ∅,
U+ ∩ UH = ∅ è U+ ∩ UH = ∅.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì òà-

êîãî ãðàôà. Ïðè ýòîì, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíà ìàãíèòíîñòè λ̃ ÷à-

ñòèöû ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [−1; 1]. Ïðîõîæäåíèå ïî ëþáîé äóãå

ìíîæåñòâà U+ óâåëè÷èâàåò âåëè÷èíó λ̃ íà çíà÷åíèå
1

k
, íî ìàêñèìóìîì óâå-

ëè÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå 1. Ïðîõîæäåíèå ïî ëþáîé äóãå U− óìåíüøàåò

âåëè÷èíó λ̃ íà çíà÷åíèå
1

k
, íî ìèíèìóìîì óìåíüøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷å-

íèå −1. Ïðîõîæäåíèå ïî ëþáîé äóãå ìíîæåñòâà UH íå ìåíÿåò âåëè÷èíó λ̃.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷àñòèöà ïåðåìåøàåòñÿ âäîëü íåêîòîðîãî ïóòè µ, òî

ôîðìàëüíî èçìåíåíèå âåëè÷èíû λ̃ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ̃(i) =


λ̃(i− 1) + 1

k , µ(i) ∈ U+;

λ̃(i− 1), µ(i) ∈ UH ;

λ̃(i− 1) + 1
k , µ(i) ∈ U−.

∀ i ∈ [1; |µ|]Z . (2.4)

Ïîëîæèì â (2.4) íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû λ̃ äëÿ ëþáîãî ïóòè ïåðåìå-

ùåíèÿ ÷àñòèöû ðàâíûì λ̃(0) = 0.

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå λ̃, òåì áîëüøå âåðîÿò-

íîñòü ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ïî äóãàì ìíîæåñòâà U− è ìåíüøå âåðîÿòíîñòè

ïåðåõîäà ïî äóãàì ìíîæåñòâà U+; è íàîáîðîò, ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå λ̃, òåì

áîëüøå âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ïî äóãàì ìíîæåñòâà U− è ìåíüøå

âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì ìíîæåñòâà U+. Òàêæå ÷åì áîëüøå àáñîëþò-

íàÿ âåëè÷èíà ìàãíèòíîñòè |λ̃|, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì

ìíîæåñòâà UH . Êðîìå òîãî,
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1. åñëè λ̃(i) = 1 è åñòü âîçìîæíîñòü â ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ïî äó-

ãå ìíîæåñòâà U−, òî ñëåäóþùèé ïåðåõîä ÷àñòèöà äåëàåò òîëüêî ïî äóãå

ìíîæåñòâà U−;

2. åñëè λ̃(i) = −1 è åñòü âîçìîæíîñòü â ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ïî äó-

ãå ìíîæåñòâà U+, òî ñëåäóþùèé ïåðåõîä ÷àñòèöà äåëàåò òîëüêî ïî äóãå

ìíîæåñòâà U+;

Äàííûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáîáùåíèåì çàäà÷è î ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèÿõ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì ãðàôà ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ ñ

âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà (k, k).

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ïîñêîëü-

êó èç-çà óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè ñëåäóþùèé ïåðåõîä îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî

âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà ïî äóãàì, íî è íåêîòîðîé ïàìÿòüþ î ïðîäåëàí-

íîì ÷àñòèöåé ïóòè. Ïðè ïîñòàâëåííîì óñëîâèè ìàãíèòíîñòè âåðîÿòíîñòü

ïåðåõîäà èç íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ìàãíèòíîñòè

÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â äàííîì ñîñòîÿíèè.

Äëÿ ñâåäåíèÿ åãî ê ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó ïðåäëàãàåì òîò æå ïîäõîä.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå 2k+ 1

âåðøèíà {x(−k), . . . , x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãàì èñõîäíîãî

ãðàôà G ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ ïî ñëå-

äóþùåìó ïðàâèëó:

1. êàæäîé äóãå u∩U+ (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)) íà

G′ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

à) 2k äóã {u(−k), . . . , u(k−1)} òàêèõ, ÷òî f ′(u(j)) = (x(j), y(j+1)) ∀ j ∈
[−k; k − 1]Z .

á) åñëè [x]+∩(UH∪U−) = ∅, òî ê ïîñòðîåííîìó ìíîæåñòâó {u(−k), . . . ,

u(k−1)} äîáàâëÿåòñÿ åù¼ îäíà äóãà u(k) òàêàÿ, ÷òî f ′(u(k)) = (x(k), y(k)).

2. êàæäîé äóãå u ∈ U− (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y))

íà ãðàôå G′ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

à) 2k äóã {u(−k+1), . . . , u(k)} íà ãðàôå G′ òàêèõ, ÷òî

f ′(u(j)) = (x(j), y(j−1)) ∀ j ∈ [−k + 1; k]Z .
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á) åñëè [x]+(x) ∩ (UH ∪ U+) = ∅, òî ê ïîñòðîåííîìó ìíîæåñòâó

{u(−k+1), . . . , u(k)} äîáàâëÿåòñÿ åù¼ îäíà äóãà u(−k) òàêàÿ, ÷òî f ′(u(−k)) =

(x(−k), y(−k)).

3. êàæäîé äóãå u ∈ UH (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y))

íà ãðàôå G′ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

à) 2k − 1 äóãà {u(−k+1), . . . , u(k−1)} íà ãðàôå G′ òàêàÿ, ÷òî

f ′(u(j)) = (x(j), y(j)) ∀ j ∈ [−k + 1; k − 1]Z .

á) åñëè [x]+ ∩ U+ = ∅, òî ê ïîñòðîåííîìó ìíîæåñòâó {u(−k+1), . . . ,

u(k−1)} äîáàâëÿåòñÿ åù¼ îäíà äóãà u(−k), f ′(u(−k)) = (x(−k), y(−k)).

â) åñëè [x]+ ∩ U− = ∅, òî ê ïîñòðîåííîìó â ïóíêòå 3.á ìíîæåñòâó

äîáàâëÿåòñÿ åù¼ îäíà äóãà u(k) òàêàÿ, ÷òî f ′(u(k)) = (x(k), y(k)).

Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. äëÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãå u ∈ U+

(ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x = (p1 ◦ f)(u)):

à) åñëè [x]+ ∩ (UH ∪ U−) 6= ∅, òî

P (u(j)) =

1− 2 ·
∑

v∈[x]+∩U+

P (v)

2 · k2
· j2 − j

2k
+

∑
v∈[x]+∩U+

P (v)

×
× P (u)∑

v∈[x]+∩U+

P (v)
, ∀ j ∈ [−k; k − 1]Z ;

á) åñëè [x]+ ∩ (UH ∪ U−) = ∅, òî

P (u(j)) = P (u), ∀ j ∈ [−k; k]Z .

2. äëÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãå u ∈ U−

(ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x = (p1 ◦ f)(u)):
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à) åñëè [x]+ ∩ (UH ∪ U+) 6= ∅, òî

P (u(j)) =

1− 2 ·
∑

v∈[x]+∩U−
P (v)

2 · k2
· j2 +

j

2 k
+

∑
v∈[x]+∩U−

P (v)

×
× P (u)∑

v∈[x]+)∩U−

P (v)
, ∀ j ∈ [−k + 1; k]Z ;

á) åñëè [x]+ ∩ (UH ∪ U+) = ∅, òî

P (u(j)) = P (u), ∀ j ∈ [−k; k]Z .

3. äëÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãå u ∈ UH

(ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x = (p1 ◦ f)(u)):

à) åñëè [x]+ ∩ U+ = ∅ è [x]+ ∩ U− = ∅, òî

P (u(j)) = P (u), ∀ j ∈ [−k; k]Z ;

á) åñëè [x]+ ∩ U+ 6= ∅ è [x]+ ∩ U− = ∅, òî

P (u(j)) =

1− 2 ·
∑

v∈[x]+∩UH
P (v)

2 · k2
· j2 − j

2 k
+

∑
v∈[x]+∩UH

P (v)

×
× P (u)∑

v∈[x]+∩UH

P (v)
, ∀ j ∈ [−k + 1; k]Z ;

â) åñëè [x]+ ∩ U+ = ∅ è [x]+ ∩ U− 6= ∅, òî

P (u(j)) =

1− 2 ·
∑

v∈[x]+∩UH
P (v)

2 · k2
· j2 +

j

2 k
+

∑
v∈[x]+∩UH

P (v)

×
× P (u)∑

v∈[x]+∩UH

P (v)
, ∀ j ∈ [−k; k + 1]Z ;

ã) åñëè [x]+ ∩ U+ 6= ∅ è [x]+ ∩ U− 6= ∅, òî

P (u(j)) =

(
1− j2

2 · k2

)
· P (u), ∀ j ∈ [−k + 1; k − 1]Z .
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2.3 Òóííåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü òâåðäîêðèñòàëëè÷å-
ñêîé ðåøåòêè

Ïóñòü íåêîòîðàÿ êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåø¼òêà áîìáàðäèðóåòñÿ ÷àñòèöà-

ìè. Âñëåäñòâèå òàêîé áîìáàðäèðîâêè âîçíèêàþò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÷à-

ñòèö ìåæäó óçëàìè ðåø¼òêè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè

ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ñêâîçü ðåøåòêó.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè âíóòðè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ÷àñòè-

öà ñ êàæäûì ïåðåõîäîì òåðÿåò íåêîòîðóþ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé òîëùèíå ïëàñòèíêè ¾çàñòðåâàåò¿ âíóòðè íå¼. Äëÿ

óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ÷àñòü V (g) ñòðóêòóðû êðèñòàëëè÷å-

ñêîé ðåøåòêè ïîâòîðÿåòñÿ ñ íåêîòîðûì ïåðèîäîì. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîöåññ

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ìåæäó óçëàìè ðåø¼òêè ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü íà íåêîòîðîì öèëèíäðå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî áåñêîíå÷íûõ

ãðàôîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãðàôG íà ðèñ.2.3, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòî-

ðîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ãðàô

G ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k = 2,

ïðè ýòîì, íà ðèñ.2.3 òîíêèå ëèíèè � ýòî äóãè ìíîæåñòâà UH , îñòàëüíûå �

äóãè ìíîæåñòâà UM .

Ðèñóíîê 2.3 � Ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàô G óñëîâíî ðàçáèò íà äâå ÷àñòè: ìàãíèòíî-íàêîïè-
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òåëüíûé (ÌÍ) ñëîé, â êîòîðîì ïðåîáëàäàþò äóãè ìíîæåñòâà UM , è òóí-

íåëüíûé (Ò) ñëîé, â êîòîðîì äóãè ìíîæåñòâà UM ðàñïîëîæåíû òîëüêî òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû îáðàçîâûâàòü êðàò÷àéøèå ïóòè (òóííåëè) îò ïåðâîãî

óðîâíÿ Ò-ñëîÿ (ðàñïîëîæåí âíóòðè ðåø¼òêè) äî ïîñëåäíåãî óðîâíÿ Ò-ñëîÿ

(âåðõíèé óðîâåíü ðåø¼òêè). Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî óðîâíåé

ÌÍ-ñëîÿ íå ìåíüøå ÷åì ïîðÿäîê ìàãíèòíîñòè k.

Ïîëàãàÿ ïåðåõîäû ïî âñåì äóãàì ãðàôà G ðàâíîâåðîÿòíûìè, íàéä¼ì

ïðîöåíòíîå ñîîòíîøåíèå ÷àñòèö ïðîøåäøèõ ðåø¼òêó íàñêâîçü ïðè óñëîâèè

íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè è áåç îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü. Ïîñëåäíåå

îçíà÷àåò, ÷òî íàì íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòè äâèæåíèÿ ïî ïóòÿì, ñîäåðæà-

ùèì íå áîëåå çàäàííîãî ÷èñëà äóã, íà÷àëüíûå âåðøèíû êîòîðûõ ïðèíàä-

ëåæàò íèæíåìó óðîâíþ ðåø¼òêè (ïåðâîìó óðîâíþ ÌÍ-ñëîÿ), à êîíå÷íûå

âåðøèíû � âåðõíåìó óðîâíþ ðåø¼òêè (ïîñëåäíåìó óðîâíþ Ò-ñëîÿ).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàôà G ïðè ìàêñèìàëüíîì êîëè÷åñòâå äóã

ïóòè ðàâíîì òðåì âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0, 039525 � áåç îãðàíè÷åíèé íà äî-

ñòèæèìîñòü è 0, 095149 � ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà

k = 2. Ïðè ìàêñèìàëüíîì êîëè÷åñòâå äóã ïóòè ðàâíîì äåñÿòè âåðîÿòíîñòü

ðàâíà 0, 178480 � áåç îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü è 0, 424959 � ïðè

óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k = 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåä¼ííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ãðà-

ôà G ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäàíèåì ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà äóã ãðàôà íà ìàãíèò-

íîå è íåìàãíèòíîå ïîäìíîæåñòâà, ìîæíî êàê óâåëè÷èâàòü, òàê è óìåíüøàòü

èòîãîâóþ âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ñêâîçü ðåø¼òêó. Òàêèå ðåø¼ò-

êè ìû íàçûâàåì ñîîòâåòñòâåííî ¾óñêîðÿþùèìè¿ è ¾çàìåäëÿþùèìè¿.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óñêîðÿþùèõ ðåø¼òîê âñå âõîäÿùèå â íà÷àëüíûå

âåðøèíû òóííåëåé äóãè ÿâëÿþòñÿ äóãàìè ìíîæåñòâà UM .

Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ñèòóàöèþ, ÷òî ðåø¼òêà ñòàíåò

¾àáñîëþòíî íåïðîïóñêàþùåé¿, êîãäà âñå ÷àñòèöû â íåé çàñòðåâàþò. Òàêàÿ

ñèòóàöèÿ âîçìîæíà â ñëó÷àå, åñëè íåò íè îäíîãî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíîãî

ïóòè îò ïåðâîãî óðîâíÿ ÌÍ-ñëîÿ äî ïåðâîãî óðîâíÿ Ò-ñëîÿ. Ýòà ñèòóàöèÿ

ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â íà÷àëüíûå âåðøèíû òóííå-

ëåé íå âõîäèò íè îäíîé ìàãíèòíîé äóãè.
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2.4 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ ìåõàíè÷åñêîé
äîñòèæèìîñòüþ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì ãðà-

ôà ñ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòüþ òàêîé, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè ïî äóãå

ìíîæåñòâà U− ÷àñòèöà óâåëè÷èâàåò ñâîé óðîâåíü (âåëè÷èíó) ¾ýíåðãèè¿,

ðàâíóþ ìîäóëþ âåëè÷èíû íàêëîíà äóãè u. ×àñòèöà ïîëó÷àåò ïðàâî ïðî-

õîäèòü ïî íåêîòîðîé äóãå ìíîæåñòâà U+ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íàêîï-

ëåííàÿ âåëè÷íà ýíåðãèè áîëüøå ÷åì âåëè÷èíà íàêëîíà äàííîé äóãè. Ïðè

ïðîõîæäåíèè ïî äóãå u ∈ U+ ÷àñòèöà òåðÿåò ýíåðãèþ ðàâíóþ âåëè÷èíå

íàêëîíà äóãè u. Ïðè ýòîì, åñëè ÷àñòèöà ñäåëàëà ïîñëåäíèé ïåðåõîä ïî äó-

ãå ìíîæåñòâà U+, òî ñëåäóþùèé ïåðåõîä îíà îáÿçàíà ñäåëàòü òîëüêî ïî

äóãå ìíîæåñòâà U+. Îäíàêî, â òåõ ñëó÷àÿõ, åñëè èç êîíöåâîé âåðøèíû ïî-

ñëåäíåé ïðîéäåííîé äóãè u íå âûõîäÿò äóãè ìíîæåñòâà U+ èëè ýíåðãèÿ

÷àñòèöû ìåíüøå âåëè÷èí íàêëîíà êàæäîé äóãè ìíîæåñòâà U+, âûõîäÿùèõ

èç êîíöåâîé âåðøèíû äóãè u, òî ÷àñòèöà ïîëó÷àåò ïðàâî ñäåëàòü ñëåäóþ-

ùèé ïåðåõîä ïî äóãå ìíîæåñòâà U−∪UH . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ òîëüêî ïî âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ïîñêîëüêó

èç-çà óñëîâèÿ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòè, ñëåäóþùèé ïåðåõîä îïðåäåëÿ-

åòñÿ íå òîëüêî âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà ïî äóãàì, íî è íåêîòîðîé ïàìÿòüþ

î ïðîäåëàííîì ÷àñòèöåé ïóòè.

Ïðèìåð 2.2.

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ óñëîâèåì ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòè íà ðèñ.2.4,

äóãè {u0, . . . , u4} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî f(u0) = (0, 1), f(u1) = (1, 2), f(u2) =

(2, 3), f(u3) = (1, 4), f(u4) = (3, 1).

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì çàäà¼ì ñëåäóþùèì îáðàçîì: P (u0) =

1, P (u1) = 0, 8, P (u2) = 1, P (u3) = 0, 2 è P (u4) = 1.

Ïîëàãàåì U− = {u0, u1}, UH = {u2} è U+ = {u3, u4}. Ïðè ýòîì, ñ÷è-

òàåì, ÷òî íàêëîíû äóã çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: g(u0) = −4, g(u1) = 1,

g(u2) = 0, g(u3) = −3 è g(u4) = 1.
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Ðèñóíîê 2.4 � Ãðàô ñ óñëîâèåì ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòè.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ = {u0, u1, u2, u4} (â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåð-
øèí - 0 → 1 → 2 → 3 → 1) è íàéä¼ì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1

â íà÷àëå è êîíöå ïóòè. Â íà÷àëå ïóòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1

ðàâíû: P (u1) = 1 è P (u3) = 0, ïîñêîëüêó ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ äóãè u0 ∈ U−,
äóãà u3 ∈ U− íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.7). Â êîíöå ïóòè µ ïåðåõîä èç

âåðøèíû 1 ïî äóãå u1 íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó òåïåðü îíà íå óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèþ (1.7), ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî íåé (â äàííûé

ìîìåíò) ðàâíà íóëþ è ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî îñòàâøåéñÿ

äóãå u3(∈ U+) ðàâíà åäèíèöå.

Äëÿ ñâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà áëóæäàíèÿ ÷à-

ñòèöû ê ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ïðèìåíèì ïîä-

õîä, îïèñàííûé äëÿ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè, ñ íåêîòîðûì äîïîëíåíèåì,

êàñàþùåìñÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî äóãàì, âûõîäÿùèì èç âåðøèí ìíî-

æåñòâ X(j), −n1 ≤ j ≤ n2 − 1.

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. äëÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãå u ∈ U+

(ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x = (p1 ◦ f)(u)):

P (u(j)) =
P (u)∑

v∈W+(j)

P (v)
∀ j ∈ [g(u);n2 − 1]Z ,

ãäå W+(j) = {u ∈ U+ | g(u) ≥ j};
2.äëÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãå u ∈ U− (ïî-

ëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x = (p1 ◦ f)(u)):

P (u(j)) =
P (u)∑

v∈UH∪W−(j)

P (v)
∀ j ∈ [−n1 − g(u); 0]Z ,
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ãäå W−(j) = {u ∈ U− | g(u) ≤ j}
3. äëÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãå u ∈ UH

(ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x = (p1 ◦ f)(u)):

P (u(j)) =
P (u)∑

v∈UH∪W−(j)

P (v)
∀ j ∈ [−n1 − g(u); 0]Z .

Êðîìå ýòîãî, ñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî âñåì äîïîëíèòåëüíî

äîñòðîåííûì äóãàì ðàâíîé åäèíèöå.

Òåîðåìà 2.2. Ïîñëå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññ íà âñïîìîãàòåëü-

íîì ãðàôå G′ ÿâëÿåòñÿ Ìàðêîâñêèì è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

PMe(G, x, y, t) =
k∑
j=0

P (G′, x(0), y(j), t).

2.5 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ óñëîâèåì âåí-
òèëüíîé äîñòèæèìîñòè

2.5.1 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ óñëîâèåì âåíòèëüíî-

íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì ãðà-

ôà ñ óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè òàêîé, ÷òî ñëåäóþùèé ñâîé ïåðå-

õîä ïî äóãàì ìíîæåñòâà U1 ÷àñòèöà ìîæåò ñîâåðøèòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè ðàíåå áûë ñîâåðø¼í ïåðåõîä ïî äóãå ìíîæåñòâà U0, ïî äóãàì ìíîæå-

ñòâà U2 âîçìîæåí ïåðåõîä, òîëüêî åñëè ðàíåå áûë ïåðåõîä ïî äóãå ìíî-

æåñòâà U1 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ

òîëüêî ïî âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòÿì.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ è â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì,

ïîñêîëüêó èç-çà óñëîâèÿ âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè (1.8) ñëåäóþùèé ïåðå-

õîä îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà ïî äóãàì, íî è íåêîòî-

ðîé ïàìÿòüþ î ïðîäåëàííîì ÷àñòèöåé ïóòè. Ïðè óñëîâèè (1.8) âåðîÿòíîñòü

ïåðåõîäà èç íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ρµ,

ãäå µ � ïóòü ïðîäåëàííûé ÷àñòèöåé, íàõîäÿùåéñÿ â äàííîì ñîñòîÿíèè.
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Ïðèìåð 2.3.

Ðàññìîòðèì ãðàô ñ óñëîâèåì âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè

ïîðÿäêà k = 1 íà ðèñ.2.5, äóãè {u1, . . . , u4} òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2),

f(u2) = (2, 3), f(u3) = (1, 4) è f(u4) = (3, 1).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì çàäàíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì: P (u1) = 0, 2, P (u2) = 1, P (u3) = 0, 8, P (u4) = 1.

Ïîëîæèì U0 = {u1} è U1 = {u2, u3, u4}.

Ðèñóíîê 2.5 � Ãðàô ñ óñëîâèåì âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ = {u1, u2, u4} (â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí:
1 → 2 → 3 → 1) è ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1 â

íà÷àëå è êîíöå ïóòè. Â íà÷àëå ïóòè âåëè÷èíà δµ(0) = 0, ÷òî çàïðåùàåò ïå-

ðåõîä ïî äóãå u3, ïîñêîëüêó äóãà u3 ∈ U1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü

ïåðåõîäà ïî äóãå u3 (â íà÷àëå ïóòè µ) ðàâíà íóëþ è, çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü

ïåðåõîäà ïî äóãå u1 ∈ U0 ðàâíà åäèíèöå. Â êîíöå ïóòè âåëè÷èíà δµ(3) = 2,

ñëåäîâàòåëüíî, ñëåäóþùèé ïåðåõîä èç âåðøèíû 1 âîçìîæåí ïî ëþáîé âû-

õîäÿùåé èç íåå äóãå, ò.å. âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1 (â êîíöå ïóòè

µ) ðàâíû: P (u1) = 0, 2 è P (u3) = 0, 8.

Äëÿ ñâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà áëóæäàíèÿ ÷à-

ñòèöû ê ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ïðèìåíèì ïîä-

õîä, îïèñàííûé äëÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ íà ãðàôàõ ñ âåíòèëüíîé

äîñòèæèìîñòüþ, ñ íåêîòîðûì äîïîëíåíèåì, êàñàþùåìñÿ âåðîÿòíîñòåé ïå-

ðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

äëÿ êàæäîãî íîìåðà i ∈ [0; k]Z è êàæäîé äóãè u ∈ Ui (ïîëîæèì äëÿ
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îïðåäåë¼ííîñòè x = (p1 ◦ f)(u))

P (u(j)) =
P (u)∑

v∈(
k⋃
l=i

Ul)∩[x]+

P (v)
∀ j ∈ [i; k]Z .

Òåîðåìà 2.3. Ïîñëå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññ íà âñïîìîãàòåëü-

íîì ãðàôå G′ ÿâëÿåòñÿ Ìàðêîâñêèì è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, àíàëî-

ãè÷íîå ðàññìîòðåííîìó ðàâåíñòâó äëÿ ãðàôîâ ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ:

PB(G, x, y, t) =
k∑
j=0

P (G′, x(0), y(j), t).

Çàìå÷àíèå 2.3. Âñå ðàññóæäåíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ñëó÷àéíîì

áëóæäàíèè áûëè ïðîâåäåíû äëÿ óñëîâèÿ âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äî-

ñòèæèìîñòè. Äëÿ óñëîâèÿ âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ âîçðàñòàíèåì-

óáûâàíèåì äîñòóïà ðåøåíèå çàäà÷è î ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå 2.4. Àíàëîãè÷íî òóííåëüíîé ïðîâîäèìîñòè êðèñòàëëè-

÷åñêîé ðåø¼òêè ïðè óñëîâèè ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ( 2.3) ñóùåñòâó-

åò òóííåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè äëÿ óñëîâèÿ âåí-

òèëüíîé äîñòèæèìîñòè. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äàííì ñëó÷àå

ðåø¼òêà ìîæåò áûòü îäíîñëîéíîé, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç òóííåëüíîãî

ñëîÿ. Ïðè ýòîì, äóãè ìíîæåñòâà U0 îáðàçóþò êðàò÷àéøèå ïóòè (òóí-

íåëè) îò íà÷àëà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè äî åå êîíöà.

Ïðèìåð 2.4.

Ðàññìîòðèì ãðàô G, ñîîòâåòñòâóþùèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêå, êî-

òîðàÿ èìååò ñòðóêòóðó, ïîêàçàííóþ íà ðèñ.2.6. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G

ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ñ óñëîâèåì âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè ïî-

ðÿäêà k = 2. Ïðè ýòîì, íà ðèñ.2.6 øòðèõîâûå ëèíèè � äóãè ìíîæåñòâà U0,

äâîéíûå � äóãè ìíîæåñòâà U2, îñòàëüíûå � äóãè ìíîæåñòâà U1.
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Ðèñóíîê 2.6 � Ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå.

Äàííàÿ êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ ¾óñêîðÿþùåé¿ è âåðîÿò-

íîñòü ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç íåå çà t(≥ 3) øàãîâ ðàâíà åäèíèöå.

Èçìåíÿÿ ñòðóêòóðó (íàáîðû ìíîæåñòâ U0, U1,U2) ìîæåì òàêæå ïîëó-

÷èòü è ¾àáñîëþòíî íå ïðîïóñêàþùèå¿ êðèñòàëëè÷åñêèå ðåøåòêè, íàïðè-

ìåð, ïîëîæèâ âñå äóãè âûõîäÿùèå èç íà÷àëüíûõ âåðøèí ðåøåòêè ïðèíàä-

ëåæàùèìè ìíîæåñòâó U2.

2.5.2 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ óñëîâèåì âåíòèëüíîé

äîñòèæèìîñòè ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ýíåðãèè íà ïóòè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì ãðà-

ôà ñ óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ýíåð-

ãèè íà ïóòè (1.11) òàêîé, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç âåðøèíó x ∈ Xi

÷àñòèöà óâåëè÷èâàåò ñâîé óðîâåíü ýíåðãèè i-òîãî òèïà, íåîáõîäèìîé äëÿ

ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì ìíîæåñòâà Ui. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûé

óðîâåíü ýíåðãèè i-òîãî òèïà ðàâåí σ∗(i) ∈ N. Òàêæå, ïðè ïðîõîæäåíèè ïî

äóãå ìíîæåñòâà Ui ÷àñòèöà òåðÿåò ÷àñòü ýíåðãèè i-òîãî òèïà. Ïîëàãàåì âå-

ëè÷èíó ïîòåðè ðàâíîé σ(i) ∈ N). Êðîìå òîãî, ÷àñòèöà ìîæåò ñîâåðøèòü

ñëåäóþùèé ïåðåõîä ïî äóãå ìíîæåñòâà U1 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàíåå

áûë ñîâåðø¼í ïåðåõîä ïî äóãå ìíîæåñòâà U0 è óðîâåíü íàêîïëåííîé ýíåð-

ãèè ïåðâîãî òèïà íå ìåíüøå âåëè÷èíû σ(1). Äëÿ ïåðåõîäà ïî äóãå ìíîæå-

ñòâà U2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàíåå áûë ñîâåðø¼í ïåðåõîä ïî äóãå ìíîæåñòâà
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U1 è óðîâåíü íàêîïëåííîé ýíåðãèè âòîðîãî òèïà íå ìåíüøå ÷åì âåëè÷èíà

σ(2); è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ òîëüêî

ïî âåíòèëüíûì ïóòÿì ñ íàêîïëåíèåì ýíåðãèè.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ è â äàííîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì,

ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âå-

ëè÷èí ρµ è ζ
r
µ, ãäå µ � íà÷àëüíûé ïóòü ïðîäåëàííûé ÷àñòèöåé äî òåêóùåãî

ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ ñâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà áëóæäàíèÿ ÷à-

ñòèöû ê ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ïðèìåíèì òîò

æå ñàìûé ïîäõîä ñ äîïîëíåíèåì, êàñàþùåìñÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî

äóãàì.

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

äëÿ êàæäîé ïàðû íîìåðîâ i, j ∈ [0; k]Z , êàæäîé äóãè u ∈ Ui (ïîëîæèì
äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x = (p1 ◦ f)(u)) è êàæäîãî íîìåðà α ∈ [0; k]Z \ {j}

P (u(i1, . . . , ij, . . . , ik, l)) =
P (u)∑

v∈U j∩[x]+

P (v)

∀ l ∈ [i; k]Z , ∀ iα ∈ [0;σ∗(α)]Z , ∀ ij ∈ [0;σ∗(j)− σ(j)]Z ,

ãäå U j =

 j⋃
p=1

ip≥σ(p)

Up

 ∪ U0.

Ïîñëå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ èìååò ìåñòî òåî-

ðåìà 2.3.
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Ãëàâà 3

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ãðàôàõ

3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, òðåáóþùèåñÿ äëÿ äàëü-

íåéøåãî èçëîæåíèÿ (ñì. [9], [46], [96]).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Öåïü Ìàðêîâà áóäåì íàçûâàòü ñæèìàþùåé, åñ-

ëè äëÿ ëþáîé ïàðû ñîñòîÿíèé i1, i2 ∈ E ñóùåñòâóþò âðåìÿ t ∈ T è ñîñòî-

ÿíèå j ∈ E òàêèå, ÷òî pti1j > 0 è pti2j > 0 (ò.å. ñèñòåìà ìîæåò ïåðåéòè

èç ëþáîé ïàðû ñîñòîÿíèé â íåêîòîðîå çà îäíî è òî æå âðåìÿ).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ðàñïðåäåëåíèå π = {πi} íà E (ò.å. íàáîð ÷èñåë

π = (π1, π2, . . . ) òàêîé, ÷òî π ≥ 0 è
∑
πi = 1) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå∑
i∈E

πi · pij = πj, ∀ t ∈ T, ∀ j ∈ E.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ïðèíèìàåò êîíå÷íîå

÷èñëî ñîñòîÿíèé, òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå π = {πi}
è pi,j → πj ïðè t→∞ ∀ i, j ∈ E;

2. öåïü ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ ñæèìà-

þùåé. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé i, j ∈ E ñóùåñòâóåò ïðåäåë pi,j; ïðè

ýòîì

1. åñëè íå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî pij → 0 ïðè

t→∞ äëÿ ëþáîé ïàðû ñîñòîÿíèé i, j ∈ E;
2. åñëè ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå π = πi, òî îíî åäèí-

ñòâåííîå è pij → λj · πj ïðè t → ∞ äëÿ ëþáîé ïàðû ñîñòîÿíèé i, j ∈ E,
ãäå λj, âîçìîæíî, çàâèñèò îò i è 0 < λi ≤ 1.
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Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå π =

{πi}. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. Äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé j ∈ E lim
t→∞

pti,j = πj.

2. Öåïü ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé, è âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé
∑
j∈E

pij · xj = xi ∀i ∈ E èìååò âèä x = (x1, x2, ...) =

c(1, 1, ...).

3.2 Óñòîé÷èâîñòü è ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
ãðàôàõ

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñâÿçíûå ãðàôû.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Óñòîé÷èâûì ðåæèìîì (óñòîé÷èâûì êîíòóðîì)

áóäåì íàçûâàòü êîíòóð η ⊂ U , êàæäàÿ äóãà u êîòîðîãî îáëàäàåò ñëåäó-

þùèì ñâîéñòâîì:

∀ v ∈ [(p1 ◦ f)(u)]+ \ {u} p(ν) < p(u)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáàÿ äóãà u óñòîé÷èâîãî ðåæèìà η, èìååò ñòðîãî

íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü ñðåäè äóã, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû (p1 ◦ f)(u).

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïîëóóñòîé÷èâûì ðåæèìîì (ïîëóóñòîé÷èâûì

êîíòóðîì) áóäåì íàçûâàòü êîíòóð η, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:(
∀u ∈ η p(u) = max

w∈[(p1◦f)(u)]+
{p(w)}

)
&

&
(
∃u ∈ Ω ∃ v ∈ [(p1 ◦ f)(u)]+ \ {u} p(v) = p(u)

)
.

Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàæäàÿ äóãà u ïîëóóñòîé÷èâîãî ðåæèìà η èìååò

íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñðåäè äóã, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû (p1 ◦
f)(u), è ñóùåñòâóåò òàêàÿ äóãà v (¾óâîäÿùàÿ¿ ñ êîíòóðà η) äëÿ êîòîðîé

âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî íåé òàêàÿ æå, ÷òî è äëÿ äóãè äàííîãî êîíòóðà,

âûõîäÿùåé èç òîé æå âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Íåóñòîé÷èâûìè ðåæèìàìè (íåóñòîé÷èâûìè êîí-

òóðàìè) áóäåì íàçûâàòü âñå êîíòóðû îðãðàôà íå ÿâëÿþùèåñÿ óñòîé÷è-

âûìè èëè ïîëóóñòîé÷èâûìè (ò.å. òå, ñ êîòîðûõ ¾óâîäèò¿ õîòÿ áû îäíà

äóãà, ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãà êîíòóðà).
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Ïðèâåä¼ì êëàññèôèêàöèþ íåóñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ ïî ñòåïåíè ñëîæ-

íîñòè èõ íàõîæäåíèÿ:

1. Óñòîé÷èâûå ðåæèìû íà ÷àñòè÷íûõ ãðàôàõ, ïîëó÷åííûõ óäàëåíèåì

íåêîòîðûõ äóã, âõîäÿùèõ â óñòîé÷èâûå ðåæèìû, áóäåì íàçûâàòü íåóñòîé-

÷èâûìè ðåæèìàìè 1-ãî ðîäà.

2. Óñòîé÷èâûå ðåæèìû íà ÷àñòè÷íûõ ãðàôàõ, ïîëó÷åííûõ óäàëåíèåì

íåêîòîðûõ äóã, âõîäÿùèõ â óñòîé÷èâûå ðåæèìû è â íåóñòîé÷èâûå ðåæèìû

1-ãî ðîäà, áóäåì íàçûâàòü íåóñòîé÷èâûìè ðåæèìàìè 2-ãî ðîäà.

È ò.ä.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì íåóñòîé÷èâûå ðåæèìû ðîäà 1, 5;

2, 5; . . . :

3. Ïîëóóñòîé÷èâûå ðåæèìû íà ÷àñòè÷íûõ ãðàôàõ, ïîëó÷åííûõ óäà-

ëåíèåì íåêîòîðûõ äóã, âõîäÿùèõ â óñòîé÷èâûå ðåæèìû, áóäåì íàçûâàòü

íåóñòîé÷èâûìè ðåæèìàìè ðîäà 1, 5.

È ò.ä.

4. Êîíòóðû ãðàôà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ¾ñêëåéêîé¿ íåñêîëüêèõ ðåæè-

ìîâ áóäåì íàçûâàòü íåóñòîé÷èâûìè ðåæèìàìè ðîäà ∞.

Ïðèìåð 3.1.

Ðàññìîòðèì ãðàôG1 íà ðèñ.3.1, äóãè {u1, . . . , u7} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî
f(u1) = (1, 2), f(u2) = (2, 4), f(u3) = (4, 3), f(u4) = (3, 1), f(u5) = (3, 5),

f(u6) = (5, 6), f(u7) = (6, 4).

Ïîëàãàåì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì ðàâíûìè p(u1) = 1, p(u2) =

1, p(u3) = 1, p(u4) = 0, 8, p(u5) = 0, 2, p(u6) = 1, p(u7) = 1.

Ðèñóíîê 3.1 � Ãðàô G1.

Ãðàô G1 èìååò îäèí óñòîé÷èâûé ðåæèì (êîíòóð µ1 = {u1, u2, u3, u4}),



�103�

îäèí íåóñòîé÷èâûé êîíòóð 1-ãî ðîäà: (êîíòóð µ2 = {u5, u6, u7, u3}) è îäèí

êîíòóð ðîäà ∞: (êîíòóð µ3 = {u4, u1, u2, u3, u5, u6, u7, u3}).

Ïðèìåð 3.2.

Ðàññìîòðèì ãðàôG2 íà ðèñ.3.2, äóãè {u1, . . . , u7} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî
f(u1) = (1, 2), f(u2) = (2, 4), f(u3) = (4, 3), f(u4) = (3, 1), f(u5) = (3, 5),

f(u6) = (5, 6), f(u7) = (6, 4).

Îòëè÷èå ãðàôà G2 îò ãðàôà G1 ñîñòîèò òîëüêî â âåðîÿòíîñòÿõ ïåðå-

õîäà ïî äóãàì: p(u1) = 1, p(u2) = 1, p(u3) = 1, p(u4) = 0, 5, p(u5) = 0, 5,

p(u6) = 1, p(u7) = 1.

Ðèñóíîê 3.2 � Ãðàô G2.

Ãðàô G2 èìååò äâà ïîëóóñòîé÷èâûõ ðåæèìà (êîíòóðû µ1 = {u1, u2, u3,

u4} è µ2 = {u5, u6, u7, u3}) è îäèí êîíòóð ðîäà ∞ (êîíòóð µ3 = {u4, u1, u2,

u3, u5, u6, u7, u3}).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î íàõîæäåíèè óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ.

Àëãîðèòì 3.1 (Íàõîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ).

1. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé âåðøèíû âûáèðàåì ëþáóþ âåðøèíó ãðàôà.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿåì ïîèñê óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ íà âñïîìîãà-

òåëüíîì ãðàôå, òî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé âåðøèíû âûáèðàåì ïðîèçâîëü-

íóþ âåðøèíó íóëåâîãî óðîâíÿ.

2. Âûõîäèì èç òåêóùåé âåðøèíû ïî äóãå ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíî-

ñòüþ â íåêîòîðóþ âåðøèíó ãðàôà, çàïîìèíàÿ âåðøèíó èç êîòîðîé âûøëè,

è ïîëàãàåì òåêóùåé âåðøèíó, â êîòîðóþ ïðèøëè.

Âûïîëíÿåì èíñòðóêöèè øàãà 2 äî òåõ ïîð, ïîêà íå îäíà èç ñëåäóþ-

ùèõ ñèòóàöèé:

à) Ïðèøëè â âåðøèíó, â êîòîðîé óæå áûëè. Â ýòîì ñëó÷àå ïóòü
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ìåæäó ïîâòîðÿþùèìèñÿ âåðøèíàìè ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ðåæèìîì.

Çàïîìèíàåì åãî è ïåðåõîäèì íà øàã 3.

á) Ïðèøëè â âåðøèíó, èç êîòîðîé íå âûõîäèò íè îäíîé äóãè. Â

ýòîì ñëó÷àå çàïîìèíàåì òåêóùóþ âåðøèíó è ïåðåõîäèì íà øàã 3.

3. Óäàëÿåì âñå çàïîìíåííûå íà øàãå 2 âåðøèíû. Åñëè íà ãðàôå åù¼

îñòàëèñü âåðøèíû, òî âîçâðàò íà øàã 1. Èíà÷å àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò

ðàáîòó.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Óñòîé÷èâûé ðåæèì áóäåì íàçûâàòü ïåðèîäè÷å-

ñêèì, åñëè ïðè âîçâåäåíèè ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â ïðîèç-

âîëüíóþ ñòåïåíü, âñå ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ðåæèìó âû÷èñ-

ëåííîé ìàòðèöû ïîëó÷àþòñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ýòèõ æå ñòðîê

èñõîäíîé ìàòðèöû.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñòîé÷èâûé ðå-

æèì ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è èç êàæäîé

âåðøèíû åñòü òîëüêî îäíà äóãà, âåäóùàÿ â âåðøèíó äàííîãî ðåæèìà ñ

âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà, ïî íåé ðàâíîé åäèíèöå.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Êîìïîíåíòó ñèëüíîé ñâÿçíîñòè H ãðàôà G áó-

äåì íàçûâàòü èçîëèðîâàííîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀x ∈ XH Γ+(x) ⊂ XH

ò.å. èç âåðøèí êîìïîíåíòû H äîñòèæèìû òîëüêî âåðøèíû ýòîé æå

êîìïîíåíòû.

Òåîðåìà 3.4. Êîíå÷íàÿ öåïü Ìàðêîâà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èçî-

ëèðîâàííóþ êîìïîíåíòó ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-

öèè, âçÿâ âêà÷åñòâå åå ïàðàìåòðà êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

1. Ïóñòü êîíå÷íàÿ öåïü Ìàðêîâà ñîäåðæèò îäíó êîìïîíåíòó ñèëüíîé

ñâÿçíîñòè. ßñíî, ÷òî ýòà êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé.
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2. Ïðåäïîëîæèìèì, ÷òî êîíå÷íàÿ öåïü Ìàðêîâà, ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå,

÷åì s êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ êîìïîíåíòó.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ öåïè ñ s+ 1 êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

Ïîñêîëüêó êîíäåíñàöèåé ãðàôà (ñì., íàïðèìåð, [8], [45]) ÿâëÿåòñÿ áåñ-

êîíòóðíûé ãðàô, ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ðàññìîòðåòü êîìïîíåíòó ñèëüíîé

ñâÿçíîñòè, â êîòîðóþ íå âåäóò äóãè èç äðóãèõ êîìïîíåíò.

Åñëè îíà èçîëèðîâàííàÿ, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè íåò, òî óäàëèì åå èç öåïè. Ïîëó÷èëàñü öåïü Ìàðêîâà, ñîäåð-

æàùàÿ s êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíà

ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ êîìïîíåíòó.

∆

Äëÿ êîíå÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïåòåëü ñïðàâåä-

ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíå÷íàÿ öåïü Ìàðêîâà G ÿâëÿëàñü

ñæèìàþùåé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. Öåïü G íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ,

2. Íà G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ èçîëèðîâàííàÿ êîìïîíåíòà ñèëü-

íîé ñâÿçíîñòè H,

3. â êîìïîíåíòå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè H ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå

äâà êîíòóðà η1 è η2, äëèíû êîòîðûõ (|η1| è |η2|) � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî óñëîâèÿ.

1. ÖåïüG� ñæèìàþùàÿ⇒G íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ óñòîé÷èâûõ

ðåæèìîâ.
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Äîïóñòèì ïðîòèâíîå �G ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèé óñòîé÷èâûé ðåæèì

η. Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû x, y ∈ (p2 ◦ f)(η). ßñíî, ÷òî äëÿ

ëþáîé âåðøèíû äàííîãî êîíòóðà z ∈ (p2 ◦ f)(η) äëÿ ëþáûõ ïóòåé µ1(èç

âåðøèíû x â âåðøèíó z) è µ2 (èç âåðøèíû y â âåðøèíó z) âûïîëíÿåòñÿ

|µ1| 6= |µ2|. Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ∀ z ∈ X (ïîñêîëüêó èç x è y äîñòèæèìû

òîëüêî âåðøèíû êîíòóðà η) ∀ t ∈ T (ptxz = 0) ∨ (ptyz = 0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåïü G íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé.

2.G � ñæèìàþùàÿ ⇒ íà G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ èçîëèðîâàííàÿ

êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè H.

Ïîñêîëüêó öåïü Ìàðêîâà îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ êîì-

ïîíåíòó ñèëüíîé ñâÿçíîñòè (Òåîðåìà 3.4) îñòàëîñü äîêàçàòü åå åäèíñòâåí-

íîñòü.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò äâå èçîëèðîâàííûå êîìïîíåíòû

ñèëüíîé ñâÿçíîñòè H1, H2. Ðàññìîòðèì ïàðó âåðøèí x è y òàêèõ, ÷òî âåð-

øèíà x íàõîäèòñÿ â êîìïîíåíòå H1, à âåðøèíà y � â êîìïîíåíòå H2. Äëÿ

ýòîé ïàðû âåðøèí èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

∀ z ∈ X ∀ t ∈ T (ptxz = 0) ∨ (ptyz = 0)

ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðàôà, â ñèëó èçîëèðîâàííîñòè êîìïî-

íåíò H1 è H2, íåäîñòèæèìà èëè èç âåðøèíû x, èëè èç âåðøèíû y. Ñëåäî-

âàòåëüíî, öåïü G � íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé.

3. Òàê êàê öåïü G � ñæèìàþùàÿ, òî ïîäãðàô H ′ ïîðîæäåííûé âåðøè-

íàìè êîìïîíåíòû H ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé öåïüþ Ìàðêîâà. Ò.å. îñòàëîñü

äîêàçàòü óòâåðæäåíèå: åñëè öåïü H ′ � ñæèìàþùàÿ, òî íà íåé ñóùåñòâóþò

ïî êðàéíåé ìåðå äâà êîíòóðà, äëèíû êîòîðûõ � ïðîñòûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì äâå âåðøèíû x, y ∈ XH ′, ñîåäèíåííûå äóãîé uxy (äëÿ

îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü f(uxy) = (x, y)). Ïîñêîëüêó öåïü H ′ � ñæè-

ìàþùàÿ, òîãäà äëÿ âåðøèí x è y ñóùåñòâóåò âåðøèíà z ∈ XH ′ è ñóùåñòâóåò

äâà ïóòè µ1 (èç âåðøèíû x â âåðøèíó z) è µ2 (èç âåðøèíû y â âåðøèíó z)

òàêèå, ÷òî |µ1| = |µ2|. ßñíî, ÷òî µ1 6= µ2.

Ïîñêîëüêó H ′ ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, òî ñóùåñòâó-

åò ïóòü µ(z, x), ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó z ñ âåðøèíîé x.
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Òîãäà η1 = µ1 ∪ µ ÿâëÿåòñÿ êîíòóðîì äëèíû k = |µ1| + |µ|, à η2 =

{uxy} ∪ µ2 ∪ µ ÿâëÿåòñÿ êîíòóðîì äëèíû k + 1, òàê êàê |µ1| = |µ2|.
Ïîñêîëüêó ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî ïðîñòûì ñ

k + 1, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîèëè äâà êîíòóðà η1 è η2, äëèíû êîòîðûõ �

âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ 2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ èçîëèðîâàííàÿ êîì-

ïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè H è öåïü G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, çíà÷èò, âåðøèíû

H äîñòèæèìû èç ëþáîé âåðøèíû ãðàôà G. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü äî-

êàçàòü, ÷òî ïîäãðàô H ′, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí êîìïîíåíòû H

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé öåïüþ Ìàðêîâà.

Ïî óñëîâèþ 3 ñóùåñòâóþò õîòÿ áû äâà êîíòóðà η1 è η2, äëèíû êîòîðûõ

(|η1| = n1 è |η2| = n2) � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: êîãäà êîíòóðû η1 è η2 èìåþò îáùèå âåðøèíû

è êîãäà êîíòóðû η1 è η2 îáùèõ âåðøèí íå èìåþò. Ðàññìîòðèì îáà ýòèõ

âàðèàíòà.

à) Ïóñòü (p2◦f)(η1)∩ (p2◦f)(η) 6= ∅, ò.å. ó êîíòóðîâ η1 è η2 åñòü îáùèå

âåðøèíû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû x è y öåïè H ′. Ïî-

ñêîëüêó H ′ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì ãðàôîì, çíà÷èò, âåðøèíà z ∈ (p2 ◦
f)(η1) ∩ (p2 ◦ f)(η2) äîñòèæèìà èç x è y. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïóòè

µ1 (ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó x ñ âåðøèíîé z) è µ2 (ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó y

ñ âåðøèíîé z) òàêèå, ÷òî |µ1| = |µ2| = t.

Ïóòè µ1 è µ2 áóäåì ñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîíöåâîé âåðøè-

íîé íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ ïóòåé µ1([1; q]Z) è µ2([1; s]Z) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà z.

ßñíî, ÷òî |µ1([1; q]Z)| = q è |µ2([1; s]Z)| = s.

Åñëè q = s, òî èñêîìûå ïóòè ïîñòðîåíû. Åñëè q 6= s, òî ñëåäóþùèå

îòðåçêè ïóòåé µ1 è µ2 ñòðîèì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

i. µ1([q + i · n1 + 1; q + (i+ 1) · n1]Z) = η1, äëÿ âñåõ i ∈ N;
ii. µ2([s+ j · n2 + 1; s+ (j + 1) · n2]Z) = η2, äëÿ âñåõ j ∈ N.



�108�

Ïóòè µ1 è µ2 íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëîñü ðàâåíñòâî |µ1| = |µ2|. Ò.å. äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïàðà òàêèõ ÷èñåë

α, β ∈ N, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî q + α · n1 = s+ β · n2. Èëè, ÷òî òî æå

ñàìîå, ðàâåíñòâî

q − s = α · n1 − β · n2. (3.1)

Ïîñêîëüêó n1 è n2 � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî g

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷èñåë n1 è

n2 (ñì., íàïðèìåð, [54]). Ñëåäîâàòåëüíî, íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ (3.1) âñåãäà

ñóùåñòâóþò.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ïóòè µ1 è µ2 òàêèå, ÷òî |µ1| = |µ2|,
çíà÷èò, pq+α·n1x,z 6= 0 è ps+β·n2x,z 6= 0. Ò.å. öåïü H ′, à çíà÷èò è âñÿ öåïü G �

ñæèìàþùàÿ.

á) Ïóñòü (p2 ◦f)(η1)∩ (p2 ◦f)(η) = ∅, ò.å. ó êîíòóðîâ η1 è η2 íåò îáùèõ

âåðøèí.

Âîçüìåì âåðøèíû x, y ∈ (p2 ◦ f)(η1) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû uxy =

f−1(x, y) ∈ η1, ò.å. ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà äóãà uxy êîíòóðà η1, ñ íà÷àëîì â

âåðøèíå x è êîíöîì â âåðøèíå y.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûáåðåì âåðøèíû x′, y′ íà êîíòóðå η2: ÷òîáû

ux′y′ = f−1(x′, y′) ∈ η2.

Ïîñêîëüêó H ′ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì ãðàôîì, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò

ïóòü µ1, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíû x è y′ è ñóùåñòâóåò ïóòü µ2, ñîåäèíÿþùèé

âåðøèíû x′ è y. Ïîñòðîèì êîíòóð η3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

η3 = µ1 ∪ (η2 \ {ux′y′}) ∪ µ2 ∪ (η1 \ {uxy}) ,

ò.å. îáõîä êîíòóðà η3 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç âåðøèíû x

ïðîõîäèì â y′ ïî ïóòè µ1, èç y
′ ïî îòðåçêó êîíòóðà η2 ïðîõîäèì â x′, èç x′

ïðîõîäèì â y ïî ïóòè µ2 è èç y ïî îòðåçêó êîíòóðà η1 ïðîõîäèì â x.

Äëèíà êîíòóðà η3 ðàâíà

|η3| = |µ1|+ |η2| − 1 + |µ2|+ |η1| − 1 = n3.

i. Åñëè n3 âçàèìíî ïðîñòî ñ n1 (n2), òî ïåðåîáîçíà÷èì η2 ::= η3 (η1 ::=

η3) è ïî ïóíêòó à) ñëåäóåò, ÷òî öåïü G � ñæèìàþùàÿ.
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ii. Åñëè n3 íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî ïðîñòûì ñ n1 è n2, òî íà÷èíàåì ¾íà-

ðàùèâàòü¿ êîíòóð η3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

η3 = µ1 ∪ (η2 \ {ux′y′}) ∪ βη2 ∪ µ2 ∪ (η1 \ {uxy}) ∪ αη1,

ãäå βη2 = η2 ∪ · · · ∪ η2︸ ︷︷ ︸
β-ðàç

, à αη1 = η1 ∪ · · · ∪ η1︸ ︷︷ ︸
α-ðàç

.

Íîâàÿ äëèíà êîíòóðà η3 ðàâíà

|η3| = n3 + α · n1 + β · n2 = n4. (3.2)

Ïîñêîëüêó n1 è n2 � âçàèìíî ïðîñòûå, çíà÷èò, ñóùåñòâóþò α, β ∈ Z+

è ñóùåñòâóåò n4 ∈ N, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (3.2) è n4 � âçàèìíî ïðîñòî

ñ n1 èëè ñ n2 (ñì. [54]).

Òîãäà åñëè n4 âçàèìíî ïðîñòî ñ n1 (n2), òî îáîçíà÷èì η2 ::= η3(η1 ::=

η3) è ïî ïóíêòó à) öåïü G � ñæèìàþùàÿ.

∆

Çàìå÷àíèå 3.1. Åñëè êîíå÷íàÿ öåïü Ìàðêîâà G ñîäåðæèò ïåòëè,

òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà ÿâëÿëàñü ñæèìàþùåé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèÿ 1 è 2 ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, à òàê æå

ñëåäóþùåå óñëîâèå:

èëè êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè H ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïåò-

ëþ, èëè H ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà êîíòóðà η1 è η2, äëèíû êîòîðûõ

(|η1| è |η2|) � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

Ïðèìåð 3.3.

Ðàññìîòðèì ãðàôG1 íà ðèñ.3.3, äóãè {u1, . . . , u7} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî
f(u1) = (1, 3), f(u2) = (2, 1), f(u3) = (4, 2), f(u4) = (4, 3), f(u5) = (3, 5),

f(u6) = (5, 6), f(u7) = (6, 4).

Ðèñóíîê 3.3 � Ãðàô G1.
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Ãðàô G1 íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ óñòîé÷èâûõ êîíòóðîâ è ñàì ÿâ-

ëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, íî äëèíû âñåõ åãî êîíòóðîâ êðàòíû

äâóì (íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëàìè):

|{u4, u5, u6, u7}| = 4,

|{u3, u2, u1, u5, u6, u7}| = 6,

|{u3, u2, u1, u5, u6, u7, u4, u5, u6, u7}| = 10 è ò.ä.

Çìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí ãðàôàG1, ñîåäèíåííûõ äóãîé, íå

ñóùåñòâóåò âåðøèíû, êîòîðàÿ äîñòèæèìà èç íèõ çà îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî

øàãîâ, ñëåäîâàòåëüíî, G1 íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé öåïüþ.

Ïðèìåð 3.4.

Ðàññìîòðèì ãðàôG2 íà ðèñ.3.4, äóãè {u1, . . . , u6} êîòîðîãî òàêîâû, ÷òî
f(u1) = (1, 3), f(u2) = (2, 1), f(u3) = (4, 2), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (4, 5),

f(u6) = (5, 3).

Ðèñóíîê 3.4 � Ãðàô G2.

Ãðàô G2 íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ óñòîé÷èâûõ êîíòóðîâ, ñàì ÿâ-

ëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è ñîäåðæèò äâà êîíòóðà, äëèíû

êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëàìè):

|{u1, u4, u3, u2}| = 4,

|{u4, u5, u6}| = 3.

Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí ãðàôà G2 ñóùåñòâóåò âåð-

øèíà êîòîðàÿ äîñòèæèìà èç íèõ çà îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî øàãîâ, ñëåäî-

âàòåëüíî, G2 � ñæèìàþùàÿ öåïü.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòè-

æèìîñòüþ:
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Ïðèìåð 3.5.

Ðàññìîòðèì ãðàô G3 èç ïðèìåðà 3.1 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàã-

íèòíîñòè ïîðÿäêà 2. Ïîëàãàåì UM = {u1, u2, u5, u6} è UH = {u3, u4, u7}.
Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′3 ïîêàçàí íà ðèñ.3.5.

Ðèñóíîê 3.5 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 3.1, óñëîâèå íåóáûâàþùåé

ìàãíèòíîñòè.

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′3 ðàâíû

åäèíèöå äëÿ âñåõ äóã, êðîìå ÷åòûðåõ, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå.

Áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè ãðàô íà ðèñ. 3.1 èìååò îäèí óñòîé÷èâûé

êîíòóð: η1 = {u1, u2, u3, u4}, îäíàêî ïðè óñëîâèè ìàãíèòíîñòè ýòîò êîíòóð

ïðîïàäàåò ñîâñåì è óñòîé÷èâûì êîíòóðîì íà èñõîäíîì ãðàôå ïðè óñëîâèè

íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ñòàíîâèòñÿ êîíòóð η2 = {u5, u6, u7, u3}, êîòîðûé
áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè áûë íåóñòîé÷èâûì êîíòóðîì 1�ãî ðîäà.

Ïðèìåð 3.6.

Ðàññìîòðèì ãðàô G4 èç ïðèìåðà 3.1 ïðè óñëîâèè âåíòèëüíî-íàêîïè-

òåëüíîé äîñòèæèìîñòè ïîðÿäêà 2. Ïîëàãàåì U0 = {u1, u2, u3, u5, u6, u7},
U1 = ∅ è U2 = {u4}.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′4 ïîêàçàí íà ðèñ.3.6.

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′4 ðàâíû

åäèíèöå äëÿ âñåõ äóã, êðîìå äâóõ, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå.
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Ðèñóíîê 3.6 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 3.1, óñëîâèå

âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè.

Áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè ãðàô íà ðèñ.3.1 èìååò îäèí óñòîé÷èâûé êîí-

òóð: µ1 = {u1, u2, u3, u4}, îäíàêî ïðè óñëîâèè âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äî-
ñòèæèìîñòè ýòîò êîíòóð ïðîïàäàåò ñîâñåì è óñòîé÷èâûì êîíòóðîì íà èñ-

õîäíîì ãðàôå ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ñòàíîâèòñÿ êîíòóð

µ2 = {u5, u6, u7, u3}, êîòîðûé áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè áûë íåóñòîé÷èâûì

êîíòóðîì 1�ãî ðîäà.

3.3 Ïðèëîæåíèÿ óñëîâèÿ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæè-
ìîñòè

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòüþ èìå-

þò äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ. Â êà÷åñòâå òàêèõ ïðèëîæåíèé ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè, çà-

äàííîé ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â óçëàõ ñåòêè ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïîäõîäîì:

Ïî ñåòêå ñòðîèì ãðàô G, âåðøèíû, êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò óçëàì

ñåòêè, à äóãè ñîåäèíÿþò íåêîòîðóþ ïàðó âåðøèí â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì óçëû ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè îòíîñèòåëüíî

ñåòêè. Ïðè ýòîì,

à) åñëè â ðàññìàòðèâàåìûõ óçëàõ ôóíêöèÿ èìååò ðàçëè÷íûå çíà÷å-

íèÿ, òî íà ãðàôå ñòðîèòñÿ îäíà äóãà u, êîòîðàÿ îðèåíòèðóåòñÿ îò âåðøèíû,

ñîîòâåòñòâóþùåé óçëó ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè ê âåðøèíå, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé óçëó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè. Ïîëàãàåì g(u) = −1.
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á) åñëè â ðàññìàòðèâàåìûõ óçëàõ ôóíêöèÿ èìååò ðàâíûå çíà÷åíèÿ, òî

íà ãðàôå ñòðîÿòñÿ äâå ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå äóãè u è v. Ïîëàãàåì

g(u) = g(v) = 0.

Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà äóã ãðàôà G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U− = {u ∈ U |g(u) < 0}, UH = {u ∈ U |g(u) = 0} è U+ = {u ∈ U |g(u) > 0}.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè U+ = ∅.

Äëÿ êàæäîé äóãè çàäàåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî íåé, ñîáëþäàÿ ñëå-

äóþùåå óñëîâèå: p(u) >> p(v) ∀u, v ∈ U òàêèõ, ÷òî u ∈ U−, v ∈ UH

è (p1 ◦ f)(u) = (p1 ◦ f)(v). Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé ïàðû äóã ðàç-

íûõ ìíîæåñòâ, âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî äó-

ãå ìíîæåñòâà UH ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî äóãå

ìíîæåñòâà U−.

Ïîñëå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ãðàôà G óñòîé÷èâûå è ïîëóóñòîé÷èâûå öèê-

ëû íà íåì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü îáëàñòÿì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäàííîé

ôóíêöèè.

2. Ïóñòü íà ãðàôå G(X,U, f) çàäàíû îòîáðàæåíèÿ g : U → Z è M :

X → {0, 1} òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèå g çàäàåò ¾íàêëîí¿ äóãè, à îòîáðàæåíèå
M îïðåäåëÿåò îáëàñòè ìàãíèòíîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè M(x) = 1, òî

[x]− ⊂ UM ∀x ∈ X.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ áëóæäàíèÿ íåêîòîðîãî ¾îáúåêòà¿ ïðî-

èçâîëüíîé ïðèðîäû ïî âåðøèíàì ãðàôà G. Ïðè ýòîì, îáúåêò ìîæåò äâè-

ãàòüñÿ òîëüêî ïî âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèÿ íåóáû-

âàþùåé ìàãíèòíîñòè.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âîçìîæíûõ òî÷åê ïðåêðàùåíèÿ äâèæå-

íèÿ äàííîãî îáúåêòà, à â ñëó÷àå, êîãäà ýòî íå ïðîèñõîäèò, òî â íàõîæäåíèè

âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé åãî öèêëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

Äàííàÿ çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ïåðâîé çàäà÷å ïðè óñëîâèè íåêîòîðîé

¾íåîäíîðîäíîñòè¿ ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 ïðèìåíèì ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðà-

ôà â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô H ïî ïðàâèëàì,

îïèñàííûì äëÿ óñëîâèÿ íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè. Çàòåì � G′ ïî ïðàâè-

ëàì äëÿ ìåõàíè÷åñêîé äîñòèæèìîñòè. Íà ãðàôå G′ íàõîäèì óñòîé÷èâûå è
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ïîëóóñòîé÷èâûå öèêëû. Èì ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðèè öèêëè÷åñêîãî äâè-

æåíèÿ, à â ñëó÷àå, êîãäà óñòîé÷èâûé öèêë ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é, òî è òî÷êè

ïðåêðàùåíèÿ äâèæåíèÿ.
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Ãëàâà 4

Ïîòîêè â ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-
ñòüþ

4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, òðåáóþùèåñÿ äëÿ äàëü-

íåéøåãî èçëîæåíèÿ ([3], [48], [56], [95]).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñåòüþ áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàí-

íûé ãðàô ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè: èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t.

Ðàññìîòðèì ñåòü G(X,U, f) ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t, äëÿ ëþáîé

äóãè u êîòîðîé çàäàí âåñ c(u) � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè u.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü X = Y ∪ Y ′,Y ∩ Y ′ 6= ∅, s ∈ Y , t ∈
Y ′. Ðàçðåçîì (Y, Y ′) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî äóã u ∈ U , îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâàìè (p1 ◦ f)(u) ∈ Y , (p2 ◦ f)(u) ∈ Y ′ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïóòè

µ(s, t) âûïîëíÿåòñÿ µ(s, t) ∩ (Y, Y ′) 6= ∅.

Äðóãèìè ñëîâàìè ðàçðåçîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî äóã (íà÷àëü-

íûå âåðøèíû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Y , à êîíöåâûå � ìíîæå-

ñòâó Y ′) òàêèõ, ÷òî ëþáîé ïóòü îò èñòî÷íèêà äî ñòîêà îáÿçàòåëüíî ñîäåð-

æèò äóãó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : U → R+ è ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ

âåðøèíà ñåòè G. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

F (x,X) =
∑
u∈[x]+

F (u), F (X, x) =
∑
u∈[x]−

F (u).

Ñâÿæåì ñ âåðøèíîé x ðàçíîñòü F (x,X)−F (X, x) � ÷èñòûé ïîòîê èç

âåðøèíû x.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì â ñåòè G èç s â t íà-

çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F : U → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:{
F (x,X)− F (X, x) = 0, ∀x ∈ X \ {s, t};
0 ≤ F (u) ≤ c(u), ∀u ∈ U.
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Îïðåäåëåíèå 4.4. Âåëè÷èíîé ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà F íàçûâàåòñÿ

÷èñëî

v = F (s,X)− F (X, s).

Òåîðåìà 4.1 (Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà).

Äëÿ ëþáîé îðèåíòèðîâàííîé ñåòè ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t âåëè-

÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî

ðàçðåçà.

4.2 Ïîòîêè â ñåòÿõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæè-
ìîñòü

Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ïîòîêîâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñåòè

áåç êðàòíûõ äóã, ïîñêîëüêó åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð êðàòíûõ äóã {u1, . . . , us}
òàêîé, ÷òî f(ui) = (x, y) ∀ i ∈ [1; s]Z , òî çàìåíèâ èõ îäíîé äóãîé u ñóìàðíîé

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, ïîëó÷èì ñåòü áåç êðàòíûõ äóã, ñîîòâåòñòâóþùóþ

èñõîäíîé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñåòü G ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ,

òî êðàòíûå äóãè â ýòîé ñåòè ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ê ðàçëè÷íûì õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà U , ïîýòîìó çàìåíîé êðàòíûõ äóã

ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîé äóãîé íåëüçÿ ñâåñòè çàäà÷ó ê çàäà÷å â ñåòè áåç

êðàòíûõ äóã. Îäíàêî, åñëè îñòàâèòü êðàòíûå äóãè òîëüêî èç ðàçëè÷íûõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ, òî, ïîñòðîèâ âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü G′,

ïîëó÷èì, ÷òî G′ � ñåòü áåç êðàòíûõ äóã. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ óñëîâèÿ

íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k ïîêàçàíà íà ðèñ.4.1à-á.

Ðèñóíîê 4.1 � Äóãè ãðàôà íà ðèñóíêå à) ðàçíûõ òèïîâ, íà ðèñóíêå á) êðàòíûõ äóã

íåò.

Åñëè íà èñõîäíîì ãðàôå G ïðèñóòñòâóþò êðàòíûå äóãè îäíîãî èç ïîä-
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ìíîæåñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî íàáîðà, òî íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå îáÿ-

çàòåëüíî áóäóò êðàòíûå äóãè. Íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ íåò îãðàíè÷å-

íèé íà äîñòèæèìîñòü, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàìåíèòü âñå ïîëó÷èâøèåñÿ

êðàòíûå äóãè u1, . . . , ul îäíîé äóãîé ñ ñóììàðíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-

ñòüþ. À ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî çàìåíà êðàòíûõ äóã âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîäìíîæåñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî íàáîðà íà èñõîäíîì ãðàôå G.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà èñõîäíîì ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ ñóùåñòâóþò äóãè {u0
1, . . . , u

0
i0
} ⊂ U0, . . . , {um1 , . . . , umim} ⊂ Um (ãäå Uj

∀ j ∈ [0;m]Z � ìíîæåñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî íàáîðà) òàêèå, ÷òî âñå ýòè

äóãè ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè, òî äëÿ êàæäîãî çíà-

÷åíèÿ j ∈ [0;m]Z çàìåíèì âñå äóãè uj1, . . . , u
j
ij
îäíîé äóãîé uj ∈ Uj. Ïðè

ýòîì, ïîëîæèì ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü äóãè uj ðàâíîé

c(uj) =

ij∑
l=1

c(ujl ) ∀ j ∈ [0;m]Z .

Äàëåå ïîä ñåòüþ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü

ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ áåç

ïåòåëü è êðàòíûõ äóã, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó æå ïîäìíîæåñòâó

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî íàáîðà. Ò.å. êðàòíûå äóãè âîîáùå ãîâîðÿ äîïóñêàþò-

ñÿ, íî âñå îíè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ðàçëè÷íûì ïîäìíîæåñòâàì õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî íàáîðà äëÿ ìíîæåñòâà äóã ñåòè G.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà äóã

ðàçðåçà (Y, Y ′) îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé äóãè u ïîä-

ìíîæåñòâà ðàçðåçà ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü µ′(s, t) ïðè íåêîòî-

ðîì îãðàíè÷åíèè íà äîñòèæèìîñòü ϕ ñîäåðæàùèé ýòó äóãó. Ïîäìíîæå-

ñòâî òàêîãî âèäà íàèáîëüøåé ìîùíîñòè áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷åííûì

ϕ ðàçðåçîì (Y, Y ′)ϕ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü F � íåêîòîðûé ñòàöèîíàðíûé ïîòîê â ñåòè G

èç s â t âåëè÷èíû v, è ïóñòü (Y, Y ′)ϕ � íåêîòîðûé îãðàíè÷åííûé ϕ ðàçðåç.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå v = F (Y,X)ϕ − F (X, Y )ϕ ≤
c(Y, Y ′)ϕ
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∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåðøèíû i ∈ Y . Ïîñêîëüêó

F (Y,X)ϕ − F (X, Y )ϕ =
∑
i∈Y

(F (i,X)− F (X, i)) = v,

çíà÷èò,

v = F (Y, Y )ϕ + F (Y, Y ′)ϕ − F (Y, Y )ϕ − F (Y ′, Y )ϕ =

= F (Y, Y ′)ϕ − F (Y ′, Y )ϕ ≤
ò.ê. F (Y, Y ′)ϕ ≤ c(Y, Y ′)ϕ è F (Y ′, Y )ϕ ≤ 0, òî

≤ c(Y, Y ′)ϕ

∆

Òåîðåìà 4.2 (Àíàëîã òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà).

Äëÿ ëþáîé îðèåíòèðîâàííîé ñåòè G ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ

ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ïðî-

ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ìàãíèòíîãî ðàçðåçà.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü F � ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ.

∀(Y, Y ′)ϕ ⇒ v ≤ c(Y, Y ′)ϕ.

Ïîñòðîèì Y ïî ïðàâèëó:

1. s ∈ Y
2. åñëè i ∈ Y è íàéä¼òñÿ äóãà u ∈ [i]+ òàêàÿ, ÷òî F (u) ≤ c(u) è

ñóùåñòâóåò Ì-öåïü µ′(s, t), ñîäåðæàùàÿ u, òî (p2 ◦ f)(u) ∈ Y .
3. åñëè j ∈ Y è íàéä¼òñÿ äóãà u ∈ [j]− òàêàÿ, ÷òî f(u) > 0 è

ñóùåñòâóåò Ì-öåïü2 µ′(s, t), ñîäåðæàùàÿ u, òî (p1 ◦ f)(u) ∈ Y .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàçðåç (Y, Y ′)ϕ. Ïîêàæåì, ÷òî t /∈ Y .
Äîïóñòèì t ∈ Y , çíà÷èò

ëèáî ïî 2. ñóùåñòâóåò µ′(s, t) � Ì-öåïü, ÷òî i
F<c−−→ t,

ëèáî ïî 3. ñóùåñòâóåò µ′(s, t) � Ì-öåïü, ÷òî i
f>0←−− t.

2Ì-öåïü � öåïü â ñåòè ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ � ñòðîèòñÿ ïî ñîîòâåñòâóþùåé öåïè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå
G′.



�119�

Ò.å. µ′ � óâåëè÷èâàþùàÿ Ì-öåïü. Ñëåäîâàòåëüíî F � íå ìàêñèìàëü-

íûé ïîòîê.

Çíà÷èò t /∈ Y .
Ðàññìîòðèì ïîñòðîåííûé ðàçðåç (Y, Y ′)ϕ.

v = F (Y, Y ′)ϕ − F (Y ′, Y )ϕ = c(Y, Y ′)ϕ,

ò.ê. F (Y, Y ′)ϕ = c(Y, Y ′)ϕ, a F (Y ′, Y )ϕ = 0.

∆

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Òàê êàê ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ íà äî-

ñòèæèìîñòü íåêîòîðûå ïóòè íà ãðàôå ñòàíîâÿòñÿ íåäîïóñòèìûìè, òî ïðè-

ìåíÿòü ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû íå ïåðäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è àíàëîãè÷åí ïîäõîäó ê ðåøå-

íèþ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé

ãðàô G′ ïî ïðàâèëàì óêàçàííûì äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ. Íà ïîñòðîåííîì âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ìàêñè-

ìàëüíîì ïîòîêå, çàòåì, ðåçóëüòàò ïåðåíîñèòñÿ íà èñõîäíûé ãðàô.

Îäíàêî, äëÿ ïîòîêîâîé çàäà÷è â ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò çàäà÷ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî

ïóòè è ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò èñïîëüçî-

âàòü íàïðÿìóþ êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íà âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè G′.

Ïîêàæåì, ÷òî îäíîãî ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè íåäîñòàòî÷íî,

à íåîáõîäèìî êðîìå ýòîãî ìîäåðíèçèðîâàòü ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.

Âíà÷àëå, ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü G′. Äëÿ óäîáñòâà çàôèêñè-

ðóåì íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ äóã èñõîäíîé ñåòè G, ò.å. U = {u1, . . . , u|U |}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ′i � ìíîæåñòâî âñåõ äóã ñåòè G′, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãå

ui i ∈ [1; |U |]Z èñõîäíîé ñåòè G. Ïîëàãàåì ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü âñåõ

äóã ìíîæåñòâà U ′i ðàâíûìè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóãè ui.

Çàòåì, íà G′ íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê è ïåðåíîñèì åãî íà ñåòü G

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóììàðíûé ïîòîê, ïðîïóùåííûé ïî äóãàì ìíîæåñòâà

U ′i ñ÷èòàåì ïðîïóùåííûì ïî äóãå ui ∀ i ∈ [1; |U |]Z . Îäíàêî, åñëè áóäåì
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èñêàòü ïîòîê íà G′ ñòàíäàðòíûìè àëãîðèòìàìè, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî

ïðè ïåðåíîñå ðåçóëüòàòà âåëè÷èíà ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî êàêîé-òî äóãå

u ãðàôà G, áîëüøå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóãè u. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòó

ñèòóàöèþ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4.1.

Ðàññìîòðèì ñåòü G ñ óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà

k = 2 íà ðèñ.4.2. Äóãè {u1, . . . , u12} ñåòèG òàêèå, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) =

(1, 3), f(u3) = (2, 4), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (3, 5), f(u6) = (5, 6), f(u7) =

(4, 6), f(u8) = (4, 7), f(u9) = (2, 3), f(u10) = (6, 7), f(u11) = (6, 8), f(u12) =

(7, 8).

Ðèñóíîê 4.2 � Ñåòü G c ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ïîëîæèì UM = {u1, u2, u5, u6, u8, u9, u10} è UH = {u3, u4, u7, u11, u12}.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü G′(X ′, U ′, f) ïîêàçàíà íà ðèñ.4.3.

Ðèñóíîê 4.3 � Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü G′.

Ïîñêîëüêó ñòîêó t èñõîäíîãî ãðàôàG ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî âåðøèí

íà âñïîìîãàòåëüíîì, òîãäà äîáàâëÿåì îäíó âåðøèíó t′, êîòîðàÿ áóäåì ñ÷è-
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òàòü íîâûì ñòîêîì íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå è äëÿ êàæäîé âåðøèíû t(i),

ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå t, ïîñòðîèì äóãó uit òàêóþ, ÷òî f
′(uit) = (t(i), t′).

Ïîëîæèì ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè uit ðàâíîé

c(uit) =
∑

v∈[t(i)]−

c(v) ∀ i ∈ [0; k]Z .

Òàêæå, ïîñêîëüêó ¾íàñòîÿùèå¿ èñòî÷íèê (âåðøèíà s(0)) è ñòîê (âåð-

øèíà t′) èçâåñòåí, òî óäàëèì âñå âåðøèíû-¾ïñåâäîèñòî÷íèêè¿ è âñå âåðøè-

íû-¾ïñåâäîñòîêè¿, êîòîðûå âîçíèêíóò íà G′, âåäü ïîòîê îò íèõ íå çàâèñèò.

Òàêèì îáðàçîì, óìåíüøàåì ðàçìåð âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü G′′(X ′′, U ′′, f ′′).

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü G′′ äëÿ èñõîäíîé ñåòè G ïîêàçàíà íà ðèñ.4.4.

Âîçëå êàæäîé äóãè ÷åðåç çàïÿòóþ óêàçàíû ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü è âå-

ëè÷èíà ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî ñîîòâåòñòâóþùåé äóãå, íàéäåííàÿ ïðè ïî-

ìîùè êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

Ðèñóíîê 4.4 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê âî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè G′′.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G′′ ïðèìåíèëè àëãî-

ðèòì Ýäìîíäñà-Êàðïà (ñì. [2], [3], [48]).

Äåêîìïîçèöèÿ ïîòîêà (íàáîð ïóòåé, ïî êîòîðûì ïðîõîäèò ïîòîê îò

èñòî÷íèêà ê ñòîêó) èìååò ñëåäóþùèé âèä. Äëÿ óäîáñòâà � ïîñêîëüêó íåò

êðàòíûõ äóã � èñïîëüçóåì çàïèñü ïóòè êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí:

µ1: 1(0) → 2(1) → 3(2) → 5(2) → 6(2) → 7(2) → 8(2) → t � ïîòîê

âåëè÷èíû 1,

µ2: 1→ 2(1) → 4(1) → 6(1) → 8(1) → t � ïîòîê âåëè÷èíû 2,

µ3: 1→ 3(1) → 4(1) → 7(2) → 8(2) → t � ïîòîê âåëè÷èíû 3,
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µ4: 1→ 3(1) → 5(2) → 6(2) → 7(2) → 8(2) → t � ïîòîê âåëè÷èíû 4.

¾Ñîáåð¼ì¿ ïîëó÷åííûé ïîòîê íà èñõîäíîì ãðàôå (ðåçóëüòàò ïîêàçàí

íà ðèñ.4.5).

Ðèñóíîê 4.5 � Íåâåðíîå ðåøåíèå: âåëè÷èíà ïîòîêà ïî äóãå 3→ 5 áîëüøå ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòè.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîåíèÿ âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà áåç ìîäåðíèçàöèè ìåòîäà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà íå äîñòà-

òî÷íî, ïîñêîëüêó ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå ïîëó÷èëè, ÷òî ïî äóãå u5 èñõîäíîãî ãðàôà ïðîõîäèò ïîòîê âåëè÷èíû

5, õîòÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ýòîé äóãè ðàâíà 4.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü ñåòü G (áåç îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü) òàêîâà, ÷òî å¼ ìíî-

æåñòâî äóã ïðåäñòàâëåííî â ñëåäóþùåì âèäå: U = UH∪U 1∪· · ·∪Uk, ïðè÷¼ì

|U i| > 1 äëÿ âñåõ i ∈ [1; k]Z . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

c(u) çàäàíà äëÿ êàæäîé äóãè u ∈ UH , à òàê æå çàäàíû ¾ñóììàðíûå¿ ïðî-

ïóñêíûå ñïîñîáíîñòè c(U i) äëÿ ìíîæåñòâ U i i ∈ [1; k]Z . Ïîñëåäíåå ìîæíî

èíòåðïðèòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóììà âåëè÷èí ïîòîêîâ, ïðîõîäÿ-

ùèõ ïî äóãàì ìíîæåñòâà U i íå ìîæåò ïðåâûøàòü âåëè÷èíó c(U i). Ìíîæå-

ñòâà U i áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâàìè ñâÿçàííûõ äóã, à ñåòü G òàêîãî âèäà

� ñåòüþ ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ñâÿçàííî ïðîñòûì ïóòåì â ñåòè G ñî ñâÿçàí-

íûìè äóãàìè áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé ïóòü µ òàêîé, ÷òî |µ ∩ U i| ≤ 1

äëÿ âñåõ i ∈ [1; k]Z.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ äóãè u ñâÿçàííî ïðî-
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ñòîãî ïóòè µ(s, t) áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó cµ(u) =

{
c(u), u ∈ UH

c(U i), u ∈ U i
.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñâÿçàííî ïðîñòîãî

ïóòè µ(s, t) â ñåòè G ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

c(µ) = min
u∈µ
{cµ(u)} .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè G ñî ñâÿçàííûìè

äóãàìè. ßñíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíûå ñðåäñòâà äëÿ íàõîæäåíèÿ

ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà íå ÿâëÿþòñÿ ïðèìåíèìûìè, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå

ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè çàäàíû íå äëÿ âñåõ äóã, à òîëüêî äëÿ äóã ìíîæå-

ñòâà UH . Äëÿ îñòàëüíûõ äóã çàäàíû òîëüêî ñóììàðíûå ïðîïóñêíûå ñïî-

ñîáíîñòè âñåãî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîæåñòà U i. Èñõîäÿ èç ýòîãî, äëÿ íà-

õîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ýâðèñòè-

÷åñêèì àëãîðèòìîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäåðíèçàöèåé àëãîðèòìà Ôîðäà-

Ôàëêåðñîíà äëÿ ñåòåé ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Àëãîðèòì 4.1 (Ïðîðûâà).

Øàã 0. Ïîëàãàåì, ÷òî íà÷àëüíûé ïîòîê â ñåòè G ÿâëÿåòñÿ òðèâè-

àëüíûì:

F (u) = 0 ∀u ∈ U.

Øàã 1. Íàõîäèì íåêîòîðûé ñâÿçàííî ïðîñòîé ïóòü µ(s, t) â ñåòè G

òàêîé, ÷òî c(µ) > 0.

Øàã 2. Ïîëàãàåì F (u) := F (u) + c(µ) ∀u ∈ µ.
Øàã 3. Ïîëàãàåì c(u) := c(u)−c(µ) ∀u ∈ µ∩UH è c(U i) := c(U i)−c(µ)

∀ i ∈ {j ∈ [1; k]Z | µ ∩ U j 6= ∅}.
Øàã 4. Åñëè ñóùåñòâóåò ñâÿçàííî ïðîñòîé ïóòü µ(s, t) òàêîé, ÷òî

c(µ) > 0, òî ïåðåõîä íà øàã 1. Èíà÷å âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

ðàâíà ñóììå âåëè÷èí ïîòîêîâ ïðîõîäÿùèõ ïî äóãàì, âûõîäÿùèì èç èñ-

òî÷íèêà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïî äóãàì êàæäîãî ìíîæåñòâà U ′i i ∈ [1; |U |]Z
íåëüçÿ ïðîïóñòèòü ñóììàðíûé ïîòîê âåëè÷èíû, áîëüøå ÷åì ïðîïóñêíàÿ
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ñïîñîáíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé äóãè ui, ñëåäîâàòåëüíî, âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü

G′′ ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè. Çíà÷èò, âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèò-

ìîì ïðîðûâà äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà âî âñïîìîãàòåëüíîé

ñåòè G′′ è ïåðåíåñ¼ì ðåçóëüòàò íà èñõîäíóþ ñåòü G. Â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñà

ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì ïðîðûâà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà íè äëÿ îäíîé äó-

ãè íå âîçíèêíåò ñèòóàöèè, êîãäà âåëè÷èíà ïîòîêà, ïðîïóùåííîãî ïî ýòîé

äóãå ïðåâûøàåò å¼ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü.

Ñíîâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà íà ãðà-

ôå ïðèìåðà 4.1. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíèì àëãîðèòì ïðîðûâà íà

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

Ïðèìåð 4.2.

Ðàññìîòðèì ãðàô G èç ïðèìåðà 4.1. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå ãðà-

ôû G′ è G′′.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G′′ ïðèìåíÿåì àëãî-

ðèòì ïðîðûâà (ñì. ðèñ.4.6).

Ðèñóíîê 4.6 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G′′, ïîñòðîåííûé â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ

àëãîðèòìà ïðîðûâà.

Äåêîìïîçèöèÿ ïîòîêà â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä.

µ1: 1(0) → 2(1) → 4(1) → 6(1) → 8(1) → t � ïîòîê âåëè÷èíû 2,

µ2: 1(0) → 3(1) → 4(1) → 7(2) → 8(2) → t � ïîòîê âåëè÷èíû 3,

µ3: 1(0) → 3(1) → 5(2) → 6(2) → 7(2) → 8(2) → t � ïîòîê âåëè÷èíû 4.

Íàéäåííûé ïîòîê ïåðåíîñèì íà ãðàô G (ðèñ.4.7).
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Ðèñóíîê 4.7 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê íà èñõîäíîì ãðàôå G.

4.3 Ïîòîêè â ñåòÿõ ñ âåíòèëüíûìè äîñòèæèìîñòÿìè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ñ âåí-

òèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòüþ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ïîêàæåì,

÷òî è â äàííîì ñëó÷àå îäíîãî ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà íåäîñòà-

òî÷íî.

Ïðèìåð 4.3.

Ðàññìîòðèì ãðàô èç ïðèìåðà 4.1 (ðèñ.4.2) ñ óñëîâèåì âåíòèëüíî-íà-

êîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè ïîðÿäêà 2.

Ïîëîæèì U0 = {u1, u2, u8}, U1 = {u3, u4, u5, u9} è U2 = {u6, u7, u10,

u11, u12}.
Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′(X ′, U ′, f ′) ïîêàçàí íà ðèñ.4.8.

Ðèñóíîê 4.8 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Óäàëÿÿ ïñåâäîèñòî÷íèêè è ïñåâäîñòîêè, ïîëó÷èì ñåòü G′′. Çàòåì ïðè

ïîìîùè êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ íàéä¼ì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G′′.

Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ.4.9 (÷åðåç çàïÿòóþ óêàçàíû ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-
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íîñòü è âåëè÷èíà ëîêàëüíîãî ïîòîêà ïî ñîîòâåòñòâóþùåé äóãå íàéäåííàÿ

ïðè ïîìîùè êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà).

Ðèñóíîê 4.9 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′′.

Äåêîìïîçèöèÿ ïîòîêà èìååò ñëåäóþùèé âèä. Äëÿ óäîáñòâà � ïîñêîëü-

êó íåò êðàòíûõ äóã � èñïîëüçóåì çàïèñü ïóòè êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âåðøèí:

µ1: 1(0) → 2(1) → 3(2) → 5(2) → 6(2) → 8(2) � ïîòîê âåëè÷èíû 1,

µ2: 1(0) → 2(1) → 4(2) → 6(2) → 7(2) → 8(2) � ïîòîê âåëè÷èíû 2,

µ3: 1(0) → 3(1) → 4(2) → 7(2) → 8(2) � ïîòîê âåëè÷èíû 3,

µ4: 1(0) → 3(1) → 5(2) → 6(2) → 8(2) � ïîòîê âåëè÷èíû 4.

Îäíàêî è â äàííîì ñëó÷àå, ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûé ïîòîê íà èñõîäíîì

ãðàôå, ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî äóãå u5 (3 → 5)

ïðåâûøàåò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ýòîé äóãè (ðèñ. 4.10).

Ðèñóíîê 4.10 � Íåâåðíîå ðåøåíèå: âåëè÷èíà ïîòîêà ïî äóãå 3→ 5 áîëüøå ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè èç ïðèìåðà 4.3
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ïðèìåíèì àëãîðèòì ïðîðûâà. Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà ïîêàçàí íà ðèñ.

4.11.

Ðèñóíîê 4.11 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G′′, ïîñòðîåííûé â ðåçóëüòàòå

âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïðîðûâà.

Äåêîìïîçèöèÿ ïîòîêà èìååò ñëåäóþùèé âèä. Çäåñü òàêæå èñïîëüçóåì

çàïèñü ïóòè êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí:

µ1: 1(0) → 2(1) → 4(2) → 6(2) → 8(2) � ïîòîê âåëè÷èíû 2,

µ2: 1(0) → 3(1) → 4(2) → 7(2) → 8(2) � ïîòîêîì âåëè÷èíû 3,

µ4: 1(0) → 3(1) → 5(2) → 6(2) → 8(2) � ïîòîêîì âåëè÷èíû 4.

Íàéäåííûé ïîòîê ïåðåíîñèì íà èñõîäíûé ãðàô G. Ðåçóëüòàò ïîêàçàí

íà ðèñ.4.12.

Ðèñóíîê 4.12 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê íà èñõîäíîì ãðàôå G.

Çàìå÷àíèå 4.1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñå-

òÿõ ñ ëþáûì óñëîâèåì âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòè ìîæåò áûòü ðåøåíà

ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ïðîðûâà.
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4.4 Ïîòîêè â îáîáùåííûõ ñåòÿõ ñî ñâÿçàííûìè äó-
ãàìè

4.4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Äàëåå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñåòè ñî ñâÿçàííûìè

äóãàìè. Êàê ðàññìàòðèâàëîñü ðàíåå (ðàçäåë 4.2 èëè ñì. [23]) ñåòü ñî ñâÿ-

çàííûìè äóãàìè � ýòî ñåòü, ó êîòîðîé ìíîæåñòâî äóã ïðåäñòàâëåíî êàê

îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ U = UH ∪
(

k⋃
i=1

U i

)
.

Ïðè ýòîì, |U i| ≥ 1 ∀ i ∈ [1; k]Z è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè çà-

äàíû äëÿ äóã ìíîæåñòâà UH (c(u) ∀u ∈ UH), à òàêæå çàäàíû ñóììàðíûå

ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äëÿ ìíîæåñòâ U i (c(U i) ∀ i ∈ [1; k]Z). Äðóãèìè

ñëîâàìè, äóãè êàæäîãî ìíîæåñòâà U i ñâÿçàíû íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèåì,

à èìåííî, ñóììà âåëè÷èí ïîòîêîâ ïî êàæäîé äóãå ìíîæåñòâà U i íå ìîæåò

ïðåâûøàòü ñóììàðíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìíîæåñòâà c(U i), ò.å.∑
u∈U i

F (u) ≤ c(U i).

Îïðåäåëåíèå 4.9. Îòíîøåíèåì ñâÿçàííîñòè äóã ñåòè G áóäåì íà-

çûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χ : U × U → {0, 1}, òàêóþ, ÷òî
åñëè χ(u1, u2) = 1, òî ãîâîðèì, ÷òî äóãà u1 âëèÿåò íà äóãó u2. Â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå (χ(u1, u2) = 0) � äóãà u1 íå âëèÿåò íà äóãó u2.

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè â ïðîèçâîëüíîé âñïîìîãàòåëü-

íîé ñåòè G′′ äëÿ ñåòè G ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ îáëà-

äàåò ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè, íî íå îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì òðàíçèòèâíîñòè (ñì. [16]).

Îïðåäåëåíèå 4.10. Îáîáùåííîé ñåòüþ ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè áó-

äåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííóþ ñåòü ñ ââåäåííûì íà ìíîæåñòâå åå äóã

îòíîøåíèåì ñâÿçàííîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå ðàíåå ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè ÿâ-

ëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííûõ ñåòåé ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè, åñëè
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îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè äóã ñåòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ(u1, u2) =

{
1, u1, u2 ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïîäìíîæåñòâó;

0 u1, u2 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîäìíîæåñòâàì.

Îïðåäåëåíèå 4.11. Ñòåïåíüþ âëèÿíèÿ äóãè u â îáîáùåííîé ñå-

òè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè G(X,U, f) áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó δ(u) =∑
v∈U

χ(u, v).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåïè η ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü

ñóììàðíóþ ñòåïåíü âëèÿíèÿ äóã.

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ñóììàðíîé ñòåïåíüþ âëèÿíèÿ äóã öåïè η â

îáîáùåííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè G(X,U, f) áóäåì íàçûâàòü âå-

ëè÷èíó δ(η) =
∑
u∈η

δ(u).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â îáîáùåííîé

ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè, ñ÷èòàÿ, ÷òî åñëè ïî íåêîòîðîé äóãå u ïðîïóñòè-

ëè ïîòîê âåëè÷èíû F (u), òî äëÿ êàæäîé äóãè v, íà êîòîðóþ âëèÿåò äóãà u,

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé âåëè÷èíå max{0, c(v) − F (u)}
(∀ v : χ(u, v) = 1).

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ îáîáùåííûõ ñåòåé ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè âîîáùå

ãîâîðÿ íå âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Ôîðäà è Ôàëêåðñîíà î òîì, ÷òî âåëè÷è-

íà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî

ðàçðåçà.

Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåì ñëåäóþùèé

ïðèìåð.

Ïðèìåð 4.4.

Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè íà ðèñ.4.13

òàêàÿ, ÷òî ∀u ∈ U c(u) = 1.
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Ðèñóíîê 4.13 � Ñåòü G ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Êðîìå ýòîãî,

χ(ui, uj) =

{
1, (i = j) ∨ (i+ j = 3)

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
.

Ò.å. ñâÿçàííûå äóãè � ýòî äóãè u1 è u2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ðàçðåç. Çäåñü âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà:

{u1, u2}, {u1, u3}, {u2, u4} è {u3, u4}. Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü ðàçðåçà ðàâíà äâóì, îäíàêî, âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

â ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè ðàâíà åäèíèöå.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà íàñûùåíèÿ ñåòè ïîòîêîì öåëî÷èñëåííîé âå-

ëè÷èíû:

à) ëèáî ïî ïóòè µ1 = {u2, u3}, íî òîãäà, òàê êàê äóãè u1 è u2 ñâÿçàíû

(âëèÿþò äðóã íà äðóãà), òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè u1 ñòàíîâèòñÿ

ðàâíîé íóëþ (ðèñ.4.14).

Ðèñóíîê 4.14 � Ïåðâûé âàðèàíò íàñûùåíèÿ ñåòè öåëî÷èñëåííûì ïîòîêîì.

á) ëèáî ïî ïóòè µ2 = {u1, u4}, íî òîãäà ïî òîé æå ñàìîé ïðè÷èíå

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè u2 ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ (ðèñ.4.15).
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Ðèñóíîê 4.15 � Âòîðîé âàðèàíò íàñûùåíèÿ ñåòè öåëî÷èñëåííûì ïîòîêîì.

Â ëþáîì èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

â ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè îñòàíåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå. Ïðè íàñûùåíèè ñåòè

íåöåëî÷èñëåííûìè ïîòîêàìè, âàðèàíòîâ íàñûùåíèÿ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷-

íî ìíîãî, íî íè ïðè îäíîì èç íèõ íå ïîëó÷èì îáùåãî ïîòîêà âåëè÷èíû

áîëüøåé åäèíèöû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè ñî

ñâÿçàííûìè äóãàìè ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíûì.

4.4.2 Âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

Ïîñòðîèì îöåíêó ñâåðõó äëÿ âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè

ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè χ(u, v) = 1, òî

c(u) = c(v).

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü (Y, Y ′) � íåêîòîðûé ðàçðåç â ñåòè ñî ñâÿçàí-

íûìè äóãàìè G, òîãäà âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G íå ïðå-

âûøàåò âåëè÷èíû

v∗ ≤ max
M⊂(Y,Y ′)

∑
u∈M

c(u), (4.1)

ãäå M � ìàêñèìàëüíîå ïî âëîæåíèþ ïîäìíîæåñòâî äóã ðàçðåçà, îáëàäà-

þùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íè îäíà äóãà ìíîæåñòâà M íå âëèÿåò íè íà

êàêóþ äðóãóþ äóãó ýòîãî æå ìíîæåñòâà.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü áóäåì îò ïðîòèâíîãî.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîòîê, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ðàçðå-

çà (Y, Y ′) íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.1), ò.å. v∗ >
∑
u∈M

c(u). Ñóùåñòâîâà-

íèå ïîòîêà îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ïóòè µ1, . . . , µk, ÷òî
k∑
i=1

F (µi) = v∗.

Îáîçíà÷èì äóãó â ïåðåñå÷åíèè µi ∩ (Y, Y ′) ÷åðåç ui.

ßñíî, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∑
i

F (ui) =
∑
j

F (µj) = v∗,

èëè, ÷òî òî-æå ñàìîå, v∗ =
∑
u∈W

F (u), ãäå W � ìíîæåñòâî âñåõ äóã ðàçðåçà,

íà êîòîðûõ âåëè÷èíà ïîòîêà íå ðàâíà íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïàðû äóã u, v ∈ W òàêèõ, ÷òî u 6= v åñëè χ(u, v) = 1,

òî F (u) + F (v) ≤ max{c(u), c(v)}. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

W ′ (⊂ W ) � ìíîæåñòâî äóã ïîïàðíî íå âëèÿþùèõ äðóã íà äðóãà � òàêîå,

÷òî
∑
u∈W

F (u) ≤
∑
u∈W ′

c(u).

Ñîáèðàÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
∑
u∈W ′

c(u) ≥

v∗. C äðóãîé ñòîðîíû ïîòîê áûë âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû v∗ >
∑
u∈M

c(u),

ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
∑
u∈W ′

c(u) >
∑
u∈M

c(u), à ýòî ïðîòè-

âîðå÷èò âûáîðó ìíîæåñòâà M .

∆

Òåîðåìà 4.5. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G íå ïðåâû-

øàåò âåëè÷èíû

v∗ ≤ min
(Y,Y ′)

{
max

M⊂(Y,Y ′)

∑
u∈M

c(u)

}
, (4.2)

ãäå M � ìàêñèìàëüíîå ïî âëîæåíèþ ïîäìíîæåñòâî äóã ðàçðåçà (Y, Y ′),

îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íè îäíà äóãà ìíîæåñòâà M íå âëèÿåò

íè íà êàêóþ äðóãóþ äóãó ýòîãî æå ìíîæåñòâà.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåé òåîðåìû 4.4.

Ïðèìåð 4.5.

Ðàññìîòðèì ñåòü G íà ðèñ.4.16. Ïðè ýòîì, c(u1) = c(u2) = c(u3) = 2,
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c(u4) = c(u5) = 1. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè îñòàëüíûõ äóã ðàññìàòðèâàå-

ìîé ñåòè ðàâíû òðåì.

Ðèñóíîê 4.16 � Ñåòü G ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî χ(u1, u2) = χ(u2, u3) = χ(u4, u5) = 1. Äëÿ âñåõ

îñòàëüíûõ ïàð äóã u, v χ(u, v) = 0.

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â òàêîé ñåòè ðàâíà v∗ = 5. Îòìåòèì,

÷òî äëÿ ðàçðåçà {u1, u2, u3, u4, u5} ìíîæåñòâîM èìååò âèä:M = {u1, u3, u4}
èëè M = {u1, u3, u5}. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:∑
u∈M

c(u) = 5. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ðàçðåçîâ ýòà âåëè÷èíà áîëüøå.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà, ïðåäëîæåííàÿ â ïðåäûäóùåé òåîðåìå 4.5, ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷íîé. Ïðè ýòîì, ñóùåñòâóþò ñåòè, äëÿ êîòîðûõ â ñîîòíîøåíèè

(4.2) èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Ïîêàæåì òàêóþ ñèòóàöèþ íà ñëå-

äóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4.6.

Ðàññìîòðèì ñåòü G íà ðèñ.4.17. Ïðè ýòîì, ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè

âñåõ äóã ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè ðàâíû äâóì.

Ðèñóíîê 4.17 � Ñåòü G ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî χ(u1, u2) = χ(u2, u3) = 1 è χ(u4, u5) = χ(u4, u6) =

1. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð äóã u, v χ(u, v) = 0.

Ïî ñîîòíîøåíèþ (4.2) v∗ ≤ 4. Îäíàêî, âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî öåëî-

÷èñëåííîãî ïîòîêà â ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè ðàâíà äâóì. Íà ðèñ. 4.18 (à, á

è â) ïîêàçàíû âàðèàíòû íàñûùåíèÿ ñåòè öåëî÷èñëåííûì ïîòîêîì.

Ðèñóíîê 4.18 � Âàðèàíòû íàñûùåíèÿ ñåòè öåëî÷èñëåííûì ïîòîêîì.

Îäíàêî, äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà òðåì:

ïî êàæäîé âåòêå ñëåäóåò ïðîïóñòèòü åäèíè÷íûé ïîòîê.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î íàõîæäåíèè ìíîæåñòâà M , îáëàäàþùåãî ñâîé-

ñòâàìè, îïèñàííûìè â òåîðåìàõ 4.4 è 4.5, äëÿ íåêîòîðîãî ðàçðåçà (Y, Y ′).

Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô

G̃(X̃, Ũ) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Êàæäîé äóãå u ðàçðåçà (Y, Y ′) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíó xu íà

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G̃. Ðåáðà ãðàôà G̃ ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè äëÿ ïàðû äóã u, v ∈ (Y, Y ′) òàêèõ, ÷òî u 6= v âûïîëíÿåòñÿ χ(u, v) = 1,

òî íà ãðàôå G̃ äîñòðàèâàåòñÿ ðåáðî, èíöèäåíòíîå âåðøèíàì xu è xv.

ßñíî, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâàM äëÿ ðàçðåçà (Y, Y ′) ðàâíî-

ñèëüíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G̃ âíóòðåííå óñòîé-

÷èâîãî ìíîæåñòâà âåðøèí (ñì. [8], [47]), èìåþùåãî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî

ýëåìåíòîâ. Áîëåå òîãî, ïî òåîðåìå 2 ãë. 5 â [8] òàêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
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ÿäðîì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîãî ìíîæåñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìàãó

([47]) èëè àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÿäðà ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ïðè

ïîìîùè ïàðîñî÷åòàíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ([8]).

4.4.3 Íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

Ïîñòðîèì îöåíêó ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè

ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáîáùåííûõ ñåòåé ñî ñâÿçàííûìè äóãà-

ìè íå âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Ôîðäà è Ôàëêåðñîíà. Ïîêàæåì, ÷òî â ñåòè ñ

öåëî÷èñëåííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè âñåõ äóã ìàêñèìàëüíûé ïî-

òîê ìîæåò áûòü íåöåëî÷èñëåííîé âåëè÷èíû.

Ïðèìåð 4.7.

Ðàññìîòðèì ñåòü íà ðèñ.4.19. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå äóãè ýòîé ñå-

òè ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì. Íàéäåì âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî

ïîòîêà â ýòîé ñåòè.

Ðèñóíîê 4.19 � Ñåòü ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè. Âñå òðè äóãè ýòîé ñåòè ñâÿçàíû.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò âñåãî îäèí ïóòü èç èñòî÷íèêà â ñòîê, òî, î÷å-

âèäíî, ÷òî òîëüêî îí áóäåò íàñûùàþùèì. Îäíàêî, âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíî-

ãî ïîòîêà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ÷åðåç ñåòü áóäåò ðàâíà
1

3
, ò.ê.

íàñûùàÿ îäíó äóãó u, ìû îáÿçàíû óìåíüøèòü íà âåëè÷èíó íàñûùåíèÿ ïðî-

ïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã, íà êîòîðûå âëèÿåò u. À ïîñêîëüêó âñå äóãè

ñâÿçàíû, òî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîé äóãè u åäèíñòâåííîãî çäåñü ïóòè

3F (u) = c(u) è c(u) = 1.

Òåîðåìà 4.6. Äëÿ âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G ñî

ñâÿçàííûìè äóãàìè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

v∗ ≥ min
(Y,Y ′)

{
min

M⊂(Y,Y ′)

{∑
u∈M

c(u)

|mu|

}}
, (4.3)
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ãäå ìíîæåñòâîM ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G̃ äëÿ âûáðàí-

íîãî ðàçðåçà (Y, Y ′), à mu = {v ∈ U |χ(u, v) = 1} � ìíîæåñòâî âñåõ äóã

èñõîäíîé ñåòè, íà êîòîðûå âëèÿåò äóãà u.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü áóäåì îò ïðîòèâíîãî. Âûáåðåì ìíî-

æåñòâîM , íà êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ ìèíèìóìû â ñîîòíîøåíèè (4.3) è ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîòîê, äëÿ êîòîðîãî

v∗ <
∑
u∈M

c(u)

|mu|
.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîòîêà îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ïóòè µ1, . . . , µk

òàêèå, ÷òî v∗ =
k∑
i=1

F (µi). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî k

� íàèìåíüøåå èç çíà÷åíèé äëÿ âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ íàñûùàþùèõ ïóòåé

{µi}. Òàêîé íàáîð ïóòåé îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî óâåëè÷åíèå ïîòîêà ïî

êàæäîìó ïóòè ïîëíîñòüþ íàñûùàåò õîòÿ áû îäíó äóãó ñåòè.

Îòìåòèì, ÷òî F (µi) = min
u∈µi

{
ci(u)

|Wi(u)|

}
, ãäå Wi(u) = mu ∩ µi, ci(u) �

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè u ïîñëå íàñûùåíèÿ ñåòè ïîòîêîì ïðè ïîìîùè

ïóòåé µ1, . . . , µi−1.

Òàê êàê ïðè óâåëè÷åíèè ïîòîêà ïî êàæäîìó ïóòè µi ïîëíîñòüþ íàñû-

ùàåòñÿ õîòÿ áû îäíà äóãà ui ñåòè, òî âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî

k∑
i=1

F (µi) ≥
k∑
i=1

c(ui)

|mui|
.

Ñëåäîâàòåëüíî, v∗ ≥
k∑
i=1

c(ui)

|mui|
, à, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî

äóã M ′ = {ui}ki=1, äëÿ êîòîðîãî v
∗ ≥

∑
u∈M ′

c(u)

|mu|
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì
∑
u∈M ′

c(u)

|mu|
≤ v∗ <

∑
u∈M

c(u)

|mu|
, ò.å.

∑
u∈M ′

c(u)

|mu|
<
∑
u∈M

c(u)

|mu|
,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ìíîæåñòâà M .

∆
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4.4.4 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

Ïðèâåäåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â îáîáùåííîé

ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè. Ýòîò àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ò.å. íå âî

âñåõ ñëó÷àÿõ íàéäåííûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Äàëåå ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.13. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öåïü η1 âëèÿåò íà öåïü

η2 åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

∃u ∈ η1 ∃v ∈ η2 (u 6= v)&(χ(u, v) = 1).

Àëãîðèòì 4.2.

1. Íàéäåì âñå ïðîñòûå íàñûùàþùèå öåïè äëÿ ñåòè G. Åñëè íàñûùà-

þùèõ öåïåé íåò, òî àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.

2. Äëÿ íàéäåííîãî ìíîæåñòâà íàñûùàþùèõ öåïåé ïîñòðîèì âñïîìî-

ãàòåëüíûé ãðàô G̃, àíàëîãè÷íûé âñïîìîãàòåëüíîìó ãðàôó äëÿ äóã ðàçðåçà

â ïóíêòå 4.4.2.

3. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ãðàôà G̃ íàçíà÷àåì ìåòêó g(x) = −1 è

ìåòêó m(x), ðàâíóþ ñòåïåíè ýòîé âåðøèíû. Êðîìå ýòîãî, îïðåäåëÿåì

ìíîæåñòâî S = ∅, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ïîìå÷åííûõ

âåðøèí.

4. Èç ìíîæåñòâà T = X̃\S âûáèðàåì âåðøèíó x ñ íàèìåíüøèì çíà-

÷åíèåì ìåòêè m(x).

5. Äëÿ âûáðàííîé âåðøèíû x íàçíà÷àåì ìåòêó g(x), âûáèðàÿ åå êàê

íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå ðàâíî çíà÷åíèÿì

ìåòîê g(y) íà ñìåæíûõ ñ x âåðøèíàõ y.

6. Äîáàâëÿåì âåðøèíó x ê ïîìå÷åííûì âåðøèíàì: S := S ∪{x}. Äëÿ
âñåõ âåðøèí y, ñìåæíûõ ñ x óìåíüøàåì íà åäèíèöó ìåòêó m(y).

7. Åñëè S 6= X̃, òî âîçâðàùàåìñÿ íà Øàã 4, èíà÷å ðàáîòó ïî íàçíà-

÷åíèþ ìåòîê ïðåêðàùàåì è èäåì íà Øàã 8.

8. Ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî âåðøèí âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà íà ïîäìíî-

æåñòâà X̃ =
k⋃
i=0

Xi (k = max
x∈X̃

g(x)), îòíåñÿ ê ìíîæåñòâó Xi òå âåðøèíû

y ãðàôà G̃, äëÿ êîòîðûõ g(y) = i.
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9. Èç ïîäìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ âûáèðàåì ïîäìíîæåñòâî Y = X0.

10. Íàñûùàåì èñõîäíóþ ñåòü G ïîòîêîì, ïðè ïîìîùè íàñûùàþùèõ

öåïåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà Y . Íàñûùåíèå áóäåì

ïðîèçâîäèòü â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, íî ñ ó÷åòîì óæå ïðîèçâåäåííîãî

íàñûùåíèÿ. Âîçâðàò íà Øàã 1.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G̃ íåîðèåíòèðîâàííûé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñî-

ãëàñíî îïðåäåëåíèÿì â [8] îí ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, à ïîñêîëüêó G̃ íå

ñîäåðæèò ïåòåëü, òî ïî ñëåäñòâèþ ê òåîðåìå 2 ãëàâû 5 â [8] îí îáëàäàåò

õîòÿ áû îäíèì ÿäðîì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñëåäñòâèþ ê òåîðåìå 5 ãëàâû 5 â [8] âñïîìîãà-

òåëüíûé ãðàô G̃ äîïóñêàåò ôóíêöèþ Ãðàíäè.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå ïÿòü øàãîâ àëãîðèòìà 4.2 ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü

ôóíêöèþ Ãðàíäè íà ãðàôå G̃. Â äàííîì ñëó÷àå ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ g

(ò.å. ìåòêè âåðøèí ãðàôà) � ýòî ôóíêöèÿ Ãðàíäè.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ãðàíäè ìíîæåñòâà X0 = g−1({0}) è X1 =

g−1({1}) îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè (ñì. [8]). Îäíàêî, ýòè ìíîæåñòâà

íå âñåãäà èìåþò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, äëÿ âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà íà ðèñ.4.20 ôóíêöèÿ Ãðàíäè ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëàì â

àëãîðèòìå 4.2 (äëÿ óäîáñòâà, âåðøèíû íå ïîìå÷åíû, à ÷èñëà, ðÿäîì ñ âåð-

øèíàìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ïîñòðîåííîé ôóíêöèè Ãðàíäè).Âèäíî, ÷òî

ìíîæåñòâî ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ � ýòî ìíîæåñòâî X2.

Ðèñóíîê 4.20 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G̃.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ïðåäïîëàãàåò íàõîæäåíèå êàêîãî-íèáóäü ÿä-

ðà, íå îáÿçàòåëüíî ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (êàê ýòî òðåáóåòñÿ ïðè
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ïîñòðîåíèè âåðõíåé îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 4.2.

Ïðèìåð 4.8.

Ðàññìîòðèì ñåòü G íà ðèñ.4.21. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè çàäàíû ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: c(u1) = c(u6) = c(u7) = 7, c(u2) = c(u3) = c(u5) =

c(u8) = 9 è c(u4) = c(u9) = 10.

Ðèñóíîê 4.21 � Ñåòü G ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äóãè ïðåäëîæåííîé ñåòè âëèÿþò äðóã íà äðóãà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mu1 = {u1, u3}, mu2 = {u2}, mu3 = {u1, u3, u7}, mu4 = {u4}, mu5 =

{u5, u8}, mu6 = {u6}, mu7 = {u3, u7}, mu6 = {u6}, mu8 = {u5, u8}, mu9 =

{u9}.
Ïåðå÷èñëèì âñå ïðîñòûå íàñûùàþùèå öåïè â ýòîé ñåòè:

η1 : 1→ 2→ 4→ 6;

η2 : 1→ 2→ 5→ 6;

η3 : 1→ 2→ 5→ 4→ 6;

η4 : 1→ 3→ 5→ 6;

η5 : 1→ 3→ 2→ 4→ 6;

η6 : 1→ 3→ 5→ 4→ 6;

η7 : 1→ 3→ 2→ 5→ 6;

η8 : 1→ 3→ 2→ 5→ 4→ 6.

Äëÿ íàáîðà {η1, . . . , η8} ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G̃. Íà íåì

ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ãðàíäè ñîãëàñíî èíñòðóêöèÿì àëãîðèòìà 4.2. Ãðàô
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ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.4.22 (áîëüøèå öèôðû ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì öåïåé,

ìàëûå � çíà÷åíèÿì ôóíêöèè Ãðàíäè g).

Ðèñóíîê 4.22 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G̃.

Òàêèì îáðàçîì, íàñûùàþùèå öåïè, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ áóäåì óâå-

ëè÷èâàòü ïîòîê � ýòî öåïè η1, η4 è η6. Îòìåòèì, ÷òî óäîáíåå íà÷èíàòü

íàñûùåíèå ñåòè ïðè ïîìîùè öåïåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîëèðîâàííûì âåð-

øèíàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G̃.

Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ èìååì ñëåäóþùèé ïîòîê â èñõîäíîé ñåòè (ðèñ.4.23).

Ðèñóíîê 4.23 � Ïåðâûé ýòàï íàñûùåíèÿ èñõîäíîé ñåòè ïîòîêîì.

Ñíîâà ïîñòðîèì âñå ïðîñòûå íàñûùàþùèå öåïè:

η1 : 1→ 3→ 2→ 4→ 6;

η2 : 1→ 3→ 2→ 5→ 6;

η3 : 1→ 3→ 2→ 5→ 4→ 6.

Äëÿ íîâîãî íàáîðà íàñûùàþùèõ öåïåé ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé

ãðàô G̃ è íàéäåì íà íåì ôóíêöèþ Ãðàíäè (ðèñ.4.24).
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Ðèñóíîê 4.24 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G̃ äëÿ ñëåäóþùåãî ýòàïà íàñûùåíèÿ.

Ïî ðèñóíêó âèäíî, ÷òî åñòü îäíà íàñûùàþùàÿ öåïü, ïðè ïîìîùè êîòî-

ðîé ìîæíî óâåëè÷èòü ïîòîê. Â êà÷åñòâå òàêîé öåïè ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ

èç òðåõ ïîñòðîåííûõ öåïåé. Âîçüìåì η1. Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ èìååì ñëåäóþ-

ùèé ïîòîê â èñõîäíîé ñåòè (ðèñ.4.25).

Ðèñóíîê 4.25 � Âòîðîé ýòàï íàñûùåíèÿ èñõîäíîé ñåòè ïîòîêîì.

Äëÿ ïîëó÷åííîé ñåòè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé íàñûùàþùåé öåïè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåðøåíà. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé ïîòîê

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì v∗ = 16. Áîëåå òîãî, íà íåì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî

â ñîîòíîøåíèè 4.2 äëÿ âåðõíåé îöåíêè âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â

ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà àëãîðèòì íàõîäèò

ïîòîê áëèçêèé ê ìàêñèìàëüíîìó, íî êîòîðûé òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïðèìåð 4.9.

Ðàññìîòðèì ñåòü G íà ðèñ.4.26. Ïðè ýòîì, c(u1) = c(u3) = 3, c(u2) =

c(u5) = 4, c(u4) = c(u6) = c(u7) = 5 è ñâÿçàííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
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ïàðû äóã: χ(u2, u5) = 1 è χ(u4, u7) = 1.

Ðèñóíîê 4.26 � Ñåòü G ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Ïåðå÷èñëèì âñå ïðîñòûå íàñûùàþùèå öåïè äëÿ ýòîé ñåòè:

η1: 1→ 2→ 3→ 6;

η2: 1→ 2→ 3→ 5→ 6;

η2: 1→ 4→ 6;

Äëÿ íàéäåííîãî íàáîðà íàñûùàþùèõ öåïåé ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëü-

íûé ãðàô G̃. Íà íåì ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ãðàíäè ñîãëàñíî èíñòðóêöèÿì

àëãîðèòìà 4.2. Ãðàô ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.4.27.

Ðèñóíîê 4.27 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G̃.

Òàêèì îáðàçîì, íàñûùàþùèå öåïè, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ áóäåì óâåëè-

÷èâàòü ïîòîê � ýòî öåïè η1 è η2. Çàìåòèì, ÷òî ýòè öåïè íàêëàäûâàþòñÿ äðóã

íà äðóãà òàêèì îáðàçîì, ÷òî íàñûùàÿ äóãè ñåòè ïî îäíîé èç íèõ ñòàíîâèòñÿ

íåâîçìîæíûì íàñûùåíèå ïî äðóãîé. Âûáåðåì íàóãàä äëÿ íàñûùåíèÿ öåïü

η1.

Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ èìååì ñëåäóþùèé ïîòîê â èñõîäíîé ñåòè (ðèñ.4.28).
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Ðèñóíîê 4.28 � Ïåðâûé ýòàï íàñûùåíèÿ èñõîäíîé ñåòè ïîòîêîì.

Ñíîâà ïîñòðîèì âñå ïðîñòûå íàñûùàþùèå öåïè:

η1 : 1→ 2→ 4→ 6;

Òàê êàê íàñûùàþùàÿ öåïü îäíà, òî ÿñíî, ÷òî èìåííî ñ åå ïîìîùüþ

áóäåì óâåëè÷èâàòü ïîòîê. Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ èìååì ñëåäóþùèé ïîòîê â

èñõîäíîé ñåòè (ðèñ.4.29).

Ðèñóíîê 4.29 � Âòîðîé ýòàï íàñûùåíèÿ èñõîäíîé ñåòè ïîòîêîì.

Äëÿ ïîëó÷åííîé ñåòè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé íàñûùàþùåé öåïè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåðøåíà. Âåëè÷èíà ïîñòðîåííîãî ïîòîêà

ðàâíà v = 4. Îòìåòèì, ÷òî íàéäåííûé ïîòîê íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâàì (4.2) è (4.3) äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà. Â òàêîì

ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå äâîéíîå íåðàâåíñòâî: 4, 5 ≤ v ≤ 7,

÷åãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó v = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííûé ïîòîê íå

ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíûì è äåéñòâèòåëüíî, â ñåòè ìîæåò áûòü ïðîïóùåí

ïîòîê âåëè÷èíû v∗ = 5 (ðèñ.4.30), êîòîðûé áóäåò ìàêñèìàëüíûì.
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Ðèñóíîê 4.30 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â èñõîäíîé ñåòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà áûë íàéäåí ïîòîê, íå ÿâëÿ-

þùèéñÿ ìàêñèìàëüíûì. Îäíàêî, åñëè áû ìû íà ïåðâîì ýòàïå íàñûùåíèÿ

âûáðàëè âåäóùåé öåïü η2, òî ïðè äàëüíåéøèõ äåéñòâèÿõ íàéäåííûé ïî-

òîê áûë áû ìàêñèìàëüíûì. Ýòîò æå ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìîæíî íàéòè,

åñëè â êà÷åñòâå ïåðâîãî íàáîðà íàñûùàþùèõ öåïåé âûáðàòü òå, êîòîðûå

ñîîòâåòñòâóþò ÿäðó G̃ ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ (ò.å. öåïü η3).

4.5 Çàäà÷à î ïðèáûëè ñåòè ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå
äîïóñòèìîãî ïîòîêà

4.5.1 Ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü ñåòè îò ïðîõîæäåíèÿ ïî íåé

ïîòîêà çàäàííîé âåëè÷èíû

Ðàññìîòðèì ñåòü G(X,U, f), äëÿ êàæäîé äóãè u êîòîðîé íàðÿäó ñ

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ c(u) óêàçàíû åù¼ äâå âåëè÷èíû:

1. p(u) � âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãå u,

2. t(u) � âåëè÷èíà ïðèáûëè îò ïðîõîæäåíèÿ ïî íåé åäèíè÷íîãî ïîòî-

êà, êîòîðóþ òàêæå áóäåì íàçûâàòü óäåëüíîé ïðèáûëüþ.

Âñþäó â ðàçäåëå 4.5 áóäåì ðàññìàòðèâàòü áåñêîíòóðíûå ñåòè, åñëè íå

îãîâîðåíî äðóãîå.

Ïðèáûëü âñåé ñåòè îò ïðîõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî ïîòîêà F ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà â âèäå ñëåäóþùåé ñóììû:

t∗ =
∑
u∈U

F (u) · t(u). (4.4)

Äëÿ ëþáîé ñåòè ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ ïîòîêîâ
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çàäàííîé âåëè÷èíû v, êîòîðàÿ ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïî-

òîêà (âåëè÷èíà v∗). Îäíàêî, ïðè ïîìîùè íåïîñðåäñòâåííîãî çàäàíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî âñåì äóãàì, ìû ìîæåì ôèêñèðîâàòü íåêîòîðûé îäèí

ïîòîê, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî äóãå óêàçûâàåò

íå ïðåäïî÷òåíèå åäèíè÷íîãî ïîòîêà (êàê â çàäà÷å î ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè

÷àñòèöû), à èãðàåò ðîëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íåêîòî-

ðóþ âåðøèíó. Ïðè ýòîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òàêîâî, ÷òî äëÿ

êàæäîé âåðøèíû x ∈ X \ {t} äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

p(v) · F (u) = p(u) · F (v) ∀u, v ∈ [x]+ \ [x]∗, (4.5)

ãäå [x]∗ = {w ∈ [x]+ | F (w) = c(w)}. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàå-

ìîå ðàñïðåäåëåíèå óñòàíàâëèâàåò îáÿçàòåëüíóþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü òîëü-

êî ìåæäó íåíàñûùåííûìè äóãàìè ñåòè G.

Àëãîðèòì 4.3 (Íàõîæäåíèÿ ïîòîêà çàäàííîé âåëè÷èíû v).

Øàã 1. Ïðîèçâîäèì ïðàâèëüíóþ íóìåðàöèþ ñåòè G, ò.å. íóìåðóåì

âåðøèíû ñåòè G òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç âåðøèíû ñ áîëüøèì íîìåðîì

íå áûëî íè îäíîé äóãè â âåðøèíó ñ ìåíüøèì íîìåðîì.

Ïîëàãàåì, ÷òî íà÷àëüíûé ïîòîê â ñåòè G ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì,

ò.å. F (u) = 0 ∀u ∈ U . Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû p(u) äëÿ êàæäîé äóãè u

ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè íàðÿäó ñ âåëè÷èíîé v.

Øàã 2. Ââåä¼ì ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó ïîòîêà F ∗ = v, ïðèøåäøåãî

â òåêóùóþ âåðøèíó, ïîëîæèì çíà÷åíèå i = 1.

Øàã 3. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äóã

W+(i) = [i]+.

Øàã 4. Åñëè W+(i) 6= ∅, òî äëÿ êàæäîé äóãè u ∈ W+(i) âûïîëíèì

ïåðåñ÷¼ò âåëè÷èíû ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî íåé:

F (u) := F (u) +

{
F ∗ · p(u) , F ∗ · p(u) < c(u),

c(u) , èíà÷å.

Øàã 5. Óìåíüøèì âåëè÷èíó F ∗ := F ∗ −
∑
u∈[i]+

F (u).
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Åñëè F ∗i > 0, ìíîæåñòâî W+(i) := W+(i) \ [i]∗, ïåðåñ÷èòàåì âåëè-

÷èíû

p(u) :=
p(u)∑

v∈W+(i)
F (v)−c(v)<0

p(v)

è âîçâðàò íà øàã 4. Èíà÷å, ïåðåõîä íà øàã 6.

Øàã 6. Óâåëè÷èì íà åäèíèöó çíà÷åíèå i è çàäàäèì ñëåäóþùåå çíà÷å-

íèå âåëè÷èíû ïðèøåäøåãî â òåêóùóþ âåðøèíó (âåðøèíó ñ íîìåðîì i):

F ∗i =
∑
u∈[i]−

F (u).

Åñëè i = |X|, òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó. Èíà÷å âîçâðàò íà

øàã 3.

Àëãîðèòì 4.3 ïîçâîëÿåò â áåñêîíòóðíîé ñåòè íàõîäèòü ïîòîê çàäàíîé

âåëè÷èíû è ñîáëþäàþùèé ðàñïðåäåëåíèå (4.5).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà â ñå-

òè G, ÷òîáû ïðèáûëü îò ôèêñèðîâàííîãî ýòîé îïåðàöèåé ïîòîêà çàäàííîé

âåëè÷èíû v (v < v∗) áûëà ìàêñèìàëüíîé. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ïðî-

õîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ÷åðåç ñåòü G âñå åå äóãè ÿâëÿþòñÿ íàñû-

ùåííûìè.

Àëãîðèòì 4.4 (Íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà â ñåòè).

Øàã 1. Ïîëîæèì v′ = v è ïîëàãàåì, ÷òî íà÷àëüíûé ïîòîê â ñåòè G

ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, ò.å. F (u) = 0 ∀u ∈ U .
Øàã 2. Ïðîñìàòðèâàåì âñå äóãè è, åñëè ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè

áîëüøå, ÷åì v′, ïîëàãàåì ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü äóãè ðàâíîé v′.

Øàã 3. Íàõîäèì ïóòü µ(s, t) (îò èñòî÷íèêà äî ñòîêà) ìàêñèìàëüíîé

ïðèáûëè. Ïóñòü c(µ) � åãî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü.

Äëÿ êàæäîé äóãè u ïóòè µ ïîëàãàåì F (u)+ = min{v′, c(µ)} è ïå-

ðåñ÷èòûâàåì çíà÷åíèå v′− = c(µ). Çäåñü îáîçíà÷åíèå a+ = b îçíà÷àåò

óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ a íà âåëè÷èíó b, òàêæå a− = b îçíà÷àåò óìåíüøå-

íèå çíà÷åíèÿ a íà âåëè÷èíó b.

Øàã 4. Åñëè v′ > 0, òî ïåðåõîä íà øàã 2. Èíà÷å, ïåðåõîä íà øàã 5.
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Øàã 5. Äëÿ êàæäîé äóãè u ∈ U çàäà¼ì âåëè÷èíû

p(u) =
F (u)∑

ν∈[(p1◦f)(u)]+

F (ν)
.

Íà êàæäîé èòåðàöèè äàííîãî àëãîðèòìà íàõîäèòñÿ óâåëè÷èâàþùèé

ïóòü ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè è íàñûùàåòñÿ îí ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì

ïîòîêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà áóäóò íàéäå-

íû âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà, ôèêñèðóþùèå ïîòîê, íà êîòîðîì ïðèáûëü ñåòè

ìàêñèìàëüíà.

4.5.2 Ñëó÷àé ñåòè ñ k èñòî÷íèêàìè è m ñòîêàìè

Ïóñòü â ñåòèG çàäàíî k èñòî÷íèêîâ {s1, . . . , sk} èm ñòîêîâ {t1, . . . , tm}.
Êðîìå ýòîãî, ïóñòü äëÿ êàæäîãî èñòî÷íèêà si çàäàíà ìàêñèìàëüíàÿ âåëè-

÷èíà ïîòîêà vis, êîòîðûé ìîæåò âûéòè èç si , à äëÿ êàæäîãî ñòîêà tj �

âåëè÷èíà ïîòîêà vjt , êîòîðûé îáÿçàòåëüíî äîëæåí ïðèéòè â tj. Ðàññìîòðèì

çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïîòîêà ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè, óäîâëåòâîðÿþùåãî óêà-

çàííûì óñëîâèÿì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè
k∑
i=1

vis <

m∑
i=1

vit,

òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèé, ïîñêîëüêó õîòÿ áû ó îäíîãî

ñòîêà tq íå áóäåò äîñòèãíóòà îáÿçàòåëüíàÿ âåëè÷èíà ëîêàëüíîãî ïîòîêà v
q
t .

Ïîýòîìó ïîëàãàåì, ÷òî
k∑
i=1

vis ≥
m∑
i=1

vit. (4.6)

Îäíàêî, è â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé, ïîñêîëüêó

äàæå ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (4.6) ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà c∗(G) â ñåòè G ìåíüøå, ÷åì
m∑
i=1

vit.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòðåáóåì òàêæå âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè:

c∗(G) ≥
m∑
i=1

vit. (4.7)
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Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è � èñêîìûé ïîòîê, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé âñåì òðåáîâàíèÿì, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü ñå-

òè � áóäåì íàõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Äëÿ ãðàôà G ñòðîèì ãðàô G′, äîñòðàèâàÿ ¾ôèêòèâíûå¿ èñòî÷íèê s

è ñòîê t, è ñîåäèíÿåì èõ äóãàìè ñî âñåìè èñòî÷íèêàìè è è ñî âñåìè ñòî-

êàìè ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì, ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äîñòðîåííûõ äóã

ðàâíû: c(s, sj) = vjs ∀ j ∈ [1; k]Z ; c(ti, t) = vit ∀ i ∈ [1;m]Z .

Ïîñëå ýòîãî ê ïîëó÷åííîìó ãðàôó ïðèìåíÿåì àëãîðèòì 4.4 ñ âåëè÷è-

íîé èñêîìîãî ïîòîêà

v =
m∑
i=1

vit.

Ïðèìåð 4.10.

Ðàññìîòðèì ãðàô G′ íà ðèñ.4.31 òàêîé, ÷òî v1
s = 3, v1

t = 2, v2
t = 1,

c(s1, t1) = 1, c(s1, t2) = 2.

Ðèñóíîê 4.31 � Ãðàô G′.

Çàìåòèì, ÷òî c∗(G) = 3 =
2∑
i=1

vit, îäíàêî, ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå íåò.

Ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî êðîìå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (4.6) è (4.7). Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íåîáõîäèì áîëåå äå-

òàëüíûé àíàëèç ñòðóêòóðû ñåòè.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (4.6) è (4.7) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, íî íå

äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

4.5.3 Ïðèáûëü îò ïîòîêîâ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ â îðñåòÿõ ñ

îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü

Ïóñòü G(X,U, f) � îðñåòü, ñ êàæäîé äóãîé êîòîðîé ñâÿçàíû òðè ÷èñ-

ëà: c(u), c+(u) è c−(u), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó c(u) = c+(u) +

c−(u). Âåëè÷èíà c(u) � ýòî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè u, âåëè÷èíó c+(u)
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áóäåì íàçûâàòü ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ äóãè u â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè, à

c−(u) � ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ äóãè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Ôàêòè÷åñêè, âåëè÷èíû c+(u) è c−(u) ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü âìåñòå

ñ ñåòüþ G ñåòè G+ è G−, ãäå G+ � ýòî ñåòü G, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

êàæäîé äóãè u êîòîðîé ðàâíà c+(u), ñåòüG− ïîëó÷àåòñÿ èç ñåòèG îáðàòíîé

îðèåíòàöèåé êàæäîé äóãè u ñ ïîëó÷åíèåì äóãè u′, ïðè ýòîì, ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü äóãè u′ ðàâíà c−(u).

Ñåòü G+ áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé, à ëþáîé ïîòîê â íåé � ïðÿìûì

ïîòîêîì. Ñåòü G− áóäåì íàçûâàòü ñåòüþ îáðàòíîé ñâÿçè, à ëþáîé ïîòîê â

íåé � ïîòîêîì îáðàòíîé ñâÿçè.

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ïîòîêîì ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ â ñåòè G áóäåì

íàçûâàòü ïàðó ïîòîêîâ: îäèí â ñåòè G+, äðóãîé â ñåòè G−.

Ïîä âåëè÷èíîé ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ v0 ïîíèìàåì ñóììó âåëè÷èí

ïðÿìîãî ïîòîêà v+ è ïîòîêà îáðàòíîé ñâÿçè v−. Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà

ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ v∗0 ≤ v∗, ãäå v∗ � âåëè÷èíà ìàê-

ñèìàëüíîãî êëàññè÷åñêîãî ïîòîêà â ñåòè G.

Ïðèìåð 4.11.

Ðàññìîòðèì ñåòü G1 íà ðèñ.4.32. Äëÿ êàæäîé äóãè u ñâåðõó óêàçàíà

âûáðàííàÿ âåëè÷èíà c+(u), ñíèçó � âûáðàííàÿ âåëè÷èíà c−(u).

Ðèñóíîê 4.32 � Ñåòü G1.

ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ â ñåòè

G1 ðàâíà v
∗
0 = 3, òîãäà, êàê âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî êëàññè÷åñêîãî ïîòîêà

â ñåòè G ðàâíà v∗ = 13.
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Ïóñòü òåïåðü äëÿ êàæäîé äóãè u ñåòè G(X,U, f) óêàçàíû ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü c(u) è ïðèáûëü îò ïðîõîæäåíèÿ ïî íåé åäèíè÷íîãî ïîòîêà t(u).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàçíà÷åíèÿ âñåõ âåëè÷èí c+(u) è c−(u) òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû c+(u) + c−(u) = c(u) ∀u ∈ U è ïðèáûëü ñåòè áûëà ìàêñèìàëüíîé.

Ïðè ýòîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìîé ïîòîê è ïîòîê îáðàòíîé ñâÿçè ñâÿçàíû

íåêîòîðûì óñëîâèåì. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñîòíîøåíèå

v∗+ = δ · v∗−, (4.8)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïðÿìîãî ïîòîêà äîëæíà

áûòü ðàâíà âåëè÷èíå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà îáðàòíîé ñâÿçè, óìíîæåííîãî

íà âåëè÷èíó δ ∈ R+.

Ïðèìåð 4.12.

Ðàññìîòðèì ñåòü G2 íà ðèñ.4.33, äëÿ êàæäîé äóãè u êîòîðîé íàä äó-

ãîé óêàçàíà âûáðàííàÿ âåëè÷èíà c+(u), ïîä äóãîé � âûáðàííàÿ âåëè÷èíà

c−(u). δ = 1.

Ðèñóíîê 4.33 � Ñåòü G2.

Â ñåòè îáðàòíîé ñâÿçè âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà òð¼ì. Â

ïðÿìîé ñåòè âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ÷åòûð¼ì, îäíàêî, èç-çà

óñëîâèÿ ñâÿçè (4.8) ïðè δ = 1 â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè ìû ìîæåì ïóñòèòü

ïîòîê òîëüêî âåëè÷èíû v∗+ = v∗− = 3.

ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì óñëîâèè, ñâÿçûâàþùåì ïðÿìîé ïîòîê è ïîòîê

îáðàòíîé ñâÿçè, ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü â êëàññè÷åñêîé ñåòè G (áåç îãðàíè-

÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü) îò ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ðàâíà ìàêñèìàëüíîé

ïðèáûëè îò ïîòîêà â ñåòè G ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè c(u).

Îäíàêî, åñëè åñòü óñëîâèå íà ïðîõîæäåíèå ïî äóãàì ãðàôà (êîãäà íå

âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè), òî çàäà÷à ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ, ïî-

ñêîëüêó âåëè÷èíà v∗+ + v∗− = v∗0 ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì âåëè÷èíà ìàê-

ñèìàëüíîãî ïîòîêà â ïðÿìîé ñåòè G′+ èëè ÷åì âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî
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ïîòîêà â ñåòè îáðàòíîé ñâÿçè G′− ïðè óñëîâèè íà äîñòèæèìîñòü. Äðóãèìè

ñëîâàìè, âîçìîæíî v′+ ≤ v∗0 ≤ v∗ èëè v′− ≤ v∗0 ≤ v∗. Ïðè ýòîì, G′+ � ýòî ñåòü

G (ñ óñëîâèåì íà äîñòèæèìîñòü) ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè � c(u) ∀u ∈ U ,
à G′− � ñåòü, ïîëó÷åííàÿ îáðàòíîé îðèåíòàöèåé äóã ñåòè G ñ ïðîïóñêíûìè

ñïîñîáíîñòÿìè c(u′) = c(u) ∀u′ ∈ U ′.
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ âîçìîæíîé èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ ñåòè áåç

îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü íå èìååò ðàçíèöû, â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè

ïðîéä¼ò ïîòîê èëè â îáðàòíîì: âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â îáîèõ

ñëó÷àÿõ îäèíàêîâà. Äëÿ ñåòåé ñ îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæèìîñòü òàêîå ñâîé-

ñòâî âîîáùå ãîâîðÿ íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîêàæåì äàííóþ ñèòóàöèþ íà ñëåäó-

þùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4.13.

Ðàññìîòðèì ñåòü G íà ðèñ.4.34. Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ íà äîñòèæèìîñòü

ðàññìîòðèì óñëîâèå íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 2.

Ðèñóíîê 4.34 � Ñåòü G c óñëîâèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè.

Çäåñü ìàãíèòíûå äóãè óêàçàíû êàê ¾äâîéíûå¿.

Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè c(u), c+(u) è c−(u) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñåòåé

G, G+ è G− óêàçàíû íà ðèñ.4.34�4.35. Íå ñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî v′+ = 14 è

v′− = 20 = v∗, à ïîñêîëüêó v∗+ = 7, v∗− = 10, òî v∗0 = 17 > v′+.
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Ðèñóíîê 4.35 � Ñåòè G+ è G−.

Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äîñòèãàåòñÿ

ïðè äðóãîì ðàñïðåäåëåíèè ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé â ïðÿìîì è îáðàòíîì

íàïðàâëåíèè. Íàïðèìåð, òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.4.36.

Ðèñóíîê 4.36 � Ðàñïðåäåëåíèå ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ

ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Ïîñêîëüêó äëÿ G+ è G− äåéñòâóåò óñëîâèå íåóáûâàþùåé ìàãíèòíî-

ñòè, òî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G+ îñòàëñÿ ïðåæíèì (òàêèì æå êàê

â ñåòè G+ íà ðèñ.4.35), à â ñåòè G− ìîæíî ïðîïóñòèòü ïîòîê áîëüøåé âå-

ëè÷èíû, ÷åì â ñåòè G− íà ðèñ.4.35. Âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ äëÿ

ñåòåé íà ðèñ.4.35 ðàâíû v∗+ = 7 è v∗− = 13. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v∗0 = 20 è

âûïîëíÿåòñÿ v′+ < v′− ≤ v∗0 ≤ v∗.

Äàëåå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Îáðàòíîé σ-ðàçíîñòüþ ñåòåé G1 è G2 áóäåì

íàçûâàòü ñåòü [G1\σG2]oδ, ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòè÷íûì ãðàôîì G1, òàêóþ,

÷òî äëÿ ëþáîãî ïóòè µ â ñåòè G2, åãî îáðàòíàÿ îðèåíòàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ

ïóòåì â ñåòè E.
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Ñåòü [G1\σG2]oδ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî àëãî-

ðèòìà.

Àëãîðèòì 4.5 (Ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé σ-ðàçíîñòè äâóõ ñåòåé).

Øàã 1. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé ïóòü µ â ñåòè G2 òàêîé, ÷òî åãî

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü c(µ) áîëüøå íóëÿ.

Øàã 2. Íàõîäèì åãî îáðàòíóþ îðèåíòàöèþ (ïóòü µ′) â ñåòè G1.

Åñëè µ′ ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, òî â ñåòè G1 ïîëàãàåì

c(u) := c(u)− c(µ) ∀u ∈ µ′.
Øàã 3. Äëÿ ñåòè G2 âûïîëíÿåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ: c(u) := c(u)−

c(µ) ∀u ∈ µ.
Øàã 4. Åñëè â ñåòè G2 ñóùåñòâóåò ïóòü íåíóëåâîé ïðîïóñêíîé ñïî-

ñîáíîñòè, òî âîçâðàò íà øàã 1. Èíà÷å ïîëó÷åííàÿ ñåòü G1, ïîñëå óäà-

ëåíèÿ äóã ñ íóëåâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ è èçîëèðîâàííûõ âåðøèí,

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé σ-ðàçíîñòüþ èñõîäíûõ ñåòåé G1 è G2.

Ïðèìåð 4.14.

Ðàññìîòðèì ñåòè G1 è G2 íà ðèñ.4.37.

Ðèñóíîê 4.37 � Ñåòè G1 è G2.

Íàéä¼ì îáðàòíóþ σ-ðàçíîñòü E = [G1\σG2]oδ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà

4.5. Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ.4.38.
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Ðèñóíîê 4.38 � Ñåòü E � îáðàòíàÿ σ-ðàçíîñòü ñåòåé G1 è G2.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèè âåëè÷èí c+(u) è c−(u)

ïðè óñëîâèè (4.8) áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïîäõîäîì. Ïðè ýòîì, äëÿ

îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ ≥ 1.

1. Íàéä¼ì âåëè÷èíû v′+ è v′−.

2. Ïîñòðîèì ñëåäóþùèå îáðàòíûå σ-ðàçíîñòè ñåòåé G′+ è G′−:

H+ = [G′+\σG′−]oδ è H− = [G′−\σG′+]oδ.

3. Íàéä¼ì âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ â ñåòÿõ H+ è H−: âåëè÷èíû

v∗(H+) è v∗(H−) ñîîòâåòñòâåííî.

Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî v′+ − v∗(H+) = v′− − v∗(H−) = vcm è v∗0 =

v′+ + v∗(H−) = v′− + v∗(H+). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñè-

ìàëüíîãî ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ñóììà

âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ïðÿìîãî ïîòîêà (ïîòîêà îáðàòíîé

ñâÿçè) è âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàòíîé

σ�ðàçíîñòüþ [G′−\σG′+]oδ ([G
′
+\σG′−]oδ).

4. Ïîëîæèì âåëè÷èíó ξ = min
{
v′+
δ , v

′
−,

v∗0
δ+1

}
. Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:

à) ïóñòü ξ =
v′+
δ , òîãäà â èñõîäíîé ñåòè G âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî

ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ðàâíà v∗0 = v′+ + ξ (÷òî ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà

ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ â ñåòè G áåç óñëîâèÿ (4.8)). Çíà-

÷èò, ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü îò ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ðàâíà t∗ = t++t′−,

ãäå t+ � âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè â ñåòè G′+ îò ìàêñèìàëüíîãî ïî-

òîêà F ∗+, à t
′
− � âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè îò ïîòîêà âåëè÷èíû ξ
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â ñåòè H− = [G′−\σH∗+]oδ, ãäå H
∗
+ � ýòî ñåòü G′+, äëÿ êîòîðîé ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè u ðàâíà c+(u) = F ∗+(u).

á) ïóñòü ξ = v′−, òîãäà â èñõîäíîé ñåòè G âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî

ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ðàâíà v∗0 = v′− + δ · ξ (÷òî ìåíüøå ëèáî ðàâíî

âåëè÷èíå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ â ñåòè G áåç óñëîâèÿ

(4.8)). Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü îò ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ðàâíà

t∗ = t− + t′+, ãäå t− � âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè â ñåòè G′− îò ìàê-

ñèìàëüíîãî ïîòîêà F ∗−, à t
′
+ � âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè îò ïîòîêà

âåëè÷èíû δ · ξ â ñåòè H+ = [G′+\σH∗−]oδ, ãäå H
∗
− � ýòî ñåòü G′−, äëÿ êîòîðîé

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè u ðàâíà c−(u) = F ∗−(u).

â) ïóñòü ξ = v∗0
δ+1 . Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ñâÿçè (4.8) íå âëèÿåò íà âåëè-

÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ

ñëó÷àåâ). Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü â ñåòè G îò ïîòîêà ñ îáðàòíîé

ñâÿçüþ ðàâíà t∗ = t+ + t′− = t−+ t′+, ãäå t+ è t− � âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîé

ïðèáûëè ñîîòâåòñòâåííî â ñåòÿõ G′+ è G′− îò ñîîòâåñòâóþùèõ ìàêñèìàëü-

íûõ ïîòîêîâ, à t′+ è t′− � âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè ñîîòâåòñòâåííî

â ñåòÿõ H+ è H− îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ.

Çàìå÷àíèå 4.2. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìû ïîëó-

÷èëè ñîîòíîøåíèå äëÿ âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ñ îáðàòíîé ñâÿ-

çüþ:

v∗0 = v′+ + v∗(H−) = v′− + v∗(H+)

Çàìå÷àíèå 4.3. Âñå ðàññóæäåíèÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è ïðîâåäåíû äëÿ δ ≥ 1. Ðåøåíèå ïðè 0 < δ < 1 àíàëîãè÷íî, åñëè

îáîçíà÷èòü G′+ = G′−, à G
′
− = G′+.

4.5.4 Î âëèÿíèè îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü íà ìàêñè-

ìàëüíóþ ïðèáûëü ñåòè

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîé ïðè-

áûëè â ñåòÿõ ñ óñëîâÿìè ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè.

Ïðèìåð 4.15.
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Ðàññìîòðèì ãðàô G1 ñ óñëîâèåì ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ïîêàçàí-

íûé íà ðèñ.4.39. Çäåñü ïîä÷åðêíóòûå ÷èñëà îáîçíà÷àþò âåðøèíû, ðÿäîì

ñêàæäîé äóãîé óêàçàíû ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü è óäåëüíàÿ ïðèáûëü ýòîé

äóãè � îáâåäåííûå è îáâåäåííûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, âûäå-

ëåííûå äóãè ÿâëÿþòñÿ ìàãíèòíûìè.

Ðèñóíîê 4.39 � Ãðàô G1.

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G1 ðàâíà 21 áåç óñëîâèÿ ìàã-

íèòíîñòè, 17 ïðè ëþáîì èç ðàññìîòðåííûõ âèäîâ ìàãíèòíîñòè äëÿ k = 1.

Ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü îò ïîòîêà âåëè÷èíû v∗ = 14 ðàâíà:

� 182 áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè,

� 180 ïðè ëþáîì èç ðàññìîòðåííûõ âèäîâ ìàãíèòíîñòè äëÿ k = 1.

Ïðè ýòîì âàðèàíòû íàñûùåíèÿ äóã ñåòè ïîòîêàìè ïîêàçàíî íà ðèñ.

4.40à�á (íà ðèñ.4.40a áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè).

Ðèñóíîê 4.40 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G1 ïðè óñëîâèè ìàãíèòíîñòè è áåç

óñëîâèé íà ïðîõîæäåíèå.

Â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè ñëàáî âëèÿåò íà âå-

ëè÷èíó ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè ñåòè. Ïðè÷¼ì, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî
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âûáîðà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà äóã (ò.å. êàê áû íå áûëè âûáðàíû ¾ìàãíèò-

íîå¿ è ¾íåìàãíèòíîå¿ ìíîæåñòâà äóã, ïðèáûëü ñåòè ïðè óñëîâèè ìàãíèòíîé

äîñòèæèìîñòè íå áóäåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ïðèáûëè ýòîé æå ñåòè

áåç îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü).

Ïðèìåð 4.16.

Ðàññìîòðèì ãðàô G2 ñ óñëîâèåì ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè íà ðèñ.4.41.

Ðèñóíîê 4.41 � Ãðàô G2.

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G2 ðàâíà 9 áåç îãðàíè÷åíèé íà

äîñòèæèìîñòü, ðàâíà 3 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 1,

ðàâíà 6 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 2 è ðàâíà 9 ïðè

óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k > 2.

Ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü ñåòè îò ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà:

� 102 áåç îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü,

� 29 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 1,

� 68 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 2.

Ïðè ýòîì âàðèàíòû íàñûùåíèÿ äóã ñåòè ïîòîêàìè ïîêàçàíî íà ðèñ.

4.42à-á ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè.

Ðèñóíîê 4.42 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G2 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé

ìàãíèòíîñòè: à) ïðè k = 2, á) ïðè k = 1.
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Â ýòîì ñëó÷àå, óñëîâèå íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 1, 2 ñó-

ùåñòâåííî óìåíüøàåò âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è, êàê ñëåäñòâèå,

ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ è ïðèáûëü ñåòè.

Ïðèìåð 4.17.

Ðàññìîòðèì ãðàô G3 ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ íà ðèñ.4.43.

Ðèñóíîê 4.43 � Ãðàô G3.

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G3 ðàâíà 20 áåç óñëîâèÿ ìàã-

íèòíîñòè, ðàâíà 12 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè äëÿ k = 1,

ðàâíà 6 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 2 è ðàâíà 20 ïðè

óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k > 2.

Ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü ñåòè G3 îò ïîòîêà âåëè÷èíû 11 ðàâíà:

� 89 áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè,

� 75 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 1, 2.

Ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü ñåòè G3 îò ïîòîêà âåëè÷èíû 7 ðàâíà:

� 61 áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè,

� 51 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 1, 2.

Ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü ñåòè G3 îò ïîòîêà âåëè÷èíû 4 ðàâíà:

� 36 áåç óñëîâèÿ ìàãíèòíîñòè,

� 30 ïðè óñëîâèè íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïðè k = 1, 2.

Çàìå÷àíèå 4.4. Ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå

ãðàôà ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû èñêîìîãî ïîòîêà ðàçíèöà ìåæäó ïðèáû-

ëüþ ñåòè ñ óñëîâèåì ìàãíèòíîñòè è áåç íåãî óìåíüøàåòñÿ.
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4.6 Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòÿõ ñ óñëî-
âèÿìè ðàñïðåäåëåíèèÿ ïîòîêà

Ñðåäè áîëüøîãî ÷èñëà ñòàòåé, èçó÷àþùèõ ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè ïî-

òîêîâûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [18], [23]�[27], [70], [71], [73]�[75], [102]�[121],

[124]�[139]) îñîáåííî âûäåëèì ðàáîòó À.È. Åðçèíà è È.È. Òàõîíîâà ¾Çàäà-

÷à ïîèñêà ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîòîêà¿ [14], â êîòîðîé ðàññìîòðåíà ìîäåëü

ïðîèçâîëüíîé îðèåíòèðîâàííîé ñåòè ñ íåîãðàíè÷åííûìè ïðîïóñêíûìè ñïî-

ñîáíîñòÿìè äóã, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîé ïðîèçâîäèò íåêîòîðûé ïîòîê

ðåñóðñà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ äèñêðåòíî è íà ëþáîì âðåìåííîì øà-

ãå êàæäàÿ âåðøèíà ðàñïðåäåëÿåò ïðèøåäøèé â íåå ïîòîê ïî èñõîäÿùèì

äóãàì â çàäàííîé ïðîïîðöèè. Ïîòîê, ïðèøåäøèé â êàæäóþ âåðøèíó-ñòîê,

ïîãëîùàåòñÿ ïîëíîñòüþ. Â ñòàòüå [14] äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäàÿ

èç âåðøèí ãðàôà ñâÿçàíà ïóòåì ñî ñòîêîì, ïðè ëþáîì íàáîðå âåëè÷èí ïðî-

èçâîäèìîãî â âåðøèíàõ ïîòîêà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ¾ñáàëàíñèðîâàí-

íûé¿ ïîòîê. Òàêæå ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ïðåäåëüíîãî ïîòîêà.

Ïîõîæèå ìîäåëè, à èìåííî äèíàìè÷åñêèå ãðàôîâûå ìîäåëè ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ ðåñóðñà, íàçâàííûå àâòîðàìè ðåñóðñíûìè ñåòÿìè, ðàññìîòðåíû

â ðàáîòàõ Î.Ï. Êóçíåöîâà è Ë.Þ.Æèëÿêîâîé (ñì., íàïðèìåð, [49]). Ðåñóðñ-

íàÿ ñåòü � ýòî ñåòü, äëÿ êàæäîé äóãè êîòîðîé óêàçàíà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-

íîñòü, à äëÿ êàæäîé âåðøèíû � âåëè÷èíà íàõîäÿùåãîñÿ â íåé ðåñóðñà. Â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðåñóðñ êàæäîé âåðøèíû ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæ-

äó ñìåæíûìè ñ íåé âåðøèíàìè ïî íåêîòîðûì ïðàâèëàì, ïðè ýòîì â ñåòè

äåéñòâóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ðåñóðñà, ò.å. ðåñóðñ íå èñ÷åçàåò è íå äîáàâ-

ëÿåòñÿ èçâíå. Ïîñêîëüêó ðåñóðñ ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó âåðøèíàìè â

íåêîòîðîé ïðîïîðöèè, òî ïðè íàëè÷èè òàê íàçûâàåìûõ âåðøèí-ïðè¼ìíèêîâ

ðåñóðñà è âåðøèí-èñòî÷íèêîâ ðåñóðñà çàäà÷à ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ðåñóðñà, ñõîæà êàê ñ çàäà÷åé ïîèñêà ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîòîêà â ñòàòüå

[14], òàê è ñ çàäà÷àìè î ðàñïðåäåëåíèè ïîòîêà, ðàññìîòðåííûìè â äàííîé

ðàáîòå.

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ïðî-

èçâîëüíîé îðèåíòèðîâàííîé ñåòè, äëÿ êàæäîé äóãè êîòîðîé âìåñòå ñ ïðî-
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ïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ çàäàíà âòîðàÿ âåëè÷èíà � äîëÿ ïðèõîäÿùåãî â å¼

íà÷àëüíóþ âåðøèíó ïîòîêà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïðîïóùåíà ïî ýòîé äó-

ãå. Â ðàáîòå [27] îòìå÷åíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå â ñåòè çàäàíî íåêîòîðîå

ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêà. Ïîêàçàíî, ÷òî äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîòîêîâ çàäàííîé âåëè÷èíû, çàäàíèå äîëåé ïîòîêà äëÿ

âñåõ äóã ôèêñèðóåò åäèíñòâåííûé ïîòîê óêàçàííîé âåëè÷èíû.

Ðàññìîòðåíû äâà âèäà òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà: æ¼ñòêîå è íåæ¼ñò-

êîå. Â ñëó÷àå æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèõîäÿùèé â íåêîòîðóþ âåðøèíó

ïîòîê ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî âûõîäÿùèì äóãàì ñòðîãî â óêàçàííûõ äëÿ äóã

äîëÿõ. Â ñëó÷àå íåæ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèõîäÿùèé â íåêîòîðóþ âåð-

øèíó ïîòîê ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî âûõîäÿùèì äóãàì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

äîëåâàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âåëè÷èí ïîòîêà âûïîëíÿëàñü òîëüêî äëÿ òåõ

äóã, íà êîòîðûõ ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ïîòîêà ìåíüøå ïðîïóñêíîé ñïîñîá-

íîñòè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåæ¼ñòêî ðàñïðåäå-

ë¼ííûé ïîòîê ïðèõîäÿùèé â íåêîòîðóþ âåðøèíó ìîæíî ¾ïðîäàâèòü¿ ïî

âûõîäÿùèì äóãàì ïîìèìî òîãî, ÷òî ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ âåðøèíó ïðè

óñëîâèè æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êëþ÷åâûì è ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì îò ñåòåé, ðàññìîòðåííûõ â ðà-

áîòå [14], ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé âñåõ äóã ñå-

òè. Òàêèì îáðàçîì, íå âåñü âîçìîæíûé ïîòîê, ïðèõîäÿùèé èç èñòî÷íèêà

â íåêîòîðóþ âåðøèíó ìîæåò áûòü ðàñïðåäåë¼í ïî âûõîäÿùèì èç íå¼ äó-

ãàì â óêàçàííûõ äîëÿõ, ÷òî ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ

çàäà÷. È õîòÿ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì æ¼ñòêî ðàñïðå-

äåë¼ííîì ïîòîêå ðàññìàòðèâàòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñõîæèå ñ ñèñòåìàìè

â [14], äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé (òåîðåìû 4.8 è 4.9) è

îáîñíîâàíèÿ ïðèâåä¼ííîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî æ¼ñòêî

ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîòîêà ïîòðåáîâàëîñü äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî îäíîçíà÷íîé

ðàçðåøèìîñòè ïîñòðîåííûõ ñèñòåì.

4.6.1 Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïîòîêà

Ðàññìîòðèì ñåòü G(X,U, f) � ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ äâó-
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ìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè: èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t � òàêóþ, ÷òî äëÿ

êàæäîé å¼ äóãè u ∈ U çàäàíû äâå âåëè÷èíû: ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü c(u)

è äîëÿ p(u) ïðîõîæäåíèÿ ïî íåé ïîòîêà, ïðèõîäÿùåãî â íà÷àëüíóþ âåð-

øèíó äóãè u (ñì. [27], [74]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (u) âåëè÷èíó ïîòîêà F ,

ïðîõîäÿùåãî ïî äóãå u.

ßñíî, ÷òî äëÿ âåëè÷èí p(u), c(u) è F (u) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âû-

ðàæåíèÿ ([24], [27], [74]):

∑
u∈[x]+

p(u) = 1, ∀x 6= t;∑
u∈[x]−

F (u)−
∑

u∈[x]+
F (u) = 0,∀x 6= s, t;

0 ≤ F (u) ≤ c(u), ∀u ∈ U.

. (4.9)

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ïîòîê F â ñåòè G áóäåì íàçûâàòü æ¼ñòêî

ðàñïðåäåë¼ííûì, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ( 4.9), è âå-

ëè÷èíû ïðîïóñêàåìîãî ïî äóãàì ïîòîêà ïðîïîðöèîíàëüíû äîëÿì ïîòîêà,

ïðîõîäÿùåãî ïî ýòèì äóãàì, ò.å.

F (ui) · p(uj) = F (uj) · p(ui), ∀ui, uj ∈ [x]+, ∀x ∈ X \ {t}. (4.10)

Îïðåäåëåíèå 4.17. Ñåòè, äëÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî

ïîòîêè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ( 4.9) è ( 4.10) áóäåì íàçûâàòü ñåòÿ-

ìè ñ æ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïîòîêà.

Ïðèìåð 4.18.

Ðàññìîòðèì ñåòü G ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà íà ðèñ.

4.44, ïðè ýòîì âåëè÷èíû c(u), p(u) è îäèí èç âàðèàíòîâ äîïóñòèìîãî ïîòîêà

F äëÿ äóã ñåòè G ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

s �
�
��

�
��
�*

u1

1

-
u2

HHH
HHH

HHj

u7

tQ
Q
Q
Q
Qs

u3

2
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��
��

��
��1

u4
-

u5 3
�
�
�
�
�3

u6

Ðèñóíîê 4.44 � Îðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü G ñ óñëîâèåì

æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà.
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Òàáëèöà 1. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè, äîëè è âåëè÷èíû ïîòîêà íà äóãàõ ñåòè G.

u p(u) c(u) F (u)

u1
1
5 20 81

3

u2
3
5 25 25

u3
1
5 40 81

3

u4
7
10 15 55

6

u5
3
10 8 21

2

u6 1 3 21
2

u7 1 10 81
3

Äëÿ âåëè÷èí, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 1, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.9).

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (4.10) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ:

1
5 : 3

5 = 81
3 : 25; 1

5 : 1
5 = 81

3 : 81
3 ;

3
5 : 1

5 = 25 : 81
3 ;

7
10 : 3

10 = 55
6 : 21

2 .

4.6.2 Íåòðèâèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàê-

ñèìàëüíîãî æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîòîêà

Ïîñêîëüêó íóëåâîé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííûì, òî ðàñ-

ñìîòðèì âîïðîñ î íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàê-

ñèìàëüíîãî æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîòîêà â ñåòè G ñ âûäåëåííûìè èñ-

òî÷íèêîì s è ñòîêîì t.

Îïðåäåëåíèå 4.18. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà x îõâàòûâàåòñÿ

èñòî÷íèêîì s, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç s â x. Òàêæå áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî âåðøèíà x îõâàòûâàåòñÿ ñòîêîì t, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç x â t.

Ìíîæåñòâà âñåõ íå îõâàòûâàåìûõ èñòî÷íèêîì è ñòîêîì âåðøèí áóäåì

ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷àòü Ys è Yt.

Îïðåäåëåíèå 4.19. Ñåòü G ñ âûäåëåííûìè èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì

t áóäåì íàçûâàòü s-îõâàòûâàåìîé, åñëè Ys = ∅.

Îïðåäåëåíèå 4.20. Ñåòü G ñ âûäåëåííûìè èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì

t áóäåì íàçûâàòü t-îõâàòûâàåìîé, åñëè Yt = ∅.

Ðàññìîòðèì âñå âàðèàíòû îõâàòûâàåìîñòè ñåòåé.
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1. Äëÿ ñåòè, ÿâëÿþùåéñÿ îäíîâðåìåííî è s-îõâàòûâàåìîé, è t-îõâà-

òûâàåìîé, äàëåå áóäåò ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî íåíóëåâîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîòî-

êà.

2. Äëÿ ñåòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ s-îõâàòûâàåìîé è íå ÿâëÿåòñÿ t-îõâà-

òûâàåìîé, ëåãêî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííî âîçìîæíîãî æ¼ñòêî

ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîòîêà � íóëåâîãî ïîòîêà.

3. Äëÿ ñåòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ t-îõâàòûâàåìîé è íå ÿâëÿåòñÿ s-îõâà-

òûâàåìîé ðàññìîòðèì ïîäñåòü G′, ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì âåðøèí Y ′ =

X \ Ys. Åñëè ñòîê t íå ïðèíàäëåæèò ñåòè G′, òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ æ¼ñò-

êî ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîòîêà èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó

íåò íè îäíîãî ïóòè èç èñòî÷íèêà â ñòîê (ñì. [27], [74]). Åñëè æå ñòîê t

ïðèíàäëåæèò ñåòè G′, òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî æ¼ñòêî ðàñ-

ïðåäåë¼ííîãî ïîòîêà â ñåòè G ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ñåòè G′,

êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, íåòðèâèàëüíî ðàçðåøèìà ïî âàðèàíòó 1. Ðåøåíèå

â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ Ys ïîëîæèòü F (u) = 0 äëÿ êàæäîé äóãè

u ∈ [x]+;

á) äëÿ êàæäîé x ∈ X \ Ys ïîëîæèòü F (u) = F ′(u) äëÿ êàæäîé äóãè

u ∈ [x]+, ãäå F ′ � ðåøåíèå çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííîì

ïîòîêå â ñåòè G′.

4. Äëÿ ñåòè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ t�îõâàòûâàåìîé è íå ÿâëÿåòñÿ s�îõ-

âàòûâàåìîé, åñëè Yt ⊂ Ys, òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó âàðèàíòó çàäà÷à

íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîòîêà â ñåòè G ñâî-

äèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ñåòè G′, êîòîðàÿ íåòðèâèàëüíî ðàçðåøèìà

ïî âàðèàíòó 1. Åñëè æå Yt 6⊂ Ys, òî äëÿ ïîäñåòè G
′ èìååò ìåñòî âòîðîé âàðè-

àíò îõâàòûâàåìîñòè, ò.å. â ñåòè G′, à ñëåäîâàòåëüíî, è â ñåòè G ñóùåñòâóåò

òîëüêî íóëåâîé æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííûé ïîòîê.

4.6.3 Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííîì ïîòîêå

Ðàññìîòðèì äëÿ ñåòè G(X,U, f) ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîòîêà çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå. Çäåñü è äàëåå ìû ïîëàãàåì, ÷òî ñåòü
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G ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è s-îõâàòûâàåìîé, è t-îõâàòûâàåìîé.

Ïðè ââåäåíèè óñëîâèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà, ïðèìåíåíèå êëàññè÷å-

ñêèõ àëãîðèòìîâ íå äà¼ò ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó â êëàñ-

ñè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ èñõîäÿùèå èç âåðøèíû ïîòîêè íå ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, ñîãëàñ-

íî êîòîðîìó ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ æ¼ñòêîå ðàñïðå-

äåëåíèå ïîòîêà â ñåòè. Òàêóþ ñèñòåìó áóäåì ñòðîèòü â òðè ýòàïà:

Ýòàï 1. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x 6= s, t ñåòè G ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ

äâóõ âèäîâ:

p(u) ·
∑
v∈[x]+

F (v)− F (u) = 0, ∀u ∈ [x]+ \ wx, (4.11)

p(wx) ·
∑
v∈[x]−

F (v)− F (wx) = 0. (4.12)

Â îáîèõ ðàâåíñòâàõ wx � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî îäíà è òà

æå) äóãà èç ìíîæåñòâà [x]+.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñîñòàâëÿòü óðàâíåíèÿ âèäà (4.11) äëÿ âñåõ äóã âåð-

øèíû x, òî îäíî èç íèõ îáÿçàòåëüíî áóäåò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëü-

íûõ. Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà áóäåò èçáûòî÷íà. Òàêèì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ

îäíà äóãà wx äëÿ êîòîðîé íå ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèé âèäà (4.11). Àíàëî-

ãè÷íî äëÿ óðàâíåíèé âèäà (4.12) � åñëè âçÿòü áîëåå îäíîãî óðàâíåíèÿ, òî

ñíîâà ïîëó÷èì èçáûòî÷íóþ ñèñòåìó.

Ýòàï 2. Äëÿ âåðøèíû s ñîñòàâèì ëèøü óðàâíåíèÿ ïåðâîãî âèäà (4.11),

ïîñêîëüêó âõîäÿùèõ â âåðøèíó äóã íåò. Äëÿ âåðøèíû t, òàê êàê íåò èñõî-

äÿùèõ äóã, óðàâíåíèé ñîñòàâëåíî íå áóäåò.

Çàìå÷àíèå 4.5. Óðàâíåíèÿ ( 4.11) (ïåðâîãî âèäà) îáåñïå÷èâàþò âû-

ïîëíåíèå ðàâåíñòâà ( 4.10). Óðàâíåíèÿ ( 4.12) (âòîðîãî âèäà) ñâÿçûâàþò

âåëè÷èíó âõîäÿùåãî â âåðøèíó x ïîòîêà ñ âåëè÷èíîé ïîòîêà, èñõîäÿùåãî

èç ýòîé âåðøèíû, òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàÿ âûïîëíåíèå âòîðîãî ñîîò-

íîøåíèÿ â óñëîâèÿõ ( 4.9).

Ýòàï 3. Ê óðàâíåíèÿì, ïîëó÷åííûì íà ýòàïàõ 1 è 2, äîáàâèì óðàâíåíèå

âèäà F (w) = a, ãäå a ∈ R+ è w � ïðîèçâîëüíàÿ äóãà ñåòè G. Òàêèì
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îáðàçîì, ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.13).
p(u) ·

∑
v∈[x]+

F (v)− F (u) = 0, ∀x ∈ X \ {t}, ∀u ∈ [x]+ \ {wx};

p(wx) ·
∑

v∈[x]−
F (v)− F (wx) = 0, ∀x ∈ X \ {s, t};

F (w) = a.

(4.13)

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (4.13) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 4.6. Ìíîæåñòâî óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî âèäà îáåñ-

ïå÷èâàþò ñâÿçü âåëè÷èí ïîòîêîâ íà äóãàõ òîëüêî äëÿ òåõ ñåòåé, êîòî-

ðûå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è s-îõâàòûâàåìîé, è t-îõâàòûâàåìîé. Åñëè

æå ýòî íå òàê, òî íå âñå âåëè÷èíû ïîòîêîâ íà äóãàõ áóäóò ñâÿçàíû

óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî âèäà. Â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ( 4.13) ìîæåò áûòü è ïóñòûì.

Çàôèêñèðóåì íóìåðàöèè âî ìíîæåñòâàõ âåðøèí è äóã:X = {x1, x2, . . . ,

xn−1, xn} è U = {u1, u2, . . . , um}. Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m = |U |.
Òàêæå äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî s = x1 è t = xn. Îñíîâíóþ

ìàòðèöó ñèñòåìû (4.13) îáîçíà÷èì ÷åðåç A.

Ðàçîáü¼ì âñ¼ ìíîæåñòâî âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû A íà ïîäìíîæåñòâà

gi, i ∈ [1;n+ 1]Z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ê êàæäîìó gi îòíåñ¼ì òå ñòðîêè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âñåì óðàâ-

íåíèÿì ïåðâîãî âèäà, ïîñòðîåííûì äëÿ âåðøèíû xi;

� ê ïîäìíîæåñòâó gn îòíåñåì ñòðîêè ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå

óðàâíåíèÿì âòîðîãî âèäà;

� â ïîäìíîæåñòâå gn+1 áóäåò òîëüêî îäíà ñòðîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ F (w) = a.

Ëåììà 4.2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ gi ëèíåéíî íåçàâèñèìà äëÿ âñåõ çíà-

÷åíèé i ∈ [1;n− 1]Z.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Âèä ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîð-ñòðîê ìíîæåñòâà

gi òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû z = {zj}|gi|j=1 è y = {yj}|gi|j=1 èç gi (y 6= z)

âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

1. Åñëè zj = −1, òî yj 6= −1, ∀ j ∈ [1; |gi|]Z ;
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2. zj 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà yj 6= 0, ∀ j ∈ [1; |gi|]Z .
Ðàññìîòðèì B � ìàòðèöó, âåêòîð-ñòðîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåí-

òàìè ìíîæåñòâà gi. Ïî [54], ñèñòåìà âåêòîð-ñòðîê gi ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû B ðàâåí êîëè÷åñòâó ñòðîê

(rankB = |gi|).
Íàéäåì ðàíã ìàòðèöû B.

Òàê êàê äëÿ âñåõ âåêòîð-ñòðîê gi âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.10), òî ðàñ-

ñìîòðèì ìàòðèöó B′, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû B èñêëþ÷åíèåì ñòîëáöîâ,

ñîäåðæàùèõ òîëüêî íóëåâûå ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì ðàíã ìàòðèöû B′ ðàâåí

ðàíãó ìàòðèöû B.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû B′ íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà

ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, rankB = rankB′ ≤ |gi|. Äëÿ íà-

õîæäåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû B′, ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç B′ ïî-

ëó÷èì ìàòðèöó ïðèâåäåííîãî âèäà (ñì. [54]).

Ðàññìîòðèì äâå âåêòîð-ñòðîêè ìàòðèöû B′: B′1 è B
′
k. Îíè èìåþò ñëå-

äóþùèé âèä:

B′1 = (α, α, . . . , α,−1, α, . . . , α, α, α, . . . , α);

B′k = (β, β, . . . , β, β, β, . . . , β,−1, β, . . . , β).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò, ðàâíûé ìèíóñ åäèíèöå, â ñòðîêå B′1 ñòî-

èò íà j�òîì ìåñòå. Âûïîëíèì ñëåäóþùåå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå:
1

|−1+αβ|(B
′
k + β · B′1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð-ñòðîêó B′′k , ñëåäóþùåãî

âèäà:

B′′k = (γ, . . . , γ, 0, γ, . . . , γ,−1, γ, . . . , γ), (4.14)

ãäå γ = β+αβ
|−1+αβ| . Îòìåòèì, ÷òî γ > 0.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî íà j�òîì ìåñòå â íîâîé ñòðîêå B′′k ïîëó÷èëè 0.

Êðîìå òîãî, ýëåìåíò, ðàâíûé ìèíóñ åäèíèöå, â íîâîé ñòðîêå ñòîèò íà òîì

æå ìåñòå, ÷òî è â ñòðîêå B′k.

Âûïîëíèì óêàçàííûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âñåõ k 6= 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó B′′ òàêóþ, ÷òî â j�òîì ñòîëáöå íà ïåðâîì

ìåñòå áóäåò ñòîÿòü ìèíóñ åäèíèöà, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ýòîãî ñòîëáöà

áóäóò ðàâíû íóëþ.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïèì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî ýëå-

ìåíòà, ðàâíîãî ìèíóñ åäèíèöå, â ñòðîêàõ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé è çàêàí÷èâàÿ

(|gi| − 1)�òîé ñòðîêîé.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîð-ñòðîêè âèäà (4.14) â ïîëó-

÷èâøåéñÿ âåêòîð-ñòðîêå îñòà¼òñÿ ýëåìåíò, ðàâíûé ìèíóñ åäèíèöå. Çíà÷èò,

íè íà îäíîì èç ýòàïîâ âûïîëíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ìàò-

ðèöå B′ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íóëåâàÿ ñòðîêà. Ïðè ýòîì ëþáûå äâå

ñòðîêè, ïîëó÷åííûå ïîñëå êàæäîé ñåðèè ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû, áóäóò

èìåòü ñëåäóþùèé âèä (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ áåç íàðó-

øåíèÿ óñëîâèÿ 1):

(−1, β, β, . . . , 0, . . . ) è (α,−1, α, . . . , 0, . . . ).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå (|gi|−1) âåêòîð-ñòðîê ñòàíóò ïðèâåä¼ííûìè, à

ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ íóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû

B′, à, çíà÷èò, è ðàíã ìàòðèöû B ðàâåí êîëè÷åñòâó ñòðîê â ñèñòåìå gi. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ gi ëèíåéíî íåçàâèñèìà ∀ i ∈ [1;n− 1]Z .

∆

Ëåììà 4.3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ
n−1⋃
i=1

gi ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî ïî ëåììå 4.2 êàæäàÿ ñèñòåìà gi ëè-

íåéíî íåçàâèñèìà è òîãî, ÷òî ëþáûå äâå âåêòîð-ñòðîêè, íå ïðèíàäëåæàùèå

îäíîé ñèñòåìå gi, ëèíåéíî íåçàâèñèìû (òàê êàê íåíóëåâûå ýëåìåíòû îäíîé

èç ýòèõ ñòðîê ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì ýëåìåíòàì äðóãîé è íàîáîðîò) ñëå-

äóåò, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ
n−1⋃
i=1

gi ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

∆

Ëåììà 4.4. Ñèñòåìà âåêòîðîâ gn ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿ-

þòñÿ âåêòîð-ñòðîêè ñèñòåìû gn. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû

B ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì åñëè èõ ðîâíî

äâà, òî îäèí èç íèõ îáÿçàòåëüíî ðàâåí ìèíóñ åäèíèöå.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.2,

èç ìàòðèöû B ïîëó÷èì ìàòðèöó B′ ïðèâåä¼ííîãî âèäà:
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Ïåðåñòàâèì ñòðîêè ìàòðèöû B òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â âåðõíåé ÷àñòè

ìàòðèöû îêàçàëèñü âñå ïðèâåä¼ííûå âåêòîð-ñòðîêè. Ðàññìîòðèì âåðõíþþ

èç íåïðèâåä¼ííûõ ñòðîê. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñòðîêà ñ íîìåðîì j. Ïîä

ýëåìåíòîì ýòîé ñòðîêè, ðàâíûì ìèíóñ åäèíèöå (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ñòîèò

íà i�òîì ìåñòå), íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, íå ðàâíûé íóëþ (îí òàêæå

íå ðàâåí è ìèíóñ åäèíèöå). Ïîëîæèì, ÷òî îí íàõîäèòñÿ â ñòðîêå Bk. Íî â

ñòðîêå Bk åñòü ìèíóñ åäèíèöà, íàä êîòîðîé â ñòðîêå Bj ñòîèò íóëü. Ýòî

ñëåäóåò èç ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (4.12).

Îáùèé âèä îïèñàííûõ ñòðîê:

Bj = (. . . ,−1, . . . , 0, . . . ), Bk = (. . . , a, . . . ,−1, . . . ).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû ñòðîê âûïîëíèì ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå Bk + a · Bj. Çàìåòèì, ÷òî íà i�òîì ìåñòå íîâîãî âåêòîðà B′k ñòîèò

íóëü, à ýëåìåíò, ðàâíûé ìèíóñ åäèíèöå, íå èçìåíèëñÿ.

Âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ

êàæäîé èç íåïðèâåä¼ííûõ âåêòîð-ñòðîê, ïîëó÷èì ìàòðèöó B′, â êîòîðîé

íåò íóëåâûõ ñòðîê (ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ïðåîáðàçîâàíèè âñå ýëåìåíòû,

ðàâíûå ìèíóñ åäèíèöå, ñîõðàíÿþòñÿ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû B′ ðàâåí êîëè÷åñòâó ñòðîê, à ò.ê.

rankB = rankB′, çíà÷èò, ñèñòåìà âåêòîðîâ gn ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

∆

Òåîðåìà 4.7. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ( 4.13) ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ a.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðåîáðàçóåì ìàòðè-

öó A, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìå (4.13), ê ïðèâåä¼ííîìó âèäó.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîð-ñòðîê g =
n−1⋃
i=1

gi. Ïî ëåììàì 4.2 è 4.3, ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà âåêòîð-ñòðîê ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ìàòðèöó A′ ïîëó÷åííóþ èç A ïðèâåäåíèåì ñòðîê ìíîæåñòâà g.

Îáîçíà÷èì ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âåêòîð-ñòðîê ÷åðåç g′.
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Â êàæäîé ñòðîêå ìíîæåñòâà g′ ïî ëåììå 4.2 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, ðàâ-

íûé ìèíóñ åäèíèöå è åù¼ ðîâíî îäèí ýëåìåíò íå ðàâíûé íóëþ, ïðè÷¼ì

äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ïðèâåä¼ííûõ âåêòîð-ñòðîê g′i ýëåìåíòû, íå ðàâíûå

íóëþ è ìèíóñ åäèíèöå ñòîÿò â îäíîì è òîì æå ñòîëáöå. Îáîçíà÷èì íîìåð

ýòîãî ñòîëáöà ÷åðåç li.

Ðàññìîòðèì ïàðó ñòðîê A′j ∈ g′i è A′k ∈ gn òàêóþ, ÷òî íàéäåòñÿ íîìåð
p, äëÿ êîòîðîãî A′jp = −1 è A′kp 6= 0. Ïðîèçâåäåì ñëåäóþùåå ýëåìåíòàðíîå

ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñòðîêè A′k:
1

|Bjli|
(A′k+A′kp ·A′j). Óêàçàííîå ýëåìåíòàðíîå

ïðåîáðàçîâàíèå òàêîâî, ÷òî â íîâîé âåêòîð-ñòðîêå A′k ýëåìåíò ñ íîìåðîì li

ðàâåí ìèíóñ åäèíèöå è åñòü åù¼ îäèí ýëåìåíò íå ðàâíûé íóëþ íà òîì æå

ñàìîì ìåñòå, ÷òî è â ñòàðîé ñòðîêå A′k äî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âûïîëíèì îïèñàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âñåõ âåêòîð-ñòðîê A′j êàæ-

äîãî èç ìíîæåñòâ g′i ∀ i ∈ [1, |gi|−1]Z . Â èòîãå âñå âåêòîð-ñòðîêè ìíîæåñòâà

g′∪g′n áóäóò îáëàäàòü ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (ñîãëàñíî ïðàâèëàì âûïîë-

íåííèÿ óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ëåììå 4.4):

� â êàæäîé âåêòîð-ñòðîêåA′j íàéä¼òñÿ ýëåìåíò, ðàâíûé ìèíóñ åäèíèöå;

� äëÿ êàæäîé ïàðû ñòðîê A′j è A
′
k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: ∀ i ∈ [1;m]Z

(A′ji = −1)⇒ (A′ki 6= −1);

� îáùåå êîëè÷åñòâî ìèíóñ åäèíèö â ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöå ðàâíî

m− 1.

Â ñèëó ïîëó÷åííûõ ñâîéñòâ ïðè ïîìîùè ìèíóñ åäèíèöû â âåêòîð-

ñòðîêå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû âñå îñ-

òàëüíûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû â òîì æå ñòîëáöå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Ïðî-

âîäÿ òàêèå èñêëþ÷åíèÿ äëÿ êàæäîé âåêòîð-ñòðîêè ìíîæåñòâà g′ ∪ g′n, ïî-
ëó÷èì ïðèâåäåííóþ ìàòðèöó A′′ ñ åäèíñòâåííûì ñòîëáöîì, ñîäåðæàùèì

íåíóëåâûå ýëåìåíòû íå ðàâíûå ìèíóñ åäèíèöå. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè îáî-

çíà÷èì íîìåð ýòîãî ñòîëáöà ÷åðåç p.

Äàëåå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
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1. Ýëåìåíò, íå ðàâíûé íóëþ â ïîñëåäíåé ñòðîêå (ýòî åäèíñòâåííûé

íåíóëåâîé ýëåìåíò âåêòîð-ñòðîêè), íàõîäèòñÿ òàêæå è â ñòîëáöå ñ íîìåðîì

p. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè ïîìîùè ýòîãî ýëåìåíòà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè èñêëþ÷èì âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû, ñòîÿùèõ âûøå íåãî â òîì æå

ñòîëáöå.

2. Ýëåìåíò, íå ðàâíûé íóëþ â ïîñëåäíåé ñòðîêå, íàõîäèòñÿ â ñòîëáöå

ñ íîìåðîì q 6= p. Â äàííîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð j, ÷òî A′′jq =

−1. Âûïîëíèì ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñòðîêè A′′j :
1
A′′jp

(A′′j +Am).

Â ïîëó÷åííîé ñòðîêå A′′j îñòàëñÿ åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò A′′jp =

1. Ïðè ïîìîùè ïîñëåäíåãî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èñêëþ÷èì

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñòîëáöà p.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê) äèàãî-

íàëüíóþ ìàòðèöó ðàçìåðà m × m. Ïî [54], ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåé òàêîé ìàòðèöå, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

∆

Äëÿ îäíîé è òîé æå ñåòè G ñ æ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïîòîêà ðàñ-

ñìîòðèì äâå ñèñòåìû âèäà (4.13), êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñëåäíèì

óðàâíåíèåì: F (u) = a1 � ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïåðâîé ñèñòåìû, F (u) = a2

� ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âòîðîé ñèñòåìû. Ïóñòü F1 è F2 � ñîîòâåòñòâåííî

ðåøåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ñèñòåìû âèäà (4.13).

Òåîðåìà 4.8. Åñëè a1 ≥ a2, òî äëÿ ëþáîé äóãè ui ñåòè G âûïîëíÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèå: F1(ui) ≥ F2(ui).

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ñèñòåìû (4.13) ñëåäóþùèì

îáðàçîì: F = (F (u1), . . . , F (um)), ãäå m = |U |.
Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.7 ïîáî÷íûì ðåçóëüòàòîì ïîëó÷åí ñëåäó-

þùèé îáùèé âèä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.13):

F = a ·


ξ1

...

ξm

 ,

ãäå ξi = 1, åñëè ui = u.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó F1(ui) = a1 · ξi, F2(ui) = a2 · ξi äëÿ âñåõ

çíà÷åíèé i ∈ [1;m]Z è a1 ≥ a2, ñëåäîâàòåëüíî, ∀ i ∈ [1;m]Z F1(ui) ≥
F2(ui).

∆

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G ñ

æ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïîòîêà ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè ñëå-

äóþùåãî àëãîðèòìà:

Àëãîðèòì 4.6.

Øàã 0. Ïîëîæèì V = ∅, V = U \ V .
Øàã 1. Âûáåðåì äóãó u ∈ V òàêóþ, ÷òî

c(u)

p(u)
= min

w∈V

c(w)

p(w)
.

Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ( 4.13), â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ èñ-

ïîëüçóÿ óðàâíåíèå F (u) = c(u).

Øàã 2. Âûïîëíÿåì ïðîâåðêó ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé

íà øàãå 1 ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êàæäîé äóãè w ∈ V è åñëè òðåòüå

ñîîòíîøåíèå óñëîâèé ( 4.9) âûïîëíÿåòñÿ, òî V := V
⋃
{w}.

Øàã 3. Åñëè V = U , òî ïîëó÷åííîå íà øàãå 1 ðåøåíèå ñèñòåìû

âèäà ( 4.13), ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïîòîêîì. Èíà÷å ïîëàãàåì V = U \ V è

âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.8 íà êàæäîé èòåðàöèè áóäåò ïîëó-

÷àòüñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (4.13) âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò

ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåì ýòàïå.

Åñëè æå íà øàãå 3 ïîëó÷èëè, ÷òî V = U , òî ïî òåîðåìå 4.8 èòîãîâîå

ðåøåíèå F ñèñòåìû âèäà (4.13) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì

æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííîì ïîòîêå â ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè G, ïîñêîëüêó âñå

ýëåìåíòû F óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó c(u) ≥ F (u) è, ïðè ýòîì, äëÿ äóãè

ïîñëåäíåé èç âçÿòûõ äóã u èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî F (u) = c(u).

Âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 4.6 îïðåäåëÿåòñÿ òðóäî¼ì-

êîñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èñ-

õîäÿ èç îáùåãî âèäà ñèñòåìû (4.13) è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.7 îãðàíè-
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÷åíà âåëè÷èíîé O(n · d3), ãäå n = |X|, d = max
x∈X
{deg x}. Â õóäøåì ñëó÷àå,

êîãäà ðàññìàòðèâàåìûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ

ñèñòåìû âèäà (4.13) îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé O(n4). Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñ-

ëèòåëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 4.6 â õóäøåì ñëó÷àå îãðàíè÷åíà âåëè-

÷èíîé O(n5).

Ïðèìåð 4.19.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ G, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 4.45.

s -u1

1
� u8�
�
�
�
�� 2

u2
@
@
@
@
@R

u4
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@
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�
��

u6

-u7 t

Ðèñóíîê 4.45 � Ñåòü G ñ æ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïîòîêà.

Äîëÿ ïîòîêà (p(u)) è ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü (c(u)) êàæäîé èç äóã

ñåòè G ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Äîëè ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî äóãàì è ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã ñåòè G.

u p(u) c(u)

u1 1 30

u2 0, 3 11

u3 0, 7 20

u4 0, 6 7

u5 0, 4 3

u6 1 22

u7 0, 8 10

u8 0, 2 8

Ïî äàííûì òàáëèöû 2 ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.15), àíàëîãè÷-

íóþ ñèñòåìå (4.13). Ñëåäóÿ àëãîðèòìó 4.6, ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû
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(4.15) ïîëîæèì óðàâíåíèå F (u5) = 3.

0, 4(F (u4) + F (u5))− F (u5) = 0;

0, 8(F (u7) + F (u8))− F (u7) = 0;

0, 3(F (u2) + F (u3))− F (u2) = 0;

0, 4F (u2)− F (u5) = 0;

0, 8(F (u4) + F (u6))− F (u7) = 0;

0, 3(F (u8) + F (u1))− F (u2) = 0;

F (u6)− F (u3) = 0;

F (u5) = 3.

(4.15)

Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.15) îáîçíà÷èì F1:

F1(u1) = 20, 6;F1(u2) = 7, 5;F1(u3) = 17, 5;F1(u4) = 4, 5;

F1(u5) = 3;F1(u6) = 17, 5;F1(u7) = 17, 6;F1(u8) = 4, 4.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì

ïîòîêå â ñåòè G ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó F1(u7) >

c(u7). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî V 6= U . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàåì V =

U \ V = {u7} è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 1 ê ñîñòàâëåíèþ è ðåøåíèþ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà (4.13).

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (4.15), çàìåíèâ å¼ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà óðàâ-

íåíèå F (u7) = 10. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îáîçíà÷èì F2 (çíà÷åíèÿ

ïðèâåäåíû ñ îêðóãëåíèåì äî âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé):

F2(u1) = 11, 7;F2(u2) = 4, 26;F2(u3) = 9, 94;F2(u4) = 2, 56;

F2(u5) = 1, 7;F2(u6) = 9, 94;F2(u7) = 10;F2(u8) = 2, 5.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïî-

òîêå â ñåòè G ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî

V = U .

Ïðåäñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé Fi â âèäå òàáëèöû 3.
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Òàáëèöà 3. Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà.

u c(u) F1(u) F2(u)

u1 30 20, 6 11, 7

u2 11 7, 5 4, 26

u3 20 17, 5 9, 94

u4 7 4, 5 2, 56

u5 3 3 1, 7

u6 22 17, 5 9, 94

u7 10 17, 6 10

u8 8 4, 4 2, 5

Ïî òàáëèöå 3 ëåãêî ïðîñëåæèâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå êàæäîé ñëåäóþùåé

ñèñòåìû (4.15) áëèæå ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè

G ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó â êàæäîì ñëåäóþùåì

ñòîëáöå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ïðè êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ òðåòüå ñîîòíîøå-

íèå óñëîâèé (4.9), ìåíüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì. Ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû

3 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ðàññìàòðèâàåìîé

ñåòè G, òàê êàê âñå ýëåìåíòû ýòîãî ñòîëáöà óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

c(u) ≥ F (u) è äëÿ äóãè u7 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî F (u7) = c(u7).

Çàìå÷àíèå 4.7. Èñõîäÿ èç âèäà îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ( 4.13),

óêàçàííîãî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.8, âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü

àëîãèòìà 4.6 ìîæåò áûòü óìåíüøåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøèâ îäíó ñè-

ñòåìó âèäà ( 4.13), êðîìå ñàìîãî ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷èì ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòü åãî ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñîêðàòèòü ÷èñëî ðåøåíèé

ñèñòåì âèäà ( 4.13) äî îäíîãî, ïîëüçóÿñü ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ ýëåìåí-

òîâ ðåøåíèÿ è òåì, ÷òî â èòîãå îäèí èç ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ äîëæåí

ñîâïàäàòü ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåé äóãè. Ïîñêîëü-

êó ïðèâåäåíèå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà ( 4.13) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èñ-

êîìîìó ðåøåíèþ íå áîëåå ÷åì çà O(n · m) (â ñëó÷àå ïëîòíîãî ãðàôà çà

O(n3)) îïåðàöèé, ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü ìîæåò

áûòü óìåíüøåíà äî O(n4).
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Ëåììà 4.5. Èçìåíÿÿ äîëè ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî äóãàì ñåòè G ñ

óñëîâèåì æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà, ìîæíî ïîëó÷èòü ìàêñèìàëü-

íûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíû ρ = ρ0, êîòîðàÿ ðàâíà íàèìåíüøåé èç

ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äóã ñåòè G.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì â ñåòè G ïóòü èç èñòî÷íèêà â ñòîê, ñî-

äåðæàùèé äóãó u0 : c(u0) = ρ0. Ïóñòü ýòîò ïóòü ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà äóã

U0 = {u0, u1, u2, . . . , um}. Âñåì äóãàì ýòîãî ïóòè íàçíà÷èì p(ui) = 1(i ∈
[1,m]). Âñåì îñòàëüíûì äóãàì ñåòè G íàçíà÷èì p(uj) = 0(uj ∈ U \ U0).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè åäèíñòâåííûé ïóòü èç èñòî÷íèêà â ñòîê,

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîòîðîãî îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñ-

òüþ äóãè u0. Òî åñòü, ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G ñ óñëîâèåì æ¼ñòêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ðàâåí ρ0.

∆

Ïóñòü ñåòü G′ îòëè÷àåòñÿ îò ñåòè G ëèøü òåì, ÷òî ó äóã ñåòè G′ íåò

õàðàêòåðèñòèêè p(u), òî åñòü G′ � îáû÷íàÿ ñåòü, ðàññìàòðèâàåìàÿ â áîëü-

øèíñòâå êëàññè÷åñêèõ ïîòîêîâûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [104], [116]). Îáî-

çíà÷èì âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G′ ÷åðåç ρ′.

Òåîðåìà 4.9. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ρ òàêîãî, ÷òî ρ0 ≤
ρ ≤ ρ′, ðàññòàíîâêîé äîëåé ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî äóãàì ñåòè G′, ìîæ-

íî ïîëó÷èòü, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G ñ óñëîâèåì

æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ñòàíåò ðàâíîé ÷èñëó ρ.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì â ñåòè G′ íåêîòîðûé ïîòîê (îáîçíà÷èì

åãî F ∗), âåëè÷èíà êîòîðîãî ðàâíà V . Ïðè ýòîì, ïîòîê F ∗ äîëæåí áûòü

òàêèì, ÷òî êàê ìèíèìóì äëÿ îäíîé äóãè u âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F ∗(u) =

c(u). Ïîòîê ñ ïðåäëîæåííûìè ñâîéñòâàìè âñåãäà ìîæåò áûòü ïîñòðîåí,

ïîñêîëüêó ρ ≥ ρ0 è â êà÷åñòâå äóãè u ìîæíî âçÿòü äóãó w òàêóþ, ÷òî

c(w) = ρ0.



�176�

Ïîëîæèì äîëè ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî äóãàì ñåòè G ïðîïîðöèîíàëü-

íûìè âåëè÷èíå ïîòîêà F ∗ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì äóãàì ñåòè G′, òî åñòü äëÿ

êàæäîé âåðøèíû x ∈ X \ {t} äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (4.10), è

ïîñêîëüêó âåëè÷èíà F ∗(u) èçâåñòíà äëÿ êàæäîé äóãè u ∈ U , çíà÷èò, äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî ìîæíî îïðåäåëèòü äîëè ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî äóãàì ñåòè

G.

Ïî òåîðåìå 4.7 ìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì â ïîëó÷åííîé ñåòè G ñ óñëîâè-

åì æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ ïîòîê F ∗, âåëè÷èíà êîòîðîãî

ðàâíà ρ.

∆

4.6.4 Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê íà ãðàôå ñ óñëîâèåì íåæ¼ñòêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà â ñåòè ìíî-

ãèå äóãè îñòàþòñÿ íå ïîëíîñòüþ íàñûùåííûìè.

Ïóñòü â ñåòè G = (X,U, f) çàäàí íåêîòîðûé ïîòîê F .

Îïðåäåëåíèå 4.21. Ïîòîê F áóäåì íàçûâàòü íåæ¼ñòêî ðàñïðåäå-

ë¼ííûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ( 4.9), è äëÿ êàæäîé âåðøèíû

x ∈ X \ {t} âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

F (ui) · p(uj) = F (uj) · p(ui) ∀ui, uj ∈ [x]+ \ [x]∗, (4.16)

ãäå [x]∗ = {u ∈ [x]+ | F (u) = c(u)}.

Îïðåäåëåíèå 4.22. Ñåòè, äëÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî

ïîòîêè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ( 4.9) è ( 4.16) áóäåì íàçûâàòü ñåòÿ-

ìè ñ íåæ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïîòîêà.

Ïðèâåä¼ì æàäíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñå-

òè c íåæ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Àëãîðèòì 4.7. Ðàññìîòðèì ñåòü G(X,U, f, c, p) c íåæ¼ñòêèì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì.

Øàã 0. Ïîëîæèì i = 0, F (u) = 0 ∀u ∈ U .
Øàã 1. Ïîñòðîèì ñåòü Gi(Xi, Ui, f |Ui, ci, pi), âåðøèíàìè êîòîðîé ÿâ-

ëÿþòñÿ âåðøèíû ñåòè G, à äóãàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî íå íàñûùåííûå äóãè
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u ñåòè G.

Øàã 2. Äëÿ äóã ñåòè Gi îïðåäåëèì ñîáñòâåííûå ïðîïóñêíûå ñïîñîá-

íîñòè è äîëè ïîòîêà ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî äóãàì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ Ui ci(u) = c(u)− F (u);

∀x ∈ X \ {t},∀u ∈ [x]+ ∩ Ui pi(u) =
p(u)∑

w∈[x]+∩Ui
p(w)

.

Øàã 3. Íàéäåì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè Gi ïðè óñëîâèè æ¼ñò-

êîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà. Îáîçíà÷èì åãî Fi, à åãî âåëè÷èíó � ρi.

Øàã 4. Óâåëè÷èì ïîòîê ïî äóãàì ñåòè G íà âåëè÷èíû Fi(u), ò.å.

äëÿ êàæäîé äóãè u ∈ Ui âûïîëíèì F (u) := F (u) + Fi(u).

Øàã 5. Åñëè ρi > 0, òî óâåëè÷èì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé i íà åäèíèöó

(i := i+ 1) è ïåðåéäåì ê øàãó 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåííûé ïîòîê F

â ñåòè G ñ÷èòàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Ïðèâåä¼ííûé àëãîðèòì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàõîäèò ìàêñèìàëü-

íûé ïîòîê â ñåòè ñ íåæ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì, îäíàêî, ñóùåñòâóþò òàêèå

ñåòè, äëÿ êîòîðûõ ïîòîê, ïîñòðîåííûé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà

4.7, íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 4.7 îïðåäåëÿåòñÿ òðóäî¼ì-

êîñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è â äàííîì

ñëó÷àå îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé O(m4), ãäå m = |U |.

Ïðèìåð 4.20.

Ðàññìîòðèì ñåòü G ñ íåæ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïîòîêà, èçîáðàæ¼í-

íóþ íà ðèñ. 4.46. Íàéäåì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G.
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Ðèñóíîê 4.46 � Ñåòü G ñ íåæ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïîòîêà.
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Äîëÿ ïîòîêà (p(u)) è ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü (c(u)) êàæäîé èç äóã

ñåòè G ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 4.

Òàáëèöà 4. Äîëè ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî äóãàì è ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã ñåòè G.

u p(u) c(u)

u1 1 20

u2 0, 2 5

u3 0, 8 8

u4 0, 5 4

u5 1 5

u6 0, 5 4

u7 0, 5 5

u8 0, 5 4

Èçíà÷àëüíî ïîëàãàåì i = 0, F (u) = F0(u) = 0 ∀u ∈ U è ñòðîèì ñåòü

G0 � äóáëèêàò ñåòè G.

Ðåøàÿ çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè G0 ïðè óñëîâèè æ¼ñòêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, íàõîäèì ïîòîê F0:

F0(u1) = 8;F0(u2) = 2;F0(u3) = 8;F0(u4) = 2;

F0(u5) = 2;F0(u6) = 4;F0(u7) = 2;F0(u8) = 4.

Óâåëè÷èâàåì ïîòîê ïî äóãàì ñåòè G íà âåëè÷èíû F0(u) è ïîñêîëüêó

âåëè÷èíà ïîëó÷åííîãî ïîòîêà ρ0 = 8 áîëüøå íóëÿ, òî ïåðåõîäèì íà øàã 1

ê ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè G1.

Äóãàìè ñåòèG1 ÿâëÿþòñÿ äóãè {u1, u2, u4, u5, u7} èñõîäíîé ñåòèG. Äëÿ
íèõ íàéäåì ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè è äîëè ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî íèì:

c1(u1) = 20− 8 = 12, p1(u1) = 1;

c1(u2) = 5− 2 = 3, p1(u2) =
0, 2

0, 2
= 1;

c1(u4) = 4− 2 = 2, p1(u4) =
0, 5

(0, 5 + 0, 5)
= 0, 5;

c1(u5) = 5− 2 = 3, p1(u5) = 1;

c1(u7) = 5− 2 = 3, p1(u7) =
0, 5

(0, 5 + 0, 5)
= 0, 5.
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Ðåøàÿ çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè G1 ïðè óñëîâèè æ¼ñòêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, íàõîäèì ïîòîê F1:

F1(u1) = 3;F1(u2) = 3;F1(u4) = 0;F1(u5) = 3;F1(u7) = 0.

Óâåëè÷èâàåì ïîòîê ïî äóãàì ñåòè G íà âåëè÷èíû F1(u) è ïîñêîëüêó

âåëè÷èíà ïîëó÷åííîãî ïîòîêà ρ1 = 3 áîëüøå íóëÿ, òî ïåðåõîäèì íà øàã 1

ê ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè G2.

Äóãàìè íîâîé ñåòè G2 ÿâëÿþòñÿ äóãè {u1, u4, u7}. Ïîñêîëüêó ñòîê t

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X−s (ò.å. íåò íè îäíîãî ïóòè èç s â t), ñëåäîâàòåëü-

íî, â ñåòè G2 ìîæåò áûòü òîëüêî íóëåâîé æ¼ñòêî ðàñïðåäåë¼ííûé ïîòîê.

Â èòîãå ïîëó÷èëè, ÷òî èñêîìûé ïîòîê â ñåòè G âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

F (u1) = 11;F (u2) = 5;F (u3) = 8;F (u4) = 2;

F (u5) = 5;F (u6) = 4;F (u7) = 2;F (u8) = 4.

Âåëè÷èíà èñêîìîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ρ∗ = ρ0 + ρ1 = 11.

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè

G áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêà ðàâíà ρ′ = 13. Òàêèì îáðàçîì,

â îáùåì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè ñ íåæ¼ñòêèì ðàñïðåäåëåíèåì íå

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì â òîé æå ñàìîé ñåòè, íî áåç îãðàíè÷åíèÿ

íà ðàñïðåäåëåíèå.
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Ãëàâà 5

Çàâèñèìîñòü îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìîñòè îò âðå-
ìåíè

5.1 Ãðàôû ñ óñëîâèåì íà ïðîõîæäåíèå è âðåìåí-
íûìè âåñàìè

Â ïîâñåäíåâíîé æèçíè âñå ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, äëÿ êîòîðûõ

â ñèëó ðÿäà îáñòîÿòåëüñòâ èìåþò ìåñòî íåêèå âðåìåííûå ðàìêè. Íàèáîëåå

ÿðêèì ïðèìåðîì òàêîé ñèòóàöèè ÿâëÿþòñÿ ¾ïðîáêè¿ íà äîðîãàõ êðóïíûõ

ãîðîäîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå ó÷àñòêà äîðîãè â ðàçíûå ÷àñû

ñóòîê çàòðàòû íà ïðîåçä ïî äàííîìó ó÷àñòêó ðàçëè÷íû.

Âî âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ¾ïðîáêè¿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ó÷àñòêà

äîðîãè ïàäàåò, à çàòðàòû âîçðàñòàþò (íàïðèìåð, ¾ïåðåæîã¿ òîïëèâà). Òà-

êèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòüþ äóã, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäëîæåí åùå îäèí êëàññ îãðàíè÷åíèé � îãðà-

íè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ çàâèñèìîñòüþ âåñîâ äóã ãðàôà îò âðåìåíè. Ïîêàçàíî,

÷òî òàêèå îãðàíè÷åíèÿ àíàëîãè÷íû îãðàíè÷åíèÿì íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòè è ïðåäëîæåíû ïîäõîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ïîòîêàõ â ñåòÿõ è î

êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ó êîòîðûõ

âåñ êàæäîé äóãè ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

5.1.1 Äîñòèæèìîñòü íà ãðàôàõ ñ âðåìåííûìè âåñàìè

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ:

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ãðàôîì ñ âðåìåííûìè âåñàìè áóäåì íàçûâàòü

îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gt0(X,U, f, T ), âåñ êàæäîé äóãè u ∈ U êîòîðîãî

çàâèñèò îò âðåìåíè t (∈ [t0; t0 + T ]Z), ò.å. c(u) = c(u, t).

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé äóãè òàêîãî ãðàôà çàäàíà íå îäíà âå-

ëè÷èíà åå âåñà (â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ), íî íåêîòîðàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü âåñîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äàííîé
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äóãå òîëüêî â ñâîé, îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [t0; t0 + T ]Z .

Îïðåäåëåíèå 5.2. Âåëè÷èíó t0 áóäåì íàçûâàòü íà÷àëîì îòñ÷åòà

âðåìåíè, à âåëè÷èíó T � ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ äåéñòâèÿ âðåìåíè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì óñëîâèè âñå âîçìîæíûå ïóòè íà ãðàôå ñ âðå-

ìåííûìè âåñàìè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, îäíàêî, ðåøåíèå íåêîòîðûõ êëàñ-

ñè÷åñêèõ çàäà÷ (òàêèõ, êàê çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè èëè î ìàêñèìàëü-

íîì ïîòîêå) ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåòñÿ. Ýòà ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, ïîñêîëü-

êó íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ òðàíçèòèâíîå ñâîéñòâî ïóòè, ýêñòðå-

ìàëüíîå ñâîéñòâî íàðóøàåòñÿ ïî ïðè÷èíàì, àíàëîãè÷íûì äëÿ îãðàíè÷åíèé

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè.

Îäíàêî, åñòü è íåêîòîðûå îòëè÷èÿ (íàïîìíèì ýêñòðåìàëüíîå ñâîé-

ñòâî: åñëè ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøèé ïóòü, òî åãî ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àé-

øèìè ïóòÿìè). Òàê äëÿ ñëó÷àÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè ÷àñòè êðàò-

÷àéøåãî ïóòè ìîãóò âîîáùå íå ÿâëÿòüñÿ äîïóñòèìûìè ïóòÿìè èëè, ÿâëÿ-

ÿñü äîïóñòèìûìè ïóòÿìè íå ÿâëÿòüñÿ êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè. Äëÿ ñëó÷àÿ

æå âðåìåííûõ âåñîâ ÷àñòè êðàò÷àéøåãî ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè ïóòÿ-

ìè, íî âîçíèêàåò âîïðîñ î ìîìåíòå âðåìåíè íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî êàæäîìó

ïóòè.

Âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿ-

åòñÿ îáÿçàòåëüíîé âåëè÷èíîé, ïîñêîëüêó äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè

íà÷àëà äâèæåíèÿ êðàò÷àéøèå ïóòè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Ïðîèëëþñòðè-

ðóåì ýòî ñëåäóþùèì ïðèìåðîì:

Ïðèìåð 5.1.

Ðàññìîòðèì ãðàô G0(X,U, f, 4) ñ âðåìåííûìè âåñàìè, ïîêàçàííûé íà

ðèñ.5.1.

Îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü âåñîâ êàæäîé äóãè îò âðåìåíè t ∈ [0; 4]Z :

c(u1) = {1, 2, 3, 1}; c(u2) = {3, 1, 2, 4}; c(u3) = {2, 4, 2, 5};
c(u4) = {3, 4, 1, 2}; c(u5) = {2, 4, 1, 2}; c(u6) = {4, 3, 1, 1};
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Ðèñóíîê 5.1 � Ãðàô G0 ñ âðåìåííûìè âåñàìè.

Äëÿ äàííîãî ãðàôà êðàò÷àéøèì ïóòåì íà îòðåçêå âðåìåíè [0; 4]Z ÿâ-

ëÿåòñÿ ïóòü µ = {u2, u5, u6} (åãî äëèíà |µ| = 3). Ïðè ýòîì, áëèæàéøåå

âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ � t∗ = 1, ïîñêîëüêó åñëè íà÷èíàòü äâèæåíèå â ìî-

ìåíò t = 0, òî êðàò÷àéøèì ïóòåì ÿâëÿåòñÿ ïóòü µ1 = {u3, u6} (åãî äëèíà
|µ1| = 5). Åñëè íà÷èíàòü äâèæåíèå â ìîìåíò t = 2, òî êðàò÷àéøèì ïóòåì

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ïóòü µ2 = {u3, u6}. Åãî äëèíà |µ2| = 3.

Òàêàÿ æå äëèíà è ó ïóòè µ, îäíàêî, áëèæàéøèì âðåìåíåì íà÷àëà äâèæå-

íèÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè t∗ = 1. Íàêîíåö, åñëè íà÷èíàòü

äâèæåíèå â ìîìåíò t0 = 3, òî íåâîçìîæíî ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 4 äîñòè÷ü

âåðøèíû ñ íîìåðîì 5.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè íà ãðàôå ñ

îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæèìîñòü, ó êîòîðîãî âåñ êàæäîé äóãè çàâèñèò îò

âðåìåíè íåîáõîäèìî êðîìå ñàìîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè íàéòè åùå è âðåìÿ

íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî ýòîìó ïóòè.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ñóùåñòâåííîå óñëîæ-

íåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè ïðè ââåäåíèè çàâèñèìîñòè âåñîâ

îò âðåìåíè.

Ïðèìåð 5.2.

Ðàññìîòðèì ãðàô, èç ïðèìåðà 5.1, ó êîòîðîãî ïðîäîëæèòåëüíîñòü äåé-

ñòâèÿ T = 2.

Íàõîäÿ íà òàêîì ãðàôå ñ âðåìåííûìè âåñàìè êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåð-

øèíû 1 â âåðøèíó 5 ïîëó÷èì, ÷òî èì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåííûé â ïðèìåðå

5.1 ïóòü µ1 = {u3, u6} äëèíû |µ1| = 5. Ïðè ýòîì, âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ



�183�

ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè t = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïóòü µ = {u2, u5, u6}, áûâøèé â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå

êðàò÷àéøèì (åãî äëèíà |µ| = 3), òåïåðü òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó íà

åãî ïðîõîæäåíèå ïîòðåáóåòñÿ òðè åäèíèöû âðåìåíè. Ýòî óæå áîëüøå ïðî-

äîëæèòåëüíîñòè äåéñòâèÿ T , íî êðîìå ýòîãî íåîáõîäèìî åùå ó÷åñòü âðåìÿ

íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî äàííîìó ïóòè � t∗ = 1. Òàêèì îáðàçîì, êðàò÷àéøèé

ïóòü µ ìîæåò áûòü ïðîéäåí òîëüêî ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 4, à ýòîãî íå

ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòåëüíîñòü äåéñòâèÿ T .

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì íà ãðàôå

ñ âðåìåííûìè âåñàìè åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|µ| ≤ T − t0 − tµ, (5.1)

ãäå tµ - âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî ïóòè µ.

Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü Gt0(X,U, f, T ) � ãðàô ñ âðåìåííûìè âåñàìè.

Òîãäà âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ t∗ ïî êðàò÷àéøåìó äîïóñòèìîìó ïóòè

ìåæäó âåðøèíàìè x è y äàííîãî ãðàôà ñ âðåìåííûìè âåñàìè óäîâëåòâî-

ðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

0 ≤ t∗ ≤ T − t0 − min
µ(x,y)

|µ(x, y)|, (5.2)

ãäå âñå âîçìîæíûå ïóòè µ èç âåðøèíû x â âåðøèíó y ðàññìàòðèâàþòñÿ

ïðè ïîñòîÿííûõ âåñàõ íà èñõîäíîì ãðàôå.

Çàäà÷ó î äîñòèæèìîñòè íà ãðàôàõ ñ âðåìåííûìè âåñàìè áóäåì ðå-

øàòü àíàëîãè÷íî çàäà÷àì î äîñòèæèìîñòè äëÿ ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà

ïðîõîæäåíèå ïî äóãàì � ïðåäëîæèì ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà,

ó êîòîðîãî âåñ êàæäîé äóãè íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Êðîìå ýòîãî,

êàæäîìó ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ñîîòâåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü

íà èñõîäíîì ãðàôå.

Òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòü âåñîâ äóã èñõîäíîãî ãðàôà ìîæíî ñ÷è-

òàòü íåêîòîðûì àíàëîãîì îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü è äëÿ ðåøåíèÿ
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çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé

çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà Gt0
ϕ (X,U, f, T ) ïîñòàâèì â ñîîò-

âåòñòâèå (T + 1) âåðøèíó {x0, x1, . . . , xT} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′, à

äóãè ñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Êàæäîé äóãå u ∈ U (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëàãàåì f(u) = (x, y))

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå T äóã {u1, u2, . . . , uT} òàêèõ, ÷òî f ′(ui) = (xi−1, yi).

Îïðåäåëèì âåñà íîâûõ äóã {ui} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå òàê, ÷òî c(ui) =

c(u, t0 + i) ∀ i ∈ [0;T − 1]Z .

Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü äóã îò âðåìåíè íà èñõîäíîì ãðàôå ñ÷èòàåì

àíàëîãîì îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.2. Ëþáîìó êðàò÷àéøåìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò êðàò÷àéøèé ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå G è

âåðøèíà x äîñòèæèìà èç y íà èñõîäíîì ãðàôå G òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ èç âåðøèí ìíîæåñòâà Ax =

{x0, x1, . . . , xT} äîñòèæèìà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà

Ay = {y0, y1, . . . , yT}.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëü-

íîãî ãðàôà è ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

1.14.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ïðèâåäåííóþ òåîðåìó î ñâÿçè ïóòåé íà èñ-

õîäíîì è âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôàõ, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè

èç âåðøèíû x â âåðøèíó y íà èñõîäíîì ãðàôå äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó

î êðàò÷àéøåì ïóòè èç âåðøèí ìíîæåñòâà Ax = {x0, x1, . . . , xT} â âåðøèíû
ìíîæåñòâà Ay = {y0, y1, . . . , yT}, ïðè ýòîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó äëèíàìè êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà èñõîäíîì è âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôàõ:
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|µ∗(x, y)| = min
i=∈[1;T−1]N

{|µ′∗(xi, Ay)|} (5.3)

Âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî äàííîìó êðàò÷àéøåìó ïóòè µ∗ ðàâíî t∗ =

t0+i, ãäå i� ýòî ìèíèìàëüíûé èíäåêñ âåðøèíû ìíîæåñòâà Ax, äëÿ êîòîðîé

äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â ñîîòíîøåíèè (5.3).

Ïðèìåð 5.3.

Ðàññìîòðèì ãðàô G, ïðåäñòàâëåííûé â ïðèìåðå 5.1, ïðè ýòîì, t0 = 0,

T = 4.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ.5.2.

Ðèñóíîê 5.2 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ äëÿ ãðàôà G0 íà ðèñ. 5.1.

Íà ïîñòðîåííîì âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïó-

òè èç âåðøèí ìíîæåñòâà A1 = {10, 11, 12, 13, 14} â âåðøèíû ìíîæåñòâà

A5 = {50, 51, 52, 53, 54}. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì çàïèñûâàòü èõ êàê ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü âåðøèí:

µ′1(10, 52): 10 → 41 → 52. Äëèíà ïóòè � |µ′1| = 5.
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µ′2(10, 53): 10 → 21 → 42 → 53. Äëèíà ïóòè � |µ′2| = 6.

µ′3(10, 53): 10 → 31 → 42 → 53. Äëèíà ïóòè � |µ′3| = 8.

Îòìåòèì, ÷òî µ′∗(10, A5) åñòü ïóòü µ′1(10, 52): 10 → 41 → 52 äëèíû

|µ′∗(10, A5)| = |µ′1| = 5.

Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ïóòåé � ïóòè èç âåðøèíû 11.

µ′4(11, 53): 11 → 42 → 53. Äëèíà ïóòè � |µ′4| = 5.

µ′5(11, 54): 11 → 22 → 43 → 54. Äëèíà ïóòè � |µ′5| = 4.

µ′6(11, 54): 11 → 32 → 43 → 54. Äëèíà ïóòè � |µ′6| = 3.

Îòìåòèì, ÷òî µ′∗(11, A5) åñòü ïóòü µ
′
1(11, 54): 11 → 32 → 43 → 54 äëèíû

|µ′∗(11, A5)| = |µ′6| = 3.

Ñëåäóþùàÿ (è ïîñëåäíÿÿ äëÿ äàííîãî ãðàôà) ãðóïïà ïóòåé � ïóòè èç

âåðøèíû 12.

µ′7(12, 54): 12 → 43 → 54. Äëèíà ïóòè � |µ′7| = 3.

Îòìåòèì, ÷òî µ′∗(12, A5) ýòî åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ïóòü èç âåðøèíû

12 â âåðøèíû ìíîæåñòâà A5 - µ
′
7(12, 54): 10 → 41 → 52 äëèíû |µ′∗(10, A5)| =

|µ′7| = 3.

Òåïåðü ñðàâíèâàÿ âåñà ïîëó÷åííûõ ïóòåé µ′∗(10, A5), µ
′
∗(11, A5) è µ

′
∗(12,

A5), ïîëó÷èì, ÷òî êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè ÿâëÿþòñÿ ïóòè µ
′
∗(11, A5) è µ

′
∗(12,

A5). Èõ âåñà ðàâíû òðåì, îäíàêî, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñîâàëî áëèæàéøåå

âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ, òî íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå â êà÷åñòâå îïòè-

ìàëüíîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè âûáèðàåì ïóòü µ′∗(11, A5): 11 → 32 → 43 → 54.

Ïåðåíîñÿ ðåçóëüòàò íà èñõîäíûé ãðàô, ïîëó÷èì ðåøåíèåì çàäà÷è î êðàò-

÷àéøåì ïóòè èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 ïóòü µ∗(1, 5): 1→ 3→ 4→ 5 (ýòîò

ïóòü ñîîòâåòñòâóåò íàéäåííîìó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ïóòè µ′∗(11, A5)),

à âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî íåìó t0 = 1.

Îòìåòèì, ÷òî íàéäåííûì êðàò÷àéøèì ïóòÿì µ′∗(10, A5), µ
′
∗(11, A5) è

µ′∗(12, A5) âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ðàññìîòðåííûå â ïðèìå-

ðå 1 êðàò÷àéøèå ïóòè µ1, µ2 è µ3 äëÿ èñõîäíîãî ãðàôà.

5.1.2 Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ

Ïóñòü òåïåðü ãðàô G � ãðàô ñ çàäàííîé íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-



�187�

ñòüþ ϕ, ó êîòîðîãî âåñà âñåõ äóã ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t

(t ∈ [t0; t0 + T − 1]N). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè

íà ãðàôå òàêîãî âèäà.

Èçìåíåíèå âåñîâ äóã â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî

â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî â êà÷åñòâå àíàëîãà îãðà-

íè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü. Òîëüêî â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåãî îãðàíè÷åíèÿ,

îíî íå âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâíîïðàâèÿ äóã ïðè ôîðìèðîâàíèè ïóòè. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè â íîâîé ïîñòàíîâêå ìîæ-

íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïîäõîäîì: âíà÷àëå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü

âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô äëÿ îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü ϕ, çàòåì íà íåì

ðåøàòü çàäà÷ó î êðàò÷àéøåì ïóòè òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì

ïóíêòå. Ò.å. ôàêòè÷åñêè ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô â äâà

ýòàïà. Ýòàï ïåðâûé � ýòî ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ íà

äîñòèæèìîñòü ϕ. Ýòàï âòîðîé � ýòî ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

G′′ ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ãðàôó G′ òàê, êàê ýòî áûëî ïðåäëîæåíî â ïðåäû-

äóùåì ïóíêòå, ïîñêîëüêó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ íåò îãðàíè÷åíèÿ

íà ïðîõîæäåíèå ïî äóãàì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè íà ãðàôå G′′

áóäåò íàéäåí êðàò÷àéøèé ïóòü íà ãðàôåG′ è áëèæàéøåå âðåìÿ íà÷àëà äâè-

æåíèÿ ïî ýòîìó ïóòè. Çàòåì, ïðè ïåðåíîñå ðåçóëüòàòà ñ âñïîìîãàòåëüíîãî

ãðàôà G′ íà èñõîäíûé ãðàô G, áóäåò íàéäåí êðàò÷àéøèé èç äîïóñòèìûõ

ïðè îãðàíè÷åíèè ϕ ïóòåé, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Îò-

ìåòèì, ÷òî âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ áóäåò íàéäåíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′′.

Ïðèìåð 5.4.

Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòüþ ïðè k = 2, ïîêà-

çàííûé íà ðèñ.5.1.

Îïðåäåëèì U0 = {u1, u3}, U1 = {u2, u4, u5} è U2 = {u6}.
Òîãäà êðàò÷àéøèì ïóòåì èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 íà ýòîì ãðàôå ÿâ-

ëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûé äîïóñòèìûé ïóòü µ(1, 5): 1 → 2 → 4 → 5.
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Âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî ýòîìó ïóòè ðàâíî t∗ = 1. Äëèíà ýòîãî êðàò÷àé-

øåãî ïóòè ðàâíà |µ(1, 5)| = 4.

Îïðåäåëèì U0 = {u1, u2, u3}, U1 = {u4, u5} è U2 = {u6}.
Òîãäà êðàò÷àéøèì ïóòåì èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 íà ýòîì ãðàôå

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûé ïóòü µ1(1, 5): 1→ 4→ 5. Âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî

ýòîìó ïóòè ðàâíî t∗ = 2. Äëèíà ýòîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè ðàâíà µ(1, 5)| = 3.

5.1.3 Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåñîâ äóã ãðà-

ôà

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ:

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ãðàô Gt1(X,U, f, T0)τ áóäåì íàçûâàòü ïåðèîäè-

÷åñêèì ïî âðåìåíè åñëè G � ãðàô ñ âðåìåííûìè âåñàìè, íî íà÷èíàÿ ñ

ìîìåíòà t1 (≥ 0) çàâèñèìîñòü âåñîâ äóã ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïå-

ðèîäîì ðàâíûì âåëè÷èíå T0 (> 0). Ò.å. äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t

(≥ t1) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

c(u, t) = c(u, t+ T0) ∀u ∈ U.

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà âåëè÷èíà t0 =

0. Âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåííûå íèæå ëåãêî ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé,

êîãäà âåëè÷èíà t0 îòëè÷íà îò íóëÿ.

Ïîñêîëüêó t0 = 0 è ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè

âåñîâ äóã ãðàôà, òî â òàêîì ñëó÷àå, îòðåçîê âðåìåíè [0;T ], íà êîòîðîì

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìîæíî ðàñøèðèòü äî ïîëóèíòåðâàëà

[0; +∞).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè ìîäèôèöèðóåì óêàçàííûé â

ðàçäåëå 5.1.1 ïîäõîä. Ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîãî âñïîìî-

ãàòåëüíîãî ãðàôà, íà êîòîðîì âîçìîæíî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î

êðàò÷àéøåì ïóòè äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè è íåîãðàíè÷åííîãî âðå-

ìåíè:

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà Gt1(X,U, f, T0)τ ïîñòàâèì â ñîîò-
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âåòñòâèå s (= t1 + T0) âåðøèí {x0, x1, . . . , xs−1} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå

G′, à äóãè ñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Êàæäîé äóãå u ∈ U (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëàãàåì f(u) = (x, y))

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå s äóã {u1, u2, . . . , us} òàêèõ, ÷òî f ′(ui) = (xi−1, yi)

∀ i ∈ [1; s − 1]Z è f ′(us) = (xs−1, yt1). Îïðåäåëèì âåñà íîâûõ äóã {ui} íà
âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå òàê, ÷òî c(ui) = c(u, i) ∀ i ∈ [0; s− 1]Z .

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíóþ çàäà÷ó î êðàò÷àéøåì ïóòè íà èñõîäíîì ïå-

ðèîäè÷åñêîì ïî âðåìåíè ãðàôå Gt1(X,U, f, T0)τ , âðåìÿ äåéñòâèÿ êîòîðîãî

T = ∞, óäàëîñü ñâåñòè ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å íà ïîëó÷åííîì (êîíå÷íîì!)

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′.

Ïðèìåð 5.5.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêèé ïî âðåìåíè ãðàô G íà ðèñ.5.3, t0 = 0,

t1 = T0 = 2.

Ðèñóíîê 5.3 � Ïåðèîäè÷åñêèé ïî âðåìåíè ãðàô G.

Îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü âåñîâ êàæäîé äóãè îò âðåìåíè:

c(u1) = {5; 5, 6}; c(u2) = {1; 8, 8}; c(u3) = {1; 9, 1}; c(u4) = {9; 1, 7};
c(u5) = {5; 6, 1}; c(u6) = {7; 1, 7}; c(u7) = {4; 5, 6}.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé äóãè çàäàíû òðè çíà÷åíèÿ: ïåðâîå � äëÿ

íåïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè, çàòåì, ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé, äâà çíà÷åíèÿ äëÿ

ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.5.4.
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Ðèñóíîê 5.4 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Ãðàô ðàçáèò íà äâà ñëîÿ: ïåðèîäè÷åñêèé ñëîé (Ï) è äîïåðèîäè÷åñêèé

(ÄîÏ). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñëîÿ ñóùåñòâóþò äóãè îò ñàìîãî

âåðõíåãî óðîâíÿ ê ñàìîìó íèæíåìó.

Êðàò÷àéøèì ïóòåì èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 íà èñõîäíîì ïåðèîäè-

÷åñêîì ïî âðåìåíè ãðàôå ÿâëÿåòñÿ ïóòü µ(1, 5) = {u2, u4, u3, u6, u5} (â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí: 1 → 3 → 2 → 4 → 3 → 5). Äëèíà ýòîãî ïóòè

ðàâíà |µ(1, 5)| = 5, áëèæàéøåå âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ t∗ = 0. Íàéäåííûé

ïóòü ïîëó÷åí ïðè ïåðåíîñå ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè íà âñïîìî-

ãàòåëüíîì ãðàôå èç âåðøèí ìíîæåñòâà A1 â âåðøèíû ìíîæåñòâà A5. Ðåøå-

íèå, êàê âèäíî íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè âåðøèí ñëåäóþùèì îáðàçîì: 10 → 31 → 22 → 41 → 32 → 51.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé êðàò÷àéøèé ïóòü ñîäåðæèò 5 äóã, ÷òî

áîëüøå, ÷åì âåëè÷èíà |X| − 1 (= 5 − 1 = 4). Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâ-

êå ëþáîé êðàò÷àéøèé ïóòü íå ïðåâîñõîäèò ýòó âåëè÷èíó ([43],[44]-[45], [48],

[97]).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü Gt1(X,U, f, T0)τ � ïåðèîäè÷åñêèé ïî âðåìåíè

ãðàô (t1 > 0), µ � ïðîèçâîëüíûé êðàò÷àéøèé ïóòü íà ýòîì ãðàôå. Òîãäà

êîëè÷åñòâî äóã êðàò÷àéøåãî ïóòè µ (|µ|) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

|µ| ≤ t1 + (|X| − 2) · T0. (5.4)

∇ Äîêàçàòåëüñòâî.
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Èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî äóã ëþáîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè íåêîòîðîãî

ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû |X| − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî äóã

êðàò÷àéøåãî ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû |X|·
(t1 + T0)− 1, ïîñêîëüêó âåðøèí ó âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà |X| · (t1 + T0).

Îäíàêî, íåêîòîðûå èç ýòèõ âåðøèí íå ìîãóò áûòü ïðîéäåíû îäíèì è

òåì æå ïóòåì. Ýòî êàñàåòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, âåðøèí äîïåðèîäè÷åñêîãî

ñëîÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî äóã ëþáîãî ïóòè â ýòîì ñëîå íå ïðåâîñõîäèò

÷èñëà t1 − 1.

Êðîìå ýòîãî, â ïåðèîäè÷åñêîì ñëîå íå âñå âåðøèíû áóäóò ó÷àâñòâî-

âàòü â êðàò÷àéøåì ïóòè. Òàê, íàïðèìåð, îäíèì êðàò÷àéøèì ïóòåì íå ìî-

ãóò áûòü ïðîéäåíû ðàçëè÷íûå âåðøèíû ìíîæåñòâ Ax è Ay, ãäå x è y íà-

÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû äàííîãî ïóòè. Â òàêîì ñëó÷àå ïóòü íå áóäåò

ÿâëÿòüñÿ êðàò÷àéøèì.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî âåðøèí ïåðèîäè÷åñêîãî ñëîÿ, êîòîðûå ìî-

ãóò áûòü ïðîéäåíû êðàò÷àéøèì ïóòåì íå áîëåå, ÷åì (|X| − 2) · T0 + 2. Ò.å.

êîëè÷åñòâî äóã íå áîëåå, ÷åì (|X| − 2) · T0 + 1 (íà åäèíèöó ìåíüøå).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî

è äîïåðèîäè÷åñêîãî ñëîåâ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (5.4).

∆

Ïðèìåð 5.6.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêèé ïî âðåìåíè ãðàô G íà ðèñ.5.5, t0 = 0,

t1 = T0 = 2.

Ðèñóíîê 5.5 � Ïåðèîäè÷åñêèé ïî âðåìåíè ãðàô G.

Îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü âåñîâ êàæäîé äóãè îò âðåìåíè:

c(u1) = {1; 5, 4}; c(u2) = {4; 1, 1}; c(u3) = {3; 1, 1}; c(u4) = {5; 1, 8};
c(u5) = {6; 7, 1}.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé äóãè çàäàíû òðè çíà÷åíèÿ: ïåðâîå � äëÿ

íåïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè, çàòåì, ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé, äâà çíà÷åíèÿ äëÿ

ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.5.6.

Ðèñóíîê 5.6 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Êðàò÷àéøèì ïóòåì èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 íà èñõîäíîì ãðàôå

ÿâëÿåòñÿ ïóòü µ(1, 5) = {u1, u2, u3, u4, u2, u3, u5} (íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì!).

Åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå (äëÿ óäîáñòâà, ïðèâåäåì

åãî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí): 10 → 21 → 32 → 41 → 22 → 31 →
42 → 51.

Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî äóã êðàò÷àéøåãî ïóòè ðàâíî 7 = t1 + (|X|−
2)·T0. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà êîëè÷åñòâà äóã êðàò-

÷àéøåãî ïóòè (ñîîòíîøåíèå 5.4) � òî÷íàÿ.

Çàìå÷àíèå 5.1. Â òîì ñëó÷àå, åñëè âåëè÷èíà t1 = 0 (ò.å. íà âñïî-

ìîãàòåëüíîì ãðàôå îòñóòñòâóåò äîïåðèîäè÷åñêèé ñëîé), òî èç äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 5.3 ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî äóã ïðîèçâîëüíîãî êðàò-

÷àéøåãî íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû (|X| − 2) · T0 + 1.

5.2 Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè íåñòàíäàðòíîé äîñòè-
æèìîñòè

Ðàññìîòðèì ãðàô Gϕ(t)(X,U, f) ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ϕ

(ñì. [26]), ó êîòîðîãî äëÿ êàæäîé äóãè u ∈ U çàäàíû äâå õàðàêòåðèñòè-
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÷åñêèå ôóíêöèè: κu : T × [0;m]Z → {0, 1} è ρu : T × [0; k]Z → {0, 1}, ãäå
T = [tb; te]Z+

� íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Ïðè ýòîì,

κu(t, i) =

{
1, u ∈ Ui â ìîìåíò âðåìåíè t;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

,

ρu(t, j) =

{
1, u ∈ U (j) â ìîìåíò âðåìåíè t;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gϕ(t)(X,U, f) òàêîãî âè-

äà áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñ ìåíÿþùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ.

Íà òàêèõ ãàôàõ ðàññìîòðèì äâå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è: çàäà÷ó î êðàò-

÷àéøèõ ïóòÿõ è çàäà÷ó î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì

ãðàôà.

5.2.1 Çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôåGϕ(t) ñ ìå-

íÿþùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [26] êëàñ-

ñè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ åå ðåøåíèÿ íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû, ïîñêîëüêó

òåðÿþòñÿ äâà ñâîéñòâà ïóòè (òðàíçèòèâíîå è ýêñòðåìàëüíîå), íà êîòîðûõ

ñòðîÿòñÿ òàêèå àëãîðèòìû. Áîëåå òîãî, ñàìà íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü

ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ãðàôîâ ñ ìåíÿþùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äî-

ñòèæèìîñòüþ, òàê æå êàê è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ çàâèñèìîñòè äóã îò âðåìåíè,

â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè âîçíèêàåò âîïðîñ î ìîìåíòå âðåìå-

íè íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî òàêîìó ïóòè, ïîñêîëüêó äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ

âðåìåíè íà÷àëà äâèæåíèÿ êðàò÷àéøèå ïóòè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Ïðîèë-

ëþñòðèðóåì òàêóþ ñèòóàöèþ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì:

Ïðèìåð 5.7.

Ðàññìîòðèì ãðàô G(X,U, f) ñ ìåíÿþùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ ïðè T = {0, 1}, ïîêàçàííûé íà ðèñ.5.7. Â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèÿ íà

äîñòèæèìîñòü âîçüìåì ñìåøàííóþ äîñòèæèìîñòü (ñì. [4]). Â äàííîì ñëó-

÷àå ìíîæåñòâî äóã ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà U0, U1
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(¾ðàçðåøåííûõ¿ è ¾çàïðåùåííûõ¿) äóã, è ñòàâèòñÿ óñëîâèå, ÷òî ïî äóãàì

¾çàïðåùåííîãî¿ ìíîæåñòâà íåëüçÿ ïðîõîäèòü äâà ðàçà ïîäðÿä. Ïðè ýòîì

c(u1) = c(u2) = 1 è c(u1) = c(u2) = 2.

Ðèñóíîê 5.7 � : Ãðàô G ñ ìåíÿþùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî è ïóòåâîãî íàáîðîâ ìíî-

æåñòâ äëÿ t ∈ {0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðè t = 0: U0(0) = {u3, u4}, U1(0) = {u1, u2}, U (0)(0) = U è U (1)(0) =

U0(0).

Ïðè t = 1: U0(1) = {u1, u4}, U1(1) = {u2, u3}, U (0)(1) = U è U (1)(1) =

U0(1).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ϕµ(t) = max{0, ϕµ(t− 1) + au(t)}
ϕµ(0) = 0, à âåëè÷èíà au(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

au(t) =

{
−1, κu(t, 0) = 1;

0, κu(t, 1) = 1.
.

Òàêèì îáðàçîì, íà ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôå âîçìîæíû äâà ïóòè èç âåð-

øèíû 1 â âåðøèíó 4: µ1 = {u1, u2} è µ2 = {u3, u4}. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî
ïóòü µ1 íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè íà÷èíàòü åãî îáõîä â ÷åòíûå ìîìåí-

òû âðåìåíè, â îòëè÷èå îò ïóòè µ2, êîòîðûé ÿâëÿòñÿ äîïóñòèìûì âñåãäà.

Îäíàêî, êðàò÷àéøèì ïóòåì íà ãðàôå G ÿâëÿåòñÿ èìåííî ïóòü µ1 ñ îäíèì

óñëîâèåì: íà÷èíàòü äâèæåíèå ïî ýòîìó ïóòè ñëåäóåò òîëüêî â íå÷åòíûå

ìîìåíòû âðåìåíè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé áóäåì ïðèìåíÿòü îïèñàííûé ðà-

íåå ïîäõîä (ñì. [4], [25], [26] è [65]). Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ ïî

ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
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Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x èñõîäíîãî ãðàôà Gϕ(t) ïîñòàâèì â ñîîòâåò-

ñòâèå (k+1) · |T | âåðøèí {x(i)
t } (i ∈ [0; k]Z , t ∈ T \{te}) íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå G′. Äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ T \ {te} èìååì
1. äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i ∈ [0;m]Z è j ∈ [0; k]Z , è êàæäîé äóãè u ∈ U

(äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)) åñëè κu(t, i) ·ρu(t, j) = 1 (ò.å. â

ìîìåíò âðåìåíè t äóãà u ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ Ui è U
(j)), òî

íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå äîñòðàèâàåì äóãó u
(j)
i (t) òàêóþ, ÷òî f ′(u

(j)
i (t)) =

(x
(j)
t , y

(F (j,au(t)))
t+1 ). Ïðè ýòîì, F (a, b) � ôóíêöèÿ (ñì. [26]), îïðåäåëÿþùàÿ

õàðàêòåðèñòèêó íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïóòè µ

õàðàêòåðèñòèêà ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó

ϕµ(t) = F (ϕµ(t− 1), au(t)), ∀ i > tb, ϕµ(tb) = 0,

ãäå ÷èñëî au(t) çàâèñèò îò òîãî, ê êàêîìó ìíîæåñòâó èç íàáîðà U∆ ïðèíàä-

ëåæèò äóãà µ(t) (= u) â ìîìåíò âðåìåíè t.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè âûáðàíî ôîðìàëüíîå îãðàíè÷åíèå ϕ íåñòðîãîãî

òèïà, òî êðîìå óêàçàííûõ äóã íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ñòðîèì äîïîëíè-

òåëüíûå äóãè ïî ïðàâèëó:

2. äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i ∈ [0;m]Z è j ∈ [0; k]Z , è êàæäîé äóãè u ∈ U

(äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y)), äëÿ êîòîðîé κu(t, i) · (1 −
ρu(t, j)) = 1 (ò.å. â ìîìåíò âðåìåíè t äóãà u ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ui è íå

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U (j)), åñëè âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè äóã ìíîæåñòâà

[x]+ íå ñóùåñòâóåò äóãè, êîòîðàÿ áû â ìîìåíò âðåìåíè t+ 1 ïðèíàäëåæàëà

áû ìíîæåñòâó U (j), òî ñòðîèì äîïîëíèòåëüíóþ äóãó u′ òàêóþ, ÷òî f ′(u′) =

(x(j), y(F (j,au(t)))).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.4. Ëþáîìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîò-

âåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå G è âåðøèíà y äîñòè-

æèìà èç x íà èñõîäíîì ãðàôå ñ ìåíÿþùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ èç

âåðøèíû x
(0)
tb äîñòèæèìà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà

Vy = {y(j)
t } (j ∈ [0; k]Z, t ∈ T \ {te}).
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Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äî-

êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.14.

5.2.2 Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû íà ãðàôàõ ñ ìåíÿþ-

ùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì

ãðàôà ñ ìåíÿþùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå ([65]), òàêîé ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ Ìàðêîâ-

ñêèì è ïðåäëîæåí ïîäõîä äëÿ ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìîñòè, ïðè

ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî ñâîäèòü ïîëó÷åííûé íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ íà ãðà-

ôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ê Ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó íà âñïîìîãà-

òåëüíîì ãðàôå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç

îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ íà èñõîäíîì ãðàôå äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âñïîìî-

ãàòåëüíûé ãðàô è íà íåì íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà.

Ïðèâåäåì îáùåå ïðàâèëî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âåðîÿòíîñòÿõ ïåðå-

õîäà íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è ãðàôàõ ñ ìåíÿþùåéñÿ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü

íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Â äàííîì ñëó÷àå, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ áûëî ïðåä-

ëîæåíî ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ (ñì. [26]). Áóäåì èñïîëüçî-

âàòü åãî ñ íåêîòîðûìè äîïîëíåíèÿìè, êàñàþùèìèñÿ ïåðåñòðîåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé ïåðåõîäà ïî äóãàì G′.

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà áóäåì ïåðåñòðàèâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïåðåíåñåì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì èñõîäíîãî ãðàôà íà ñî-

îòâåòñòâóþùèå èì äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

2. Ïîñêîëüêó ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü íå âñå ïó-

òè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, çíà÷èò, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå áóäóò ñó-

ùåñòâîâàòü âåðøèíû, ó êîòîðûõ îáùàÿ (ñóììàðíàÿ) âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà

èç íèõ ìåíüøå åäèíèöû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòîãî ïåðåíîñà âåðîÿò-

íîñòåé ïåðåõîäà íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäèìî, êðîìå ýòîãî, ïðîèçâåñòè íåêî-

òîðîå ìàñøòàáèðîâàíèå. Òàêîå ìàñøòàáèðîâàíèå çàâèñèò îò âíóòðåííèõ



�197�

ñâîéñòâ ñàìîé íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè. Òàê, ê ïðèìåðó, äëÿ ìàãíèò-

íîé äîñòèæèìîñòè (ñì. [65]) âíóòðåííèì ñâîéñòâîì âûñòóïàåò ñóùåñòâåí-

íîå óâåëè÷åíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî ìàãíèòíûì äóãàì ñ óâåëè÷åíèåì

õàðàêòåðèñòèêè ϕ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñâîéñòâà ìàñøòàáèðîâàíèå áóäåò

ïðîâîäèòüñÿ ïî îòäåëüíûì ïðàâèëàì. Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà

òàêèå ñâîéñòâà íå çàäàíû, ïðàâèëà ìàñøòàáèðîâàíèÿ áóäóò èìåòü âèä:

à) Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′, äëÿ êîòîðîé

ñóùåñòâóþò âûõîäÿùèå äóãè

∀u ∈ [x]+ p(u) ::=
p(u)∑

v ∈ [x]+p(v)
.

á) Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′, äëÿ êîòîðîé

[x]+ = ∅ äîñòðàèâàåì äóãó, ÿâëÿþùóþñÿ ïåòëåé. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî

ýòîé ïåòëå ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå.

Â ðåçóëüòàòå òàêèõ äåéñòâèé ïîëó÷èëè Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñëó÷àé-

íîãî áëóæäàíèÿ. À ïîñêîëüêó êàæäîìó ïóòè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ñî-

îòâåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü íà èñõîäíîì, òî ýòîò ïðîöåññ ñîîòâåòñòâóåò

(ñ íåêîòîðûìè äîïóùåíèÿìè) ïðîöåññó ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî

âåðøèíàì èñõîäíîãî ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.5. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû x â âåðøèíó y çà

t øàãîâ íà èñõîäíîì ãðàôå G ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

ptG(x, y) =
k∑
i=0

ptG′(x
(0), y(i)),

ò.å. êàê ñóììàðíóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû x(0) âî ìíîæåñòâî

âåðøèí Vy = {y(0), . . . , y(k)} çà t øàãîâ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà è âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî åãî äóãàì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà íàñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü çà-

âèñèò îò âðåìåíè.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì,

òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íå ÿâëÿåòñÿ Ìàðêîâñêèì è äëÿ íàõîæ-
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äåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü òîò æå ñàìûé ïîäõîä.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëàì, îïèñàííûì ðàíåå (ïðå-

äûäóùèé ïóíêò). Äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî

ãðàôà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî ïåðåñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, îïèñàííîå

äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìòñüþ, íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.6. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû x â ìîìåíò âðå-

ìåíè t0 â âåðøèíó y çà t øàãîâ íà èñõîäíîì ãðàôå G ñ ìåíÿþùåéñÿ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìòñüþ ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

ptG(x, y, t0) =
k∑
i=0

ptG′(x
(0)
t0 , y

(i)
t0+t),

ò.å. êàê ñóììàðíóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû x
(0)
t0 âî ìíîæåñòâî

âåðøèí Vyt0+t = {y(0)
t0+t, . . . , y

(k)
t0+t} çà t øàãîâ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà è âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî åãî äóãàì.

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ ÿâëÿåòñÿ äî-

ñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì è âîçíèêàåò âîïðîñ îá óïðîùåíèè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà. Ïîñêîëüêó â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íà èñõîäíîì

ãðàôå äåéñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííîå îãðàíè÷åíèå íà äîñòèæèìîñòü, çíà-

÷èò, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ¾ðàçäåëåíèÿ¿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèé âîçìîæíûé âàðèàíò òàêîãî ðàçäåëåíèÿ.

Òàê êàê ïðè íàõîæäåíèè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç âåðøèíû â âåðøèíó

ïðèõîäèòñÿ ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âñïîìîãàòåëü-

íîãî ãðàôà, çíà÷èò, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðè-

öû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàôîâ {G′tb, . . . , G
′
te
} ïðè

êàæäîì ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè, à çàòåì, ïîñëåäîâàòåëüíî èõ ïåðåìíî-

æèòü. Òàêîå äåéñòâèå ñóùåñòâåííî ñîêðàòèò âðåìÿ óìíîæåíèÿ, ïîñêîëüêó

äëÿ êàæäîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ti ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè ti

âåðøèí â |T | ðàç ìåíüøå, ÷åì ó âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′. Îäíàêî, ïðè

òàêèõ äåéñòâèÿõ â ðåçóëüòàò çàêðàäûâàåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ îøèáêà, âîçíè-
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êàþùàÿ èç-çà òîãî, ÷òî íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ti ìîãóò ñóùåñòâîâàòü

âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ íå áûëî âûõîäÿùèõ äóã è ïî ïðàâèëó á) ïîñòðîåíèÿ

ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìû äîáàâëÿåì ïåòëþ ñ âåðîÿòíîñòüþ ïðîõîæäå-

íèÿ ïî íåé, ðàâíîé åäèíèöå. Íî íà ñëåäóþùåì øàãå âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî

äëÿ ýòîé âåðøèíû áóäóò ñóùåñòâîâàòü âûõîäÿùèå äóãè. Îøèáêà ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ÷àñòèöà ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàôîâ G′ti ìîæåò

íåñêîëüêî ðàç ïðîéòè ïî ïåòëå è ïðîäîëæèòü ïóòü. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè-

öà çàäåðæèòñÿ íà íåñêîëüêî òàêòîâ â âåðøèíå, à çíà÷èò, áóäåò äâèãàòüñÿ

ïî íåäîïóñòèìîìó ïóòè, ïîñêîëüêó äëÿ ýòèõ âðåìåííûõ ñëîåâ íà ãðàôå G′

îáîçíà÷åííàÿ âåðøèíà ïåòëè íå èìååò.

Ïðîèëëþñòðèðóåì òàêóþ ñèòóàöèþ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 5.8.

Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ öèêëè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ ñìåøàííîé äîñòèæè-

ìîñòüþ (ïåðèîä |T | = 2) íà ðèñ. 5.8. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî êàæäîé

äóãå ðàâíû åäèíèöå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî U0(0) = {u1}, U1(0) = {u2, u3} è
U0(1) = {u1, u3}, U1(1) = {u2}.

Ðèñóíîê 5.8 � Ãðàô G ñ öèêëè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàôG′ áóäåò èìåòü âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ.5.9.

Ðèñóíîê 5.9 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.
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Âèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà íà èñõîäíîì ãðàôå G èç âåðøèíû

1 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ëþáóþ âåðøèíó (çà èñêëþ÷åíèåì

âåðøèíû 3, ïîñêîëüêó òàì âåðøèíà ¾çàñòðåâàåò¿) íå ìåíåå, ÷åì çà òðè øàãà

ðàâíà íóëþ, ò.ê. âñå ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′, íà÷èíàþùèåñÿ â

âåðøèíå 1 èìåþò äëèíó íå ïðåâîñõîäÿùóþ äâóõ.

Òåïåðü ïîïðîáóåì óìåíüøèòü ñëîæíîñòü òàê, êàê ýòî áûëî îïèñàíî

âûøå: ñòðîèì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàôà G′0 è G
′
1, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëèì

ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé è ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåìíîæàÿ t ðàç

ýòè ìàòðèöû ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç êàæäîé âåðøèíû â êàæäóþ

çà t øàãîâ.

Âñïîìîãàòåëüíûå ãðàôû G′0 è G
′
1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.5.10 (à è á ñî-

îòâåòñòâåííî).

Ðèñóíîê 5.10 � Âñïîìîãàòåëüíûå ãðàôû G′0 è G
′
1.

Ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé PG0
è PG1

, ïîñòðîåííûå ïî ïðàâè-

ëàì äëÿ ãðàôîâ ñ íå ìåíÿþùåéñÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:

PG0
=



0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


, PG1

=



0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0


.

Ïåðåìíîæèì ýòè ìàòðèöû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïåðåõîäíûå âåðîÿòíî-

ñòè çà 4 øàãà.



�201�

P 4 = PG0
· PG1

· PG0
· PG1

=



1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1 â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ñàìó ñåáÿ çà 4 øàãà ðàâíà åäèíèöå

(ýëåìåíò P 4
1,1). À ýòîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, íå ìîæåò áûòü.

5.3 Ãðàôû ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæ-
äåíèÿ ïî äóãàì

Ïóñòü G � îðãðàô òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîé åãî äóãè óêàçàí âåñ � äëè-

òåëüíîñòü (êîëè÷åñòâî òàêòîâ) ïðîõîæäåíèÿ ïî íåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

äëèòåëüíîñòü êàæäîé äóãè ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì è îïèñûâàåòñÿ

ôóíêöèåé c(u) = c(u, t) t ∈ [0;T ]Z .

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ãðàô GT ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè áóäåì íàçû-

âàòü ãðàôîì ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî (ïî äëèòåëüíîñòè ïðî-

õîæäåíèÿ) ïóòè íà ãðàôå GT ñ çàäàííûì óñëîâèåì.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì íå ìåíÿåòñÿ

ñî âðåìåíåì (ò.å. c(u, t1) = c(u, t2) ∀ t1, t2 ∈ [0;T ]Z) ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé î êðàò÷àéøåì ïóòè (ñì. [16],[45]).

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ïîñòàâëåííîé íàìè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî êðîìå íàõîæäåíèÿ ñàìîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äóã

[16]), íåîáõîäèìî íàéòè åùå è âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî íåìó, ïîñêîëüêó

êðàò÷àéøèå ïóòè ìîãóò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ

âðåìåíè. Äàííóþ ñèòóàöèþ ïðîèëëþñòðèðóåì ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 5.9.

Ðàññìîòðèì ãðàô G10 íà ðèñ.5.11.
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Åãî äóãè {u1, . . . u7} òàêèå, ÷òî f(u1) = (1, 2), c(u1) = {9, 9, 9, 9 . . . , 9},

f(u2) = (1, 3), c(u2) = {8, 3, 4, 4 . . . , 4},

f(u3) = (1, 4), c(u3) = {7, 1, 5, 5 . . . , 5},

f(u4) = (2, 4), c(u4) = {1, 1, 1, 1 . . . , 1},

f(u5) = (3, 2), c(u5) = {1, 1, 1, 1 . . . , 1},

f(u6) = (4, 3), c(u6) = {1, 1, 1, 1 . . . , 1},

f(u7) = (4, 5), c(u7) = {6, 5, 9, 3 . . . , 3}.

Ðèñóíîê 5.11 � Ãðàô G10.

Ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå ïóòè èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 äëÿ êàæ-

äîãî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïîëó÷èì, ÷òî êðàò÷àéøèì ïóòåì èç âåð-

øèíû 1 â âåðøèíó 5 ÿâëÿåòñÿ ïóòü µ∗(1, 5) = {u3, u6, u5, u4, u7} (â âèäå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí � 1→ 4→ 3→ 2→ 4→ 5) äëèòåëüíîñòüþ 7

òàêòîâ. Íà÷àëî äâèæåíèÿ ïî ýòîìó ïóòè t = 1.

Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíà 4 ïðîéäåíà â ïóòè äâà ðàçà, íî îòáðîñèòü çà-

ìêíóòûé ó÷àñòîê ïóòè {u6, u5, u4} (êàê ýòî äåëàåòñÿ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå

[16],[45]) íåëüçÿ, ïîñêîëüêó êàæäàÿ äóãà ýòîãî ó÷àñòêà ïðîõîäèòñÿ çà îïðå-

äåëåííîå êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, à ýòî çíà÷èò, ÷òî äâèæåíèå ïî äóãå

u7 ïðèäåòñÿ íà÷èíàòü ñðàçó ïîñëå çàâåðøåíèÿ äâèæåíèÿ ïî äóãå u3 (â òà-

êîì ñëó÷àå îáðàçóåòñÿ ïóòü {u3, u7}, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì �

äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïî íåìó ðàâíà 10 òàêòîâ), ëèáî ñëåäóåò ñäåëàòü

çàäåðæêó â âåðøèíå 4. Òàêîé âàðèàíò íå âîçìîæåí âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äîëæíî ïðîèñõîäèòü äâèæåíèå ïî êàêîé-ëèáî äó-

ãå ãðàôà G è íåò ïåòåëü èíöèäåíòíûõ âåðøèíå 4, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû
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ñäåëàòü òàêóþ çàäåðæêó. Êðîìå ýòîãî, äëÿ äàííîãî ïðèìåðà òàêóþ çàäåðæ-

êó äåëàòü íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè áû ýòî áûëî

âîçìîæíî, åå äëèòåëüíîñòü áûëà áû ðàâíà äëèòåëüíîñòè ïðîõîæäåíèÿ ïî

ó÷àñòêó {u6, u5, u4} ïóòè µ∗(1, 5).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé êðàò÷àéøèé ïóòü áûë íàéäåí ïóòåì ïîë-

íîãî ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5, à òàê êàê

ýòè ïóòè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò íå áûòü ïðîñòûìè, òî, î÷åâèäíî, èìååì

ñóùåñòâåííóþ ñëîæíîñòü äëÿ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ òàêèõ ïóòåé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè íà ãðàôå GT ñ çàâèñèìîñòüþ

äëèòåëüíîñòåé îò âðåìåíè áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò æå ñàìûé ïîäõîä, ÷òî è

äëÿ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîäõîäó ñòðîèòñÿ âñïî-

ìîãàòåëüíûé ãðàô G′ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí è äóã. Íà âñïîìîãà-

òåëüíîì ãðàôå êàæäàÿ äóãà èìååò äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäà, ðàâíóþ åäèíèöå

(êàê è äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ) è êàæäîìó ïóòè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

ñîîòâåòñòâóåò ïóòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ìîìåíòà íà÷àëà äâèæåíèÿ) íà èñõîä-

íîì ãðàôå.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

Êàæäîé âåðøèíå èñõîäíîãî ãðàôà GT ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå T + 1

âåðøèíà x0, . . . , xT íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãè ïîñëåäíåãî ñòðîÿò-

ñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Äëÿ êàæäîé äóãè u (f(u) = (x, y)) èñõîäíîãî ãðàôà è êàæäîãî ìîìåí-

òà âðåìåíè t ∈ [0;T ]Z åñëè t + c(u, t) ≤ T , òî íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå

äîñòðàèâàåòñÿ äóãà ut òàêàÿ, ÷òî f
′(ut) = (xt, yt+c(u,t)). Äóãå ut ïðèñâàèâàåì

âåñ ðàâíûé çíà÷åíèþ c(u, t).

Ïîñëå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, çàäà÷à î êðàò÷àé-

øåì ïóòè íà èñõîäíîì ãðàôå GT ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäå-

íèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå G′.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû î ñâÿçè ïóòåé èñõîäíîãî è âñïîìî-

ãàòåëüíîãî ãðàôîâ.

Òåîðåìà 5.7. Âåðøèíà y äîñòèæèìà èç âåðøèíû x íà èñõîäíîì

ãðàôå GT òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ èç
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ìíîæåñòâà âåðøèí Ax = {x0, x1, . . . xT} äîñòèæèìà õîòÿ áû îäíà âåð-

øèíà ìíîæåñòâà Ay. Áîëåå òîãî, êàæäîìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå è èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî âåñîâ ïóòè µ è ïóòè µ′.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äî-

êàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé òåîðåìû (òåîðåìû 1.14) äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Òåîðåìà 5.8. Êðàò÷àéøåìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå

ñîîòâåòñòâóåò êðàò÷àéøèé ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå, ïðè÷åì âðåìÿ

íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî ïóòè µ ðàâíî íîìåðó óðîâíÿ (ñì. [ 65]), êîòîðîìó

ïðèíàäëåæèò íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ïóòè µ′.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé ïóòü µ(xi, yj) èç âåð-

øèí ìíîæåñòâà Ax â âåðøèíû ìíîæåñòâà Ay íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå

G′. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü µ(x, y) òîãî æå âåñà

íà èñõîäíîì ãðàôå GT .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïóòü µ íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì èç

âåðøèíû x â âåðøèíó y íà èñõîäíîì ãðàôå, ò.å. íà èñõîäíîì ãðàôå íàé-

äåòñÿ ïóòü µ1(x, y) âåñ êîòîðîãî ìåíüøå, ÷åì âåñ ïóòè µ. Òîãäà èç ïðàâèë

ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà è ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü µ′1(xi1, yj1), êîòîðîìó ñîîòâåò-

ñòâóåò ïóòü µ1 èñõîäíîãî ãðàôà. Îòìåòèì, ÷òî âåñ ïóòè µ
′
1 ìåíüøå, ÷åì âåñ

ïóòè µ′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåñ ïóòè µ1 ìåíüøå, ÷åì âåñ ïóòè µ, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò òîìó, ÷òî ïóòü µ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì èç âåðøèí ìíîæåñòâà

Ax â âåðøèíû ìíîæåñòâà Ay.

∆

Ïðèìåð 5.10.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå èç ïðåäû-

äóùåãî ïðèìåðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð T = 8.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′, äëÿ

íåãî íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèé êðàò÷àéøèé ïóòü è ïåðåíåñåì ðåçóëüòàò íà

èñõîäíûé ãðàô.



�205�

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.5.12. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

äóãè u1 èñõîäíîãî ãðàôà íåò äóã íà âñïîìîãàòåëüíîì, êîòîðûå ñîîòâåò-

ñòâîâàëè áû åé.

Ðèñóíîê 5.12 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Íàéäåì êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 5 íà èñõîäíîì

ãðàôå. Äëÿ ýòîãî íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå áóäåì èñêàòü êðàò÷àéøèé ïóòü

èç A1 â âåðøèíû ìíîæåñòâà A5.

Íà ïîñòðîåííîì ãðàôå âèäíî, ÷òî äëÿ T = 8 èç âåðøèí ìíîæåñòâà

A1 â âåðøèíû ìíîæåñòâà A5 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí âîçìîæíûé ïóòü µ
′ :

11 → 42 → 33 → 24 → 45 → 58. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü èñõîäíîãî ãðàôà

µ : 1→ 4→ 3→ 2→ 4→ 5 (ò.å. µ = {u1, u6, u5, u4, u7}).
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5.4 Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè ñ ìåíÿþùåéñÿ äëè-
òåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ñ ìåíÿ-

þùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé äóãè

u êðîìå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè (c(u)) óêàçàíà äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ

ïî íåé (d(u, t)) åäèíèöû ïîòîêà. Ñ÷èòàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü äëèòåëüíîñòåé

ïðîõîæäåíèÿ ïî êàæäîé äóãå ñåòè ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ ïåðèîäîì ðàâíûì T

(∈ N), ò.å.

∀u ∈ U ∀ t ∈ Z+ d(u, t) = d(u, t+ T ).

Êðîìå ýòîãî, ïîëàãàåì, ÷òî d(u, t) ∈ [1;T ]Z .

Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè òàêîãî âèäà èìååò ñóùåñòâåí-

íûå ñëîæíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïåðåõîä ïî íåêîòîðîé äóãå òàêîé

ñåòè ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ çà ðàçíîå êîëè÷åñòâî òàêòîâ, òî äëÿ êàæäîãî

ìîìåíòà âðåìåíè â êîíöåâóþ âåðøèíó ìîæåò ïðèõîäèòü ñóììàðíûé ïîòîê,

ñîñòîÿùèé èç ïîòîêîâ, îòïðàâëåííûõ ïî îäíîé äóãå â ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå

ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîêàæåì ýòó ñèòóàöèþ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 5.11.

Ðàññìîòðèì ãðàô G5 íà ðèñ.5.13. Åãî åäèíñòâåííàÿ äóãà u (f(u) =

(1, 2)) òàêàÿ, ÷òî åå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü c(u) = 1 è çàäàíû äëèòåëüíî-

ñòè íà ïîëíîì ïåðèîäå d(u) = {5, 4, 3, 2, 1}.

Ðèñóíîê 5.13 � Ãðàô G5.

Òîãäà, åñëè ìû áóäåì îòïðàâëÿòü ïîòîê âåëè÷èíû 1 ïî äóãå u â êàæ-

äûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [0; 4]Z , òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 5 â âåðøèíó 2

ïðèäåò ïîòîê âåëè÷èíû 5 (ñîñòîÿùèé èç âñåõ îòïðàâëåííûõ ïîòîêîâ), ÷òî

ãîðàçäî áîëüøå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóãè u.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàê-

ñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ íåäî-

ñòàòî÷íî äàæå ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà (êîòîðîå ïîçâîëÿëî ðå-
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øàòü àíàëîãè÷íûå çàäà÷è â ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ [7]�[65]).

Îäíàêî ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ñ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé, àíà-

ëîãè÷íîé àëãîðèòìó ïðîðûâà â ñåòÿõ ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè (ñì. [23]).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ïîòîêîâîé çàäà÷è â èñõîäíîé ñåòè GT

ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü G′ ïî ïðàâèëàì óêàçàííûì â ïðåäûäóùåì

ïàðàãðàôå ñ ïîïðàâêîé íà ïåðèîäè÷íîñòü çàâèñèìîñòè äëèòåëüíîñòåé ïðî-

õîæäåíèÿ ïî äóãàì:

Êàæäîé âåðøèíå èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå T âåð-

øèí íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãè ïîñëåäíåãî ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþ-

ùåìó ïðàâèëó:

Äëÿ êàæäîé äóãè u (f(u) = (x, y)) èñõîäíîãî ãðàôà è êàæäîãî ìî-

ìåíòà âðåìåíè t ∈ [0;T − 1]Z íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå äîñòðàèâàåòñÿ

äóãà ut òàêàÿ, ÷òî f
′(ut) = (xt, ya(t)), ãäå a(t) = t+ d(u, t) mod T . Äóãå ut

ïðèñâàèâàåì âåëè÷èíó ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, ðàâíóþ çíà÷åíèþ c(u).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî íàñ áóäåò èí-

òåðåñîâàòü íå âåëè÷èíà ïîòîêà â êàæäûé îòäåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à

íåêîòîðàÿ ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà òàêèõ ïîòîêîâ çà îäèí ïîëíûé ïåðèîä. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü G′′ ïóòåì äîáàâëåíèÿ

ôèêòèâíûõ èñòî÷íèêà è ñòîêà ê ñåòè G′, ñîåäèíèâ èõ ñ âåðøèíàìè, ñîîò-

âåòñòâóþùèìè èñòî÷íèêó è ñòîêó èñõîäíîãî ãðàôà, äóãàìè áåñêîíå÷íîé

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè. Ýòî íåîáõîäèìî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó èñòî÷íèê è

ñòîê ðàçáèâàþòñÿ íà T ¾äâîéíèêîâ¿, êàæäûé èç êîòîðûõ äåéñòâóåò â ñâîé

ìîìåíò âðåìåíè.

Â ñåòè G′′ íàõîäèì ïîòîê èç ôèêòèâíîãî èñòî÷íèêà â ôèêòèâíûé ñòîê

ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ïðîðûâà, ñ÷èòàÿ ïîêà ñâÿçàííûìè äóãàìè äóãè,

ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé äóãå èñõîäíîãî ãðàôà è èìåþùèå îáùóþ êîíöåâóþ

âåðøèíó íà ãðàôå G′′ (äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ ñâÿçàííîñòè äóã â

òàêîì âèäå íåäîñòàòî÷íî è áóäåò ïðåäëîæåíî åãî óòî÷íåíèå). Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ìàêñèìàëüíûé ñóììàðíûé ïîòîê çà îäèí ïîëíûé ïåðèîä.

Ïîêàæåì âñå ýòàïû íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà â

ñåòè ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 5.12.

Ðàññìîòðèì ñåòü G4 íà ðèñ.5.14.

Ðèñóíîê 5.14 � Ñåòü G4.

Åå äóãè {u1, . . . u9} òàêèå, ÷òî

f(u1) = (1, 2), c(u1) = 9, d(u1) = {1, 2, 3, 4},

f(u2) = (1, 3), c(u2) = 9, d(u2) = {4, 3, 2, 1},

f(u3) = (2, 3), c(u3) = 3, d(u3) = {1, 2, 3, 1},

f(u4) = (2, 4), c(u4) = 9, d(u4) = {1, 1, 1, 1},

f(u5) = (3, 4), c(u5) = 5, d(u5) = {1, 2, 1, 2},

f(u6) = (3, 5), c(u6) = 5, d(u6) = {1, 1, 1, 1},

f(u7) = (4, 5), c(u7) = 3, d(u7) = {2, 2, 3, 1},

f(u8) = (4, 6), c(u8) = 7, d(u8) = {1, 1, 1, 1},

f(u9) = (5, 6), c(u9) = 8, d(u9) = {1, 1, 1, 1}.

Î÷åâèäíî, ÷òî áåç óñëîâèé è çàâèñèìîñòåé (ò.å. â êëàññè÷åñêîì ñëó-

÷àå), âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà v∗ = 15 è çà îäèí ïîëíûé ïåðè-

îä âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà ðàâíà v∗s = 60. Ðàññìîòðèì

òåïåðü çàäà÷ó ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòè ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì ñåòè.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.5.15.
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Ðèñóíîê 5.15 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Ïî ýòîìó ãðàôó ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàôG′′, äîáàâèâ ôèêòèâ-

íûé èñòî÷íèê s è ôèêòèâíûé ñòîê q. Êðîìå ýòîãî, óäàëèì âñå ïîëó÷èâøèå-

ñÿ ïñåâäîèñòî÷íèêè è ïñåâäîñòîêè. Òàêîå äåéñòâèå íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò,

íî, çà÷àñòóþ, ñèëüíî óïðîùàåò âèä âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà (ñì. [65]).

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′′ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.5.16.

Ðèñóíîê 5.16 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′′.

Ïåðå÷èñëèì ìíîæåñòâà ñâÿçàííûõ äóã (ïîñêîëüêó çäåñü íåò êðàòíûõ

äóã è ñòðóêòóðà ãðàôà äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ, òî äóãè çäåñü áóäåì ïðåäñòàâ-

ëÿòü â âèäå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû âåðøèí [45]): {(10, 21); (12, 21)}, {(12, 23);

(13, 23)}, {(10, 30); (11, 30); (12, 30); (13, 30)}, {(30, 41); (33, 41)}. Âñå îñòàëüíûå
äóãè íå ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè, ò.å. ñ íèìè ìîæíî ðàáîòàòü òàê, êàê è ñ

êëàññè÷åñêèìè äóãàìè áåç çàâèñèìîñòåé.
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Ïðîâîäÿ âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñè-

ìàëüíîì ïîòîêå íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè ([23])

ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ïîêàçàí íà ðèñ.5.17.):

Ðèñóíîê 5.17 � Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G′′.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé (öåïè

ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí):

µ1 : s→ 10 → 21 → 42 → 63 → q, F (µ1) = 7, d(µ1) = 3;

µ2 : s→ 10 → 21 → 42 → 51 → 62 → q, F (µ2) = 2, d(µ2) = 6;

µ3 : s→ 11 → 30 → 51 → 62 → q, F (µ3) = 5, d(µ3) = 5;

µ4 : s→ 11 → 30 → 41 → 62 → q, F (µ4) = 4, d(µ4) = 5;

µ5 : s→ 11 → 23 → 40 → 61 → q, F (µ5) = 7, d(µ5) = 4;

µ6 : s→ 11 → 23 → 40 → 52 → 63 → q, F (µ6) = 2, d(µ6) = 6.

Ïîëó÷èëè, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà çà îäèí

ïåðèîä ãîðàçäî ìåíüøå áàçîâîãî (ò.å. áåç óñëîâèÿ çàâèñèìîñòè äëèòåëüíî-

ñòåé ïðîõîæäåíèÿ).

Îòìåòèì, ÷òî äëèòåëüíîñòè ïóòåé µ2, µ3, µ4 è µ6 ïðåâûøàþò ïåðèîä

èçìåíåíèÿ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì ñåòè G. Êðîìå ýòîãî, íè

îäèí ïóòü íå íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè t = 2 +T è t = 3 +T , îäíàêî,

íàñûùàÿ äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ïîòîêîì ìîæíî âûáðàòü äðóãèå ïó-

òè. Äëÿ ðàññìîòðåííîé ñåòè ñóùåñòâóåò âàðèàíò íàñûùåíèÿ, ïðè êîòîðîì

ïîòîê áóäåò îòïðàâëÿòüñÿ èç èñòî÷íèêà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5.9. Âåëè÷èíà ñóììàðíîãî ïîòîêà ïðîèçâîëüíîé ñåòè GT

ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

v∗s ≤
∑

u∈(Y,Y ′)

c(u) · |DT (u, [0;T − 1]Z)|, (5.5)

ãäå (Y, Y ′) � íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ðàçðåç â ñåòè GT , à |DT (u, [0;T −
1]Z)| � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â îáðàçå ìíîæåñòâà {u} × [0;T − 1]Z ïðè

îòîáðàæåíèè DT : U × [0;T − 1]Z → [0;T − 1]Z, äåéñòâóþùåì ïî ïðàâèëó

DT (u, t) = (t+ d(u, t)) mod T .

∇ Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ðàçðåç (Y, Y ′) â ñåòè GT . Ïîòîê,

ïðîõîäÿùèé ÷åðåç äàííûé ðàçðåç ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ ïî êàæäîé åãî äóãå.

Ýòî ñïðàâåäëèâî êàê â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, òàê è â ñëó÷àå, êîãäà äëèòåëü-

íîñòè ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Òåïåðü îñòàëîñü ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî ðàç çà ïîëíûé ïåðèîä ïî íåêî-

òîðîé äóãå u ∈ (Y, Y ′) ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ïîòîê. Îòìåòèì, ÷òî åñëè

äëÿ ïàðû ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1 è t2 âûïîëíÿåòñÿ DT (u, t1) =

DT (u, t2), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê íå ìîæåò áûòü ïðîïóùåí äâà ðàçà (è

äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t1, è äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t2). Â òàêîì ñëó÷àå

ïîòîê ìîæåò áûòü îòïðàâëåí òîëüêî îäèí ðàç, ïîñêîëüêó èíà÷å ê ìîìåíòó

âðåìåíè t1 + d(u, t1) â êîíöåâóþ âåðøèíó äóãè u ïðèäåò ïîòîê â äâà ðà-

çà áîëüøèé, ÷åì ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ýòîé äóãè. Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê

ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ïî äóãå u íå áîëüøå ðàç, ÷åì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè DT (u, t) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äóãè u è âñåõ ìîìåí-

òîâ âðåìåíè t ∈ [0;T − 1]Z(ò.å. êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â îáðàçå ìíîæåñòâà

{u} × [0;T − 1]Z ïðè îòîáðàæåíèè DT ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî

ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ðàçðåç çà ïîëíûé ïåðèîä ðàâíà ñóììå âåëè÷èí

ïîòîêà ïî êàæäîé åãî äóãå u çà ïîëíûé ïåðèîä, êîòîðûå íå ïðåâûøàþò

âåëè÷èí c(u) · |DT (u, [0;T − 1]Z)|.
∆

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû âûñòóïàåò ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà.
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Òåîðåìà 5.10. Âåëè÷èíà ñóììàðíîãî ïîòîêà ïðîèçâîëüíîé ñåòè

GT ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷è-

íû

v∗s ≤ min
Y⊂X

 ∑
u∈(Y,Y ′)

c(u) · |DT (u, [0;T − 1]Z)|

 . (5.6)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (5.6) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî â òîì ñëó-

÷àå, åñëè äëÿ êàæäîé äóãè u ðàçðåçà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì,

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: äëÿ êàæäîé ïàðû ìîìåíòîâ âðåìåíè

t1, t2 ∈ [0;T − 1]Z åñëè t1 ≥ t2, òî t1 + d(u, t1) ≥ t2 + d(u, t2).

Ïðèâåäåííûå òåîðåìû îá îöåíêå âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíî-

ãî ïîòîêà óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.

Ïðèìåð 5.13.

Ðàññìîòðèì ñåòü G4 èç ïðèìåðà 5.11. Åå åäèíñòâåííàÿ äóãà u òàêàÿ,

÷òî c(u) = 1 è d(u) = {4, 1, 1, 2}.
Î÷åâèäíî, ÷òî çäåñü âñåãî îäèí ðàçðåç, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîé

äóãè u.

Ïîñòðîèì äëÿ èñõîäíîé ñåòè G4 âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü G′′4 (ðèñ.5.18.)

Ðèñóíîê 5.18 � Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü G′′4.

Ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ãðàôó ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ

|DT (u, [0;T − 1]Z)|. Äàííàÿ âåëè÷èíà ðàâíà êîëè÷åñòâó âåðøèí âñïîìîãà-

òåëüíîãî ãðàôà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè äëÿ äóã, ñîîòâåòñòâóþùèõ
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äóãå u èñõîäíîãî ãðàôà. Äëÿ íàøåãî ãðàôà |DT (u, [0;T − 1]Z)| = 4, ò.å. âå-

ëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà çà ïîëíûé ïåðèîä íà ïðåâûøàåò

âåëè÷èíû v∗s ≤ 1 · 4. Îäíàêî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè îòïðàâèòü ïîòîê

ïî äóãå u â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, òî ýòîò ïîòîê áóäåò èäòè ïî íåé 4 òàêòà,

ò.å. äóãà áóäåò íåêîòîðîå âðåìÿ áëîêèðîâàíà (â íàøåì ñëó÷àå âðåìÿ áëî-

êèðîâàíèÿ äóãè ñîñòàâëÿåò ïîëíûé ïåðèîä). Â ýòîì ñëó÷àå çà îäèí ïîëíûé

ïåðèîä ïî ñåòè áóäåò ïðîõîäèòü ñóììàðíûé ïîòîê âåëè÷èíû 1, òîãäà êàê

åñëè íè÷åãî íå îòïðàâëÿòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, òî çà ïîëíûé ïåðèîä

÷åðåç ñåòü ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ñóììàðíûé ïîòîê âåëè÷èíû 3 (îòïðàâ-

ëÿÿ ïîòîêè âåëè÷èíû 1 â ìîìåíòû âðåìåíè t = 1, 2, 3), êîòîðûé è áóäåò

ìàêñèìàëüíûì.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî åäèíñòâåííûé

ðàçðåç ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé äóãè u è âåëè÷èíà |DT (u, [0;T − 1]Z)| = T ,

íåò ðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (5.6)

Ïðèìåð 5.14.

Ðàññìîòðèì ñåòü G èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Ïóñòü d(u) = {4, 2, 1, 1}.
Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′′ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.5.19.

Ðèñóíîê 5.19 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′′.

Â äàííîì ñëó÷àå |DT (u, [0;T − 1]Z)| = 2. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî

ñóììàðíîãî ïîòîêà çà ïîëíûé ïåðèîä ðàâíà v∗s = 2. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó-

÷åí ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñëåäóåò ïðîïóñòèòü, èíà÷å

äóãà u áóäåò áëîêèðîâàíà, äàëåå åäèíèöà ïîòîêà äîëæíà áûòü îòïðàâëåíà



�214�

ëèáî â ìîìåíò âðåìåíè t = 1, ëèáî â ìîìåíò t = 2 (ýòè äâå âîçìîæíîñòè

áëîêèðóþò äðóã äðóãà) è, íàêîíåö, åäèíèöà ïîòîêà îòïðàâëÿåòñÿ â ìîìåíò

âðåìåíè t = 3.

Ïðåäëîæåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàøå äîïóùåíèå î òîì, ÷òî

ñâÿçàííûìè äóãàìè â ñåòè G′′ ÿâëÿþòñÿ äóãè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðîé

îäíîé äóãå èñõîäíîãî ãðàôà è èìåþùèå îáùóþ êîíöåâóþ âåðøèíó íà ãðàôå

G′′, òðåáóåò óòî÷íåíèÿ êàê ýòî áûëî ñêàçàíî ðàíåå. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî â

ïðèìåðå 5.12 äåéñòâèòåëüíî íàéäåí ìàêñèìàëüíûé ïî âåëè÷èíå ñóììàðíûé

ïîòîê çà ïîëíûé ïåðèîä.

5.5 Ïîòîêè â ñåòÿõ ñ öèêëè÷åñêè ìåíÿþùèìèñÿ äëè-
òåëüíîñòÿìè

Ïóñòü G(X,U, f) � îðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü, ó êîòîðîé äëÿ êàæäîé äóãè

u óêàçàíà âåëè÷èíà d(u, t) � äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ åäèíèöû ïîòîêà ïî

ýòîé äóãå â ìîìåíò âðåìåíè t (∈ [t0; tT−1]Z). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû

d(u, t) ïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T , ò.å. d(u, t + T ) = d(u, t).

Êðîìå ýòîãî, 0 < d(u, t) ≤ T ∀u ∈ U ∀ t ∈ Z+.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Îðèåíòèðîâàííóþ ñåòü G ñ ðàññìîòðåííûì ñâîé-

ñòâîì áóäåì íàçûâàòü ñåòüþ ñ öèêëè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíî-

ñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â òàêîé ñåòè.

Ïîñêîëüêó ïî îäíîé è òîé æå äóãå ïîòîê ìîæåò áûòü ïðîïóùåí â ðàçíîå

âðåìÿ, òî áóäåì ñòàâèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íå êëàññè÷åñêîãî ñòàöèîíàð-

íîãî ïîòîêà (êîòîðûé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñåòåé íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàð-

íûì), à íåêîòîðîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà çà îäèí ïåðèîä.

Òàêóþ çàäà÷ó äîñòàòî÷íî ñëîæíî ðåøàòü ïðè ïîìîùè êëàññè÷åñêèõ

àëãîðèòìîâ, ïîýòîìó äëÿ åå ðåøåíèÿ ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô (àíà-

ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â [7] è [23]) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå T âåð-

øèí {xi}T−1
i=0 âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà (â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = ti +

n · T , ãäå n ∈ Z+ âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà xi íà

âñïîìîãàòåëüíîì).
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Êàæäîé äóãå u (òàêîé, ÷òî f(u) = (x, y)) èñõîäíîãî ãðàôà áóäóò ñî-

îòâåòñòâîâàòü T äóã {uti}T−1
i=0 íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå. Ïðè ýòîì, äóãà

uti òàêîâà, ÷òî f
′(uti) = (xi, yi+d(u,ti)−a·T ), ãäå çíà÷åíèå âåëè÷èíû a ðàâíî

åäèíèöå, åñëè i + d(u, ti) ≥ T è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âåñà èñõîäíîé

äóãè ïðèñâàèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Îäíàêî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå îäíîãî ïîñòðîå-

íèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà íåäîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå äóãè ìîãóò âëèÿòü äðóã íà äðóãà.

Îïðåäåëåíèå 5.8. ×åðåç g(uti, t) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî

g(uti, t) = (ai(t); bi(t)) ∩ [0; tT−1 − t0], ãäå

ai(t) =


1

d(u, t1)
· (t− t1), t ≥ ti;

1

d(u, t1)
· (t− ti + T ), t < ti.

, bi(t) = ai(t) +
1

d(u, t1)
.

Ïðè ýòîì, t, ti ∈ [t0; tT−1]Z. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äóãà uti ñóùåñòâó-

åò â ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè g(uti, t) 6= ∅.
Êàæäîé äóãå uti ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îáúåäèíåíèå ïðîìåæóò-

êîâ
T−1⋃
k=0

g(uti, tk).

Òåïåðü, åñëè âçÿòü ïåðåñå÷åíèå ïðîìåæóòêîâ g(u′, tk) è g(u′′, tk), òî

ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî îíî íå ïóñòî, ò.å. â ìîìåíò âðåìåíè tk ñóùåñòâóþò

îáå äóãè. À òàê êàê u′ è u′′ ñîîòâåòñòâóþò îäíîé ¾ôèçè÷åñêîé¿ äóãå ũ ∈ U ,
òî, î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà äâîéíîãî ïîòîêà (ïî äóãàì u′ è u′′) íå äîëæíà

ïðåâûøàòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü äóãè ũ.

Èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çà-

äà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè ñ öèêëè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ äëèòåëü-

íîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò âðåìåíè çàòðóäíèòåëüíî. Áîëåå òîãî, íå

âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Ôîðäà è Ôàëêåðñîíà î òîì, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëü-

íîãî ïîòîêà â ñåòè ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà

(ñì. [95]).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ñóììàðíîì ïîòî-

êå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûå ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè (ïóíêò 4.4).
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Â êà÷åñòâå ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñïîìîãàòåëü-

íóþ ñåòü ñ ôèêòèâíûìè èñòî÷íèêîì è ñòîêîì (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî

áûëî ñäåëàíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå äëÿ ãðàôîâ ñ

îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü).

Îïðåäåëåíèå 5.9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äóãè ut1 è ut2 âñïîìîãà-

òåëüíîé ñåòè âëèÿþò äðóã íà äðóãà, åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè

t èç ïðîìåæóòêà [t0; tT−1]Z òàêîé, ÷òî ïåðåñå÷åíèå g(ut1, t) è g(ut2, t) íå

ðàâíî ïóñòîìó ìíîæåñòâó (ò.å. ∃t ∈ [t0; tT−1]Z: g(ut1, t) ∩ g(ut1, t) 6= ∅).

Âçàèìíûå âëèÿíèÿ äóã âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà äðóã íà äðóãà èãðàþò

ðîëü îòíîøåíèÿ ñâÿçàííîñòè äëÿ îáîáùåííûõ ñåòåé ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà.

5.5.1 Îöåíêà âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà

Îöåíèì âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà â ñåòè ñ öèê-

ëè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò âðåìåíè.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü (Y, Y ′) íåêîòîðûé ðàçðåç. Òîãäà âåëè÷èíà

ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà âî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè G íå ïðå-

âûøàåò âåëè÷èíû

v∗ ≤
∑
u∈M

c(u),

ãäå M � ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî ðàçðåçà (Y, Y ′), ñîäåðæàùåå íàè-

áîëüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (Y, Y ′) òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ïà-

ðû ýëåìåíòîâ u, v ∈M âûïîëíÿåòñÿ h(u, v) = 0 (h � îòíîøåíèå âëèÿíèÿ

äóã âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè).

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 4.4.

Òåîðåìà 5.12. Äëÿ âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïîòîêà

â ñåòè G, ñ öèêëè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî

äóãàì îò âðåìåíè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

v∗ ≥
∑
u∈M ′

c(u),
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ãäå M ′ � ìàêñèìàëüíîå ïî âëîæåíèþ ïîäìíîæåñòâî ðàçðåçà (Y, Y ′), ñî-

äåðæàùåå íàèìåíüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ìíîæåñòâà (Y, Y ′) òàêîå, ÷òî

äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ u, v ∈M âûïîëíÿåòñÿ h(u, v) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ñëåäñòâèå ïåðâûõ äâóõ òåîðåì, ñïðàâåäëèâà ñëå-

äóþùàÿ

Òåîðåìà 5.13. Äëÿ âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G

ñ öèêëè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò

âðåìåíè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå∑
u∈M ′

c(u) ≤ v∗ ≤
∑
u∈M

c(u).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãî-

ðèòìîì 4.2.

Ïðèìåð 5.15.

Ðàññìîòðèì ãðàô G, ïîêàçàííûé íà ðèñ.5.20. Ïóñòü ïåðèîä, ñ êîòîðûì

èçìåíÿþòñÿ âåñà åãî äóã, ðàâåí 3.

Ðèñóíîê 5.20 � Èñõîäíûé ãðàô G.

Åãî äóãè {u1, . . . , u4} òàêèå, ÷òî

f(u1) = (1, 2), d(u1) = {1, 1, 2, . . . },

f(u2) = (1, 3), d(u2) = {2, 1, 2, . . . },

f(u3) = (2, 3), d(u3) = {3, 1, 2, . . . },

f(u4) = (3, 4), d(u4) = {1, 1, 1, . . . }.

Ïóñòü ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè ýòîãî ãðàôà ðàâíà 1.
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Äëÿ èñõîäíîãî ãðàôà G ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′′ (ðèñ.

5.21).

Ðèñóíîê 5.21 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′′.

Íà ðèñóíêå 5.21 òî÷êè s è k � ôèêòèâíûå èñòî÷íèê è ñòîê (ïðîïóñê-

íàÿ ñïîñîáíîñòü âñåõ äóã, âûõîäÿùèõ èç s è ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü âñåõ

äóã, âõîäÿùèõ â k ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè).

Âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò øåñòü ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîïàñòü èç ââåäåí-

íîãî ôèêòèâíîãî èñòî÷íèêà s â ôèêòèâíûé ñòîê k. Îïèøåì è îáîçíà÷èì

ýòè ïóòè (çäåñü îáîçíà÷åíèå xi îçíà÷àåò âåðøèíà x â ìîìåíò âðåìåíè ti):

µ1: s→ 10 → 32 → 40 → k;

µ2: s→ 10 → 21 → 32 → 40 → k;

µ3: s→ 11 → 32 → 40 → k;

µ4: s→ 11 → 22 → 31 → 42 → k;

µ5: s→ 12 → 21 → 32 → 40 → k;

µ6: s→ 12 → 31 → 40 → k;

Ïóòè µ2 è µ5, µ1 è µ3 íåêîòîðûì îáðàçîì âëèÿþò äðóã íà äðóãà, à

ïóòè µ6 è µ4 âëèÿþò äðóã íà äðóãà è íå âëèÿþò íà îñòàëüíûå.

Íàñûùàÿ îäíó äóãó, ïðîïóñêàÿ ïî íåé ïîòîê íåêîòîðîé âåëè÷èíû, ìû

äîëæíû áóäåì óìåíüøèòü íà ýòó æå âåëè÷èíó ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü

âñåõ äóã, íà êîòîðûå îíà âëèÿåò. Íàñûùàÿ íåêîòîðûé ïóòü, ìû òàêæå äîëæ-

íû óìåíüøèòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü âñåõ äóã, ïî êîòîðûì îí ïðîõîäèò,

òàê êàê âîçìîæíû ñëó÷àè, êàê â íàøåì ïðèìåðå, ïî äóãå ïðîõîäÿò ñðàçó

÷åòûðå ïóòè. ßñíî, ÷òî, íàñûùàÿ ïóòü µ2 íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, ïðîïóñê-

íàÿ ñïîñîáíîñòü äëÿ äðóãèõ ïóòåé óìåíüøèòñÿ íà ýòó âåëè÷èíó.
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Ïîëó÷èëè, ÷òî, åñëè ìû âûáèðàåì è íàñûùàåì ïóòü µ2 (ïðîïóñêàåì ïî

íåìó ïîòîê âåëè÷èíû 1), òî íà åäèíèöó íåîáõîäèìî óìåíüøèòü ïðîïóñêíóþ

ñïîñîáíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã ïóòåé µ1, µ3 è µ5. À çíà÷èò, ýòè ïóòè

ñòàíîâÿòñÿ íåäîñòóïíûìè äëÿ äàëüíåéøåãî íàñûùåíèÿ ïî íèì.

Îñòàëèñü äîñòóïíûìè ïóòè µ4 è µ6. Âûáåðåì è íàñûòèì îäèí èç íèõ,

íàïðèìåð, ïóòü µ4. Óìåíüøèì ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé

äóãè ïóòè µ6 è ýòîò ïóòü ñòàíîâèòñÿ íåäîñòóïíûì äëÿ íàñûùåíèÿ ïî íåìó.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ïîòîêà â çàäàííîì ãðàôå ðàâíà 2. Ïðè ëþáûõ

äðóãèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íàñûùåíèÿ ïóòåé áîëüøèé ïîòîê, ÷åì ïîëó-

÷èëè âûøå, ìû ïðîïóñòèòü íå ìîæåì.

Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ñóì-

ìàðíîãî ïîòîêà âî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ â òåî-

ðåìå 5.13. Ïîëó÷èëè, ÷òî 2 ≤ v∗ ≤ 4. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìîòðåííîãî

ãðàôà äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà.

5.6 Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ãðàôàõ ñ ìåíÿþùè-
ìèñÿ äëèòåëüíîñòÿìè

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì

ãðàôà, äëèòåëüíîñòü êàæäîé äóãè êîòîðîãî çàâèñèò îò âðåìåíè íà÷àëà

äâèæåíèÿ ïî íåé. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ, â îòëè÷èå îò

ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøèíàì ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äî-

ñòèæèìîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ Ìàðêîâñêèì, îäíàêî, è â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à

íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ çà

íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé.

Ïîñêîëüêó äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïî îäíîé è òîé-æå äóãå ìîæåò ïðè-

íèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, òî ðåøèòü ýòó

çàäà÷ó êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè ìîæíî ëèøü ïðè ïîìîùè ïåðåáîðà âñåõ

âîçìîæíûõ ïóòåé, à çàòåì âûáîðà èç íèõ ïîäõîäÿùèõ è íàõîæäåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî íèì.

Ïðèìåð 5.16.

Ðàññìîòðèì, ãðàô íà ðèñ. 5.22. Äóãè {u1, . . . , u5} òàêèå, ÷òî f(u1) =

(1, 2), f(u2) = (1, 3), f(u3) = (2, 3), f(u4) = (3, 4), f(u5) = (4, 1). Âåðîÿòíî-
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ñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì óêàçàíû íà ðèñóíêå ðÿäîì ñ äóãàìè è íå ìåíÿþòñÿ

ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ðèñóíîê 5.22 � Ãðàô ñ öèêëè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ ïî

äóãàì.

Ïîëîæèì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ñ ïåðèîäîì T = 3 äëèòåëü-

íîñòåé äóã çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: d(u1) = {1, 1, 1}, d(u2) = {2, 2, 2},
d(u3) = {2, 2, 1}, d(u4) = {1, 1, 1}, d(u5) = {1, 1, 1}.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 3 çà äâà òàêòà

âðåìåíè ïðè óñëîâèè íà÷àëà äâèæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0.

Åñëè ìû âîçüìåì ìàòðèöó âåðîÿòíîñòåé ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ.

5.22, è âîçâåäåì åå â êâàäðàò, òî ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâîé

ñòðîêè è òðåòüåãî ñòîëáöà îêàæåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå. Îäíàêî, èç âåðøèíû

1 â âåðøèíó 3 ïîïàñòü çà äâà òàêòà âðåìåíè ïðè óñëîâèè íà÷àëà äâèæåíèÿ

â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 ìîæíî ëèøü ïî äóãå u2, âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ

ïî êîòîðîé ðàâíà 0, 7. Äâèãàÿñü ïî äðóãîìó ïóòè, ìîæíî ïîïàñòü â âåðøèíó

3 ëèøü â ìîìåíò âðåìåíè t = 3.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà áóäåì èñïîëüçîâàòü âñïîìî-

ãàòåëüíûé ãðàô, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëàì, îïèñàííûì âûøå äëÿ ãðà-

ôîâ ñ ìåíÿþùèìèñÿ äëèòåëüíîñòÿìè.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà çàäàåì âåðîÿòíîñòè ïåðå-

õîäà ïî åãî äóãàì ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî êàæäîé

äóãå èñõîäíîãî ãðàôà G ïðèñâàèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì åé äóãàì âñïîìî-

ãàòåëüíîãî ãðàôà G′.

Òåïåðü, åñëè èñõîäíûé ãðàô G íå ÿâëÿëñÿ ãðàôîì ñ öèêëè÷åñêîé çà-



�221�

âèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ, òî íåîáõîäèì ïåðåñ÷åò âåðîÿòíî-

ñòåé ïåðåõîäà íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå. Ýòî íåîáõîäèìî, ò.ê. ñóùåñòâóåò

âîçìîæíîñòü, ÷òî íåêîòîðûå äóãè íå ÿëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â îïðåäåëåí-

íûå ìîìåíòû âðåìåíè, à çíà÷èò, íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ïîÿâÿòñÿ âåð-

øèíû, äëÿ êîòîðûõ ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç íèõ íå ðàâíà åäè-

íèöå. Äëÿ ñëó÷àÿ èñõîäíîãî ãðàôà G ñ öèêëè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ òàêîé

ñèòóàöèè âîçíèêíóòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó âñå äóãè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî äóãàì âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′

áóäåì ïðîèçâîäèòü ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

p(u) :=
p(u)∑

v∈[(p2◦f ′)(u)]+
p(v)

∀u ∈ U ′.

Åñëè æå èç íåêîòîðîé âåðøèíû x èñõîäíîãî ãðàôà G â ìîìåíò âðå-

ìåíè i âûõîäÿò ëèøü íåäîïóñòèìûå äóãè, òî íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå â

âåðøèíå xi íåîáõîäèìî äîñòðîèòü ïåòëþ ñ âåðîÿòíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ ïî

íåé ðàâíîé åäèíèöå.

Çàìåòèì, ÷òî íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ

ïî êàæäîé äóãå íå çàâèñèò îò âðåìåíè, îäíàêî, íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ

äóãà ïðîõîäèòñÿ çà îäèí òàêò âðåìåíè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ

âåðîÿòíîñòåé âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà íåñêîëü-

êî ìàòðèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ áóäåò ñîäåðæàòü ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

ïî äóãàì, èìåþùèì îäèíàêîâóþ äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ. Ïîëó÷åííûå

ìàòðèöû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà çà îäèí øàã ïî äóãàì äëè-

òåëüíîñòè 1. Äàííàÿ ìàòðèöà áóäåò ñîñòîÿòü èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è ýëå-

ìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòÿì òåõ äóã, äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäå-

íèÿ ïî êîòîðûì êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå.

Ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà çà îäèí øàã ïî äóãàì äëèòåëüíîñòè

2, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé, áóäåò ñîñòîÿòü èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è ýëåìåí-

òîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòÿì òåõ äóã, äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïî

êîòîðûì ðàâíà äâóì.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñîñòàâèòü ìàòðèöû âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà çà îäèí
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øàã ïî äóãàì áîëüøåé äëèòåëüíîñòè.

Êàæäàÿ èç ýòèõ ìàòðèö ïî îòäåëüíîñòè íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé

Ìàðêîâñêîé öåïè. Íî ìàòðèöà, ðàâíàÿ ñóììå âñåõ ñîñòàâëåííûõ ìàòðèö,

ñîîòâåòñòâóåò öåïè, êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåííûé âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô.

Òåîðåìà 5.14. Äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé öåïè G′, èìååò ìåñòî ñëåäó-

þùåå ðàâåíñòâî:

P t =
t∑
i=1

Pi · P t−i, (5.7)

ãäå P t−i � ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà t − i øàãîâ, à Pi �

ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî äóãàì äëèòåëüíîñòè i. Ïðè ýòîì,

ñ÷èòàåì, ÷òî P0 = P 0 = E è P1 = P 1.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû x è y âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ è äîêàæåì, ÷òî

(P t)x,y =

(
t∑
i=1

Pi · P t−i

)
x,y

(çäåñü (P t)x,y � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç x â y çà t øàãîâ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M t � ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé äëèòåëüíîñòè t èç âåð-

øèíû x â âåðøèíó y, òîãäà âåëè÷èíà (P t)x,y ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

(P t)x,y =
∑
µ∈M t

p(µ).

Åñëè ïðåäñòàâèòü M t =
t⋃
i=1

Mi (ãäå Mi � ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé èç x â

y, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ äóãîé äëèòåëüíîñòè i), òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî:

(P t)x,y =
t∑
i=1

∑
µ∈Mi

p(µ). (5.8)

Òàê êàê ïóòü µ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Mi, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïóòåì äëè-

íû t èç x â y, íà÷èíàþùèìñÿ äóãîé äëèòåëüíîñòè i, òî ýòîò ïóòü ìîæíî

ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè:

1) ïåðâàÿ ÷àñòü � äóãà µ(1) (äóãà, äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïî êî-

òîðîé ðàâíà i);
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2) âòîðàÿ ÷àñòü � µ\{µ(1)} (ïóòü äëèíû t− i).
Îáîçíà÷èì ýòè ÷àñòè êàê ηi(x, c) è ηt−i(c, y) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì

c � ýòî âåðøèíà, èíöèäåíòíàÿ îáåèì ÷àñòÿì ïóòè µ.

Òàêèì îáðàçîì, µ = ηi(x, c) ∪ ηt−i(c, y).

Òîãäà ∑
µ∈Mi

p(µ) =
∑

c∈Γ+
i (x)

[p(ηi(x, c)) · p(ηt−i(c, y))] ,

çäåñü Γ+
i (x) � âñå âåðøèíû, â êîòîðûå ìîæíî ïîïàñòü èç âåðøèíû x ïðå-

îäîëåâ îäíó äóãó äëèòåëüíîñòè i. À, òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåð-

øèíû x â ëþáóþ âåðøèíó z ∈ X ′\Γ+
i (x) ïðåîäîëåâ äóãó äëèòåëüíîñòè i

ðàâíà íóëþ, òî ïîëó÷èëè∑
µ∈Mi

p(µ) =
∑
c∈X ′

[p(ηi(x, c)) · p(ηt−i(c, y))] ,

à ïîñêîëüêó p(ηi(x, c)) = (Pi)x,c è p(ηi(c, y)) = (P t−i)c,y, òî âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ∑
µ∈Mi

p(µ) =
∑
c∈X ′

[
(Pi)x,c · (P t−i)c,y

]
= (Pi · P t−i)x,y. (5.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (5.9) â (5.8), ïî-

ëó÷èì:

(P t)x,y =
t∑
i=1

(Pi · P t−i)x,y =

(
t∑
i=1

Pi · P t−i

)
x,y

.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåðøèí x è y òåîðåìà äîêàçàíà.

∆

Òåîðåìà 5.15. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû x â âåðøèíó y ñ

íà÷àëüíûì âðåìåíåì äâèæåíèÿ t0 çà k øàãîâ íà èñõîäíîì ãðàôå G ðàâíà

âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç xt0 â yt1 çà k øàãîâ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå

G′. Äðóãèìè ñëîâàìè

pkG(x, y, t0) = (P k)xt0 ,yt1 .

Ïðè ýòîì, ìîìåíò âðåìåíè t1 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t1 =

{
t0 + k, t0 + k ≤ T ;

t0 + k − T, t0 + k T.
.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.15 ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.14

è ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

Ïðèìåð 5.17.

Äëÿ ãðàôà, ðàññìîòðåííîãî â ïðèìåðå 5.16 ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé

ãðàô (ðèñ. 5.23.

Ðèñóíîê 5.23 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Ïî òåîðåìå 5.14, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (5.7), äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âå-

ðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 3 çà äâà øàãà ïðè óñëîâèè

íà÷àëà äâèæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 íåîáõîäèìî íàéòè ìàòðèöó

P 2 = P1 · P 1 + P2.

Èíòåðåñóþùèé íàñ ýëåìåíò ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâîé ñòðîêè è

îäèííàäöàòîãî ñòîëáöà ìàòðèöû P 2. Ýòîò ýëåìåíò ðàâåí 0, 7.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç âåðøèíû 1 â âåð-

øèíó 3 çà äâà øàãà ïðè óñëîâèè íà÷àëà äâèæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0.
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Ãëàâà 6

Îïåðàòîð Ëàïëàñà è çàäà÷à Äèðèõëå íà ãðà-
ôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ

6.1 Îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé
äîñòèæèìîñòüþ

Ðàññìîòðèì ãðàôGϕ(X,U, f) ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ϕ. Ââå-

äåì â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ ãðàíèöû è âíóòðåííîñòè ãðàôà ñ íåñòàíäàðò-

íîé äîñòèæèìîñòüþ (ñì. [26]-[70]). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáûêíîâåííûõ (êëàñ-

ñè÷åñêèõ) ãðàôîâ ãðàíèöà îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [94]).

Îïðåäåëåíèå 6.1. Âåðøèíà x ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé, åñ-

ëè ïîäãðàô, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì Γ̂(x) (ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí

ãðàôà, äîñòèæèìûõ èç âåðøèíû x) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ âåðøèí ãðàôà G íà-

çûâàåòñÿ åãî ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ∂G.

Äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ñàìè ïîíÿòèÿ ¾ñâÿç-

íîñòü¿ è ¾ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü¿ èìåþò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé õàðàêòåð, ïî-

ñêîëüêó íå âñå ïóòè ñòàíîâÿòñÿ äîïóñòèìûìè ñ ââåäåíèåì îãðàíè÷åíèÿ íà

äîñòèæèìîñòü. Áîëåå òîãî, íåêîòîðàÿ âåðøèíà y ìîæåò íå áûòü äîñòèæè-

ìîé èç âåðøèíû x, åñëè íà÷àëüíûé óðîâåíü õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîëüíîãî

ïóòè ðàâåí íóëþ, íî y ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé èç x ïðè íà÷àëüíîì óðîâíå

õàðàêòåðèñòèêè ïóòè áîëüøåì íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì ãðàíèöû ãðàôà Gϕ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ ϕ.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà x ÿâëÿåòñÿ ãðà-

íè÷íîé âåðøèíîé ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ Gϕ, åñëè îíÿ

ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé íà òîì æå ñàìîì ãðàôå G áåç îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòè-

æèìîñòü.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ∂Gϕ = ∂G. Íà òåêóùèé ìîìåíò íàì äîñòàòî÷íî



�226�

òàêîãî îïðåäåëåíèÿ, îäíàêî, äàëåå áóäåò äàíî áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèå

ãðàíèöû ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ãðàíèöó ãðàôà áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíîé, åñ-

ëè ∂Gϕ = X.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Âíóòðåííîñòüþ ãðàôà Gϕ áóäåì íàçûâàòü ìíî-

æåñòâî âñåõ âåðøèí, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè. Ò.å. intGϕ = X \ ∂Gϕ.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà íà îáûêíîâåííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G çàäà-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [94]):

∆pg(x) =
∑
y∈Γ(x)

p(uxy) · g(y)− g(x),

ãäå ôóíêöèÿ f : X → R, âåñ p(uxy) çàäàí äëÿ êàæäîé äóãè uxy ãðàôà G è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ∑
u∈[x]+

p(u) ≤ 1, (6.1)

çäåñü è äàëåå [x]+ � ìíîæåñòâî äóã, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû x.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè p(uxy) =
1

|[x]+|
, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ãðàôå çàäàí

êëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí (ñì. [94]):

∆g(x) =
1

|[x]+|
∑
y∈Γ(x)

g(y)− g(x).

Îäíàêî, äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ïîñêîëüêó íå

âñå ïóòè îñòàþòñÿ äîïóñòèìûìè ñ ââåäåíèåì îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæè-

ìîñòü, òàêîå îïðåäåëåíèå ëàïëàñèàíà òðåáóåò íåêîòîðîãî óòî÷íåíèÿ.

Ïîñêîëüêó â [27] îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü áûëè ðàçäåëåíû íà

äâà òèïà � ñòðîãèå è íåñòðîãèå � ñ ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì â ïîñòðîåíèè

âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàôîâ äëÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, òî ìû, ïðè-

äåðæèâàÿñü ýòîé ïîçèöèè, äàäèì äâà îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà: äëÿ

ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åíèåì ñòðîãîãî òèïà è äëÿ ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åíèåì íåñòðî-

ãîãî òèïà.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ g : X×[0; k]Z → R, çäåñü k+1 � ÷èñëî ìíîæåñòâ

â ïóòåâîì íàáîðå äëÿ ãàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ Gϕ.
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Îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ãðàôå Gϕ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ϕ

ñòðîãîãî òèïà çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆ϕg(x, y) =
∑

u∈[x]+∩U (y)

p(u)∑
v∈[x]+∩U (y)

p(v)
g((p2 ◦ f)(u), F (y, au))− g(x, y),

ãäå âåðøèíà z = (p2 ◦ f)(u) � ýòî êîíöåâàÿ âåðøèíà äóãè u, F � ôóíêöèÿ,

èñïîëüçóþùàÿñÿ ïðè âû÷èñëåíèè õàðàêòåðèñòèê ïóòåé äëÿ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòè (ñì. [26]).

Îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ãðàôå Gϕ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ϕ

íåñòðîãîãî òèïà çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆ϕg(x, y) = hxy − g(x, y),

ãäå âåëè÷èíà hxy îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

hxy =


∑

u∈[x]+∩U (y)

p̃(u) · g((p2 ◦ f)(u), F (y, au)), [x]+ ∩ U (y) 6= ∅;∑
u∈[x]+∩(U\U (y))

p̄(u) · g((p2 ◦ f)(u), F (y, au)), [x]+ ∩ U (y) = ∅.
,

çäåñü p̃(u) =
p(u)∑

v∈[x]+∩U (y)

p(v)
, p̄(u) =

p(u)∑
v∈[x]+∩(U\U (y))

p(v)
.

Îòìåòèì, ÷òî
∑
u
p̃(u) = 1 è

∑
u
p̄(u) = 1, ò.å. äëÿ âåñîâ ãðàôà âûïîë-

íÿåòñÿ îñíîâíîå íåðàâåíñòâî (6.1).

Çàìå÷àíèå 6.1. Ïðè k = 0 äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ãðàôà Gϕ âûïîë-

íÿåòñÿ ∆ϕg(x, 0) = ∆pg(x, 0), ïîñêîëüêó ïðè k = 0 èìååì òðèâèàëüíîå

îãðàíè÷åíèå íà äîñòèæèìîñòü (âñå ïóòè ÿâñëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè).

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ôóíêöèþ g : X × [0; k]Z → R áóäåì íàçûâàòü

ãàðìîíè÷åñêîé íà ãðàôå Gϕ, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû (x, y) ∈ X × [0; k]Z

âûïîëíÿåòñÿ (∆ϕg)(x, y) = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Ôóíêöèþ g : X × [0; k]Z → R áóäåì íàçûâàòü

ãàðìîíè÷åñêîé âíóòðè ãðàôà Gϕ, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû (x, y) ∈ ∂Gϕ ×
[0; k]Z âûïîëíÿåòñÿ (∆ϕg)(x, y) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ íà ãðàôå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷å-

ñêîé è âíóòðè ãðàôà, îáðàòíîå âîîáùå ãîâîðÿ íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 6.8. Ôóíêöèþ g : X × [0; k]Z → R áóäåì íàçûâàòü

ñóáãàðìîíè÷åñêîé (ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé) íà ãðàôå Gϕ, åñëè äëÿ êàæäîé ïà-

ðû (x, y) ∈ X × [0; k]Z âûïîëíÿåòñÿ (∆ϕg)(x, y) ≥ 0 ((∆ϕg)(x, y) ≤ 0).

Îïðåäåëåíèå 6.9. Ôóíêöèþ g : X × [0; k]Z → R áóäåì íàçûâàòü

ñóáãàðìîíè÷åñêîé (ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé) âíóòðè ãðàôà Gϕ, åñëè äëÿ êàæ-

äîé ïàðû (x, y) ∈ ∂Gϕ× [0; k]Z âûïîëíÿåòñÿ (∆ϕg)(x, y) ≥ 0 ((∆ϕg)(x, y) ≤
0).

Ìíîãèå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ (ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè, î ìàêñèìàëüíîì ïîòî-

êå, î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ÷àñòèöû è äð.) ðåøåíû ïðè ïîìîùè ïîñòðî-

åíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà (ñì. [27]). Ïðèìåíèì ýòîò ïîäõîä è â íàøåì

ñëó÷àå, ò.å. ïî ïðàâèëàì óêàçàííûì â [26] è [27], äëÿ ãðàôà Gϕ ïîñòðîèì

âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′(X ′, U ′, f ′). Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé âñïîìîãàòåëü-

íîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà íåì íåò îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü, à

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì îðãðà-

ôîì. Çíà÷èò, îïåðàòîð Ëàïëàñà, çàäàííûé äëÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ, î÷å-

âèäíî çàäàí è äëÿ G′. Êðîìå ýòîãî, êàæäîìó ïóòè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

G′ ñîîòâåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü íà èñõîäíîì ãðàôå Gϕ.

Çàäàäèì íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ôóíêöèþ g̃ : X ′ → R ïî ïðà-

âèëó g̃(xy) = g(x, y), ãäå g � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà èñõîäíîì ãðàôå Gϕ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.1. Ôóíêöèÿ g̃ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé íà âñïîìîãà-

òåëüíîì ãðàôå G′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ãàð-

ìîíè÷åñêîé íà èñõîäíîì ãðàôå Gϕ.

Òåîðåìà 6.2. Ôóíêöèÿ g̃ ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé (ñóïåðãàð-

ìîíè÷åñêîé) íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé (ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé) íà èñõîäíîì

ãðàôå Gϕ.

Äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ òåîðåì ñëåäóþò èç ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà è îïðåäåëåíèé îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà äëÿ îáûêíîâåííûõ
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ãðàôîâ è äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî íà ãðàôå G′ ãðàíè÷íûå âåðøèíû, íå îáÿçàòåëü-

íî ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè÷íûì âåðøèíàì èñõîäíîãî ãðàôà Gϕ è íàîáîðîò,

äëÿ ãðàíè÷íîé âåðøèíû èñõîäíîãî ãðàôà íå îáÿçàòåëüíî, ÷òî âñå ñîîò-

âåòñòâóþùèå åé âåðøèíû âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòó ñèòóàöèþ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 6.1.

Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ (ñì. [27]) ïðè k = 1

íà ðèñ.6.1. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî U0 = {u1, u4, u5}, U1 = {u2, u3, u6,

u7}, U (0) = U è U (1) = U1.

Ðèñóíîê 6.1 � Èñõîäíûé ãðàô G ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ ïîêàçàí íà ðèñ. 6.2.

Ðèñóíîê 6.2 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà íà ðèñ. 6.2 îïðåäåëèì ãðàíèöó: ∂G′ =

{11, 21, 31, 41, 51}. Âåðøèíû {11, 21, 31} ñîîòâåòñòâóþò âíóòðåííèì âåðøè-

íàì èñõîäíîãî ãðàôà Gϕ è, íàîáîðîò, ãðàíè÷íûì âåðøèíàì 4 è 5 èñõîäíîãî
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ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû 40 è 50, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè

íà G′.

Ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íåîáõîäèìî óòî÷íåíèå ïîíÿòèé ãðàíèö è âíóò-

ðåííîñòåé èñõîäíîãî è âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 6.10. Âåðøèíó x âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ áóäåì

íàçûâàòü ãðàíè÷íîé, åñëè îíà ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íîé âåðøèíå èñõîä-

íîãî ãðàôà G áåç îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü èëè ïîäãðàô, ïîðîæäåí-

íûé ìíîæåñòâîì Γ̂(x) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì.

Îïðåäåëåíèå 6.11. Âåðøèíó x èñõîäíîãî ãðàôà Gϕ íà óðîâíå äî-

ñòèæèìîñòè j áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íîé, åñëè âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ãðà-

íè÷íîé áåç îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü èëè âåðøèíà âñïîìîãàòåëüíî-

ãî ãðàôà xj, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðå (x, j), ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé íà âñïî-

ìîãàòåëüíîì ãðàôå G′.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íà èñõîäíîì ãðàôå ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ, ñòðîãî ãî-

âîðÿ, íå ñàìà âåðøèíà, íî ïàðà � âåðøèíà è óðîâåíü äîñòèæèìîñòè äëÿ

ýòîé âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ∂Gϕ = {(x, j) ∈
X×[0; k]Z |xj ∈ ∂G′}. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî
âíóòðåííèõ òî÷åê ãðàôà Gϕ: intGϕ = (X × [0; k]Z) \ ∂Gϕ.

Êàæäîé âåðøèíå x ñ óðîâíåì äîñòèæèìîñòè j èñõîäíîãî ãðàôà îä-

íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà xj íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Ââåäåì

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Γ(x, j) = {(y, i) ∈ X × [0; k]Z | yi ∈ Γ(xj)} è

d+(x, j) = |Γ(x, j)|.

Çàìå÷àíèå 6.2. Íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ

âåðøèí ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïîäìíîæåñòâà: ∂G′ = ∂G′n ∪ ∂G′d ∪ ∂G′p:

1. Ìíîæåñòâî ∂G′n, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðà-

íè÷íûìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ è ñîîòâåò-

ñòâóþò ãðàíè÷íûì âåðøèíàì èñõîäíîãî ãðàôà G, áóäåì íàçûâàòü

íîðìàëüíîé ãðàíèöåé ãðàôà G′.

2. Ìíîæåñòâî ∂G′d, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðà-

íè÷íûìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ, íî ñîîòâåò-
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ñòâóþò âíóòðåííèì âåðøèíàì èñõîäíîãî ãðàôà G, áóäåì íàçûâàòü

äîïîëíèòåëüíîé ãðàíèöåé ãðàôà G′.

3. Ìíîæåñòâî ∂G′p, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

ãðàíè÷íûìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ, íî ñîîò-

âåòñòâóþò ãðàíè÷íûì âåðøèíàì èñõîäíîãî ãðàôà G, áóäåì íàçûâàòü

ïñåâäîãðàíèöåé ãðàôà G′.

Òåïåðü, êîãäà óòî÷íåíû ïîíÿòèÿ ãðàíèö äëÿ èñõîäíîãî è âñïîìîãà-

òåëüíîãî ãðàôà, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû (àíàëîãè òåîðåì 6.1 è

6.2).

Òåîðåìà 6.3. Ôóíêöèÿ g̃ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé âíóòðè âñïîìî-

ãàòåëüíîãî ãðàôà G′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ

ãàðìîíè÷åñêîé âíóòðè èñõîäíîãî ãðàôå Gϕ.

Òåîðåìà 6.4. Ôóíêöèÿ g̃ ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé (ñóïåðãàðìî-

íè÷åñêîé) âíóòðè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé (ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé) âíóòðè

èñõîäíîãî ãðàôà Gϕ.

6.2 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ôîðìóëû Ãðèíà

Äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå

G′ èìååò ìåñòî õîðîøî èçâåñòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Íàïîìíèì îñíîâ-

íûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû (ñì. [94]).

Îïðåäåëåíèå 6.12. Ôóíêöèÿ g̃ : X → R íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíî

ïîñòîÿííîé â âåðøèíå x, åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû y ∈ Γ̂(x) âûïîëíÿåòñÿ

g(y) ≡ g(x).

Òåîðåìà 6.5. (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà)

Ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òðàíçèòèâíî ïîñòîÿí-

íîé íè â îäíîé âåðøèíå x ∈ X \X(0) (çäåñü X(0) = {x ∈ X | Γ(x) = ∅})
ãðàôà G′ íå ìîæåò äîñòèãàòü ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íà ýòîì ìíî-

æåñòâå âåðøèí.
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Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü ãðàô G′ íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûõ êîìïî-

íåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, åãî êîíäåíñàöèÿ ïðîãðåññèâíî êîíå÷íà (ñì. [ 8])

è ôóíêöèÿ g̃ : X → R � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ âíóòðè ãðàôà G′, òîãäà

sup
x∈X

g̃(x) = sup
x∈∂G′

g̃(x). (6.2)

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 6.5 è 6.6 ïðèâåäåíû â [94].

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 6.5 ñóïðåìóì ôóíêöèè g̃ íå ìî-

æåò äîñòèãàòüñÿ â âåðøèíàõ ìíîæåñòâà ∂G′d, çíà÷èò, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ

âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (6.2) äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà:

1. sup
x∈X

g̃(x) = sup
x∈∂G′n

g̃(x) è â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû 6.5

è 6.6 î÷åâèäíî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé èñõîäíîãî ãðàôà Gϕ è îïðåäå-

ëåííîé íà íåì ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè g : X × [0; k]Z → R. Áîëåå

òîãî, â ýòîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ãðàíèöû

èñõîäíîãî ãðàôà.

2. sup
x∈X

g̃(x) = sup
x∈∂G′d

g̃(x) è â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìû 6.5 è 6.6 ïåðåíîñÿòñÿ íà

ñëó÷àé èñõîäíîãî ãðàôà Gϕ òîëüêî â ñëó÷àå ïåðåîïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ

ãðàíèöû èñõîäíîãî ãðàôà.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 6.6 íà ñëó÷àé èñõîäíîãî ãðàôà ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü ãðàô Gϕ íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûõ êîìïîíåíò

ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, åãî êîíäåíñàöèÿ ïðîãðåññèâíî êîíå÷íà è ôóíêöèÿ g :

X × [0; k]Z → R � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ âíóòðè ãðàôà Gϕ, òîãäà

sup
x∈X

y∈[0;k]Z

g(x, y) = sup
(x,y)∈∂Gϕ

g(x, y). (6.3)

Ðàâåíñòâî (6.3) ôàêòè÷åñêè äàåò îöåíêó äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé äèñ-

êðåòíîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.8. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.7 ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ðàâ-

íîñèëüíû:
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1. sup
x∈X

y∈[0;k]Z

g(x, y) = sup
(x,y)∈∂Gϕ

g(x, y);

2. g(x, y) ≤ sup
(z,i)∈∂Gϕ

g(z, i) ∀x ∈ X ∀ y ∈ [0; k]Z .

Äàëåå ïîñòðîèì äèñêðåòíûå àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ ôîðìóë Ãðèíà äëÿ

ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Òåîðåìà 6.9. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà Gϕ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ ϕ è ëþáûõ ôóíêöèé g, f : X × [0; k]Z → R èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà∑
x̃∈intGϕ

ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

(f(ỹ)− f(x̃)) · (g(ỹ)− g(x̃)) =
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩∂Gϕ

f(x̃) · (g(ỹ)− g(x̃))−

−
∑

x̃∈intGϕ

d+(x̃) · f(x̃) ·∆ϕg(x̃) +
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

f(ỹ) · (g(ỹ)− g(x̃)). (6.4)

è ∑
x̃∈intGϕ

d+(x̃) · (f(x̃) ·∆ϕg(x̃)− g(x̃) ·∆ϕf(x̃)) =

=
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)

(f(x̃)g(ỹ)− g(x̃)f(ỹ)). (6.5)

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïðÿìîé ïðîâåðêîé ðà-

âåíñòâà (6.4). Ðàññìîòðèì∑
x̃∈intGϕ

ỹ∈Γ(x̃)∩∂Gϕ

f(x̃) · (g(ỹ)− g(x̃))−
∑

x̃∈intGϕ
d+(x̃) · f(x̃) ·∆ϕg(x̃) =

ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ∆ϕg(x̃) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëàïëàñèàíà,

ïîëó÷èì

=
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩∂Gϕ

f(x̃) · (g(ỹ)− g(x̃))−
∑

x̃∈intGϕ
f(x) ·

∑
ỹ∈Γ(x̃)

(g(ỹ)− g(x̃)) =

ïîñêîëüêó Γ(x̃) \ (∂Gϕ) = Γ(x̃) ∩ intGϕ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x̃, ñëå-

äîâàòåëüíî,

= −
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

f(x̃) · (g(ỹ)− g(x̃)) =

= −
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

(f(x̃)− f(ỹ) + f(ỹ)) · (g(ỹ)− g(x̃)) =

òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè âûðàæåíèå
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=
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

(f(ỹ)− f(x̃)) · (g(ỹ)− g(x̃))−
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

f(ỹ) · (g(ỹ)− g(x̃)).

Ðàâåíñòâî (6.4) äîêàçàíî.

Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ôóíêöèè f è g â ðàâåíñòâå (6.4):∑
x̃∈intGϕ

ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

(g(ỹ)− g(x̃)) · (f(ỹ)− f(x̃)) =
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩∂Gϕ

g(x̃) · (f(ỹ)− f(x̃))−

−
∑

x̃∈intGϕ

d+(x̃) · g(x̃) ·∆ϕf(x̃) + +
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

g(ỹ) · (f(ỹ)− f(x̃)).

Âû÷òåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èç ðàâåíñòâà (6.4), ïîëó÷èì∑
x̃∈intGϕ

ỹ∈Γ(x̃)∩∂Gϕ

(f(x̃)g(ỹ)− f(x̃)g(x̃)− g(x̃)f(ỹ) + g(x̃)f(x̃))−

−
∑

x̃∈intGϕ
d+(x̃) · (f(x̃) ·∆ϕg(x̃)− g(x̃) ·∆ϕf(x̃))+

+
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

(f(ỹ)g(ỹ)− f(ỹ)g(x̃)− g(ỹ)f(ỹ) + g(ỹ)f(x̃)) = 0

ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, èìååì∑
x̃∈intGϕ

ỹ∈Γ(x̃)∩∂Gϕ

(f(x̃)g(ỹ)− g(x̃)f(ỹ)) +
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)∩intGϕ

(g(ỹ)f(x̃)− f(ỹ)g(x̃))−

−
∑

x̃∈intGϕ
d+(x̃) · (f(x̃) ·∆ϕg(x̃)− g(x̃) ·∆ϕf(x̃)) = 0

îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå∑
x̃∈intGϕ

d+(x̃) · (f(x̃) ·∆ϕg(x̃)− g(x̃) ·∆ϕf(x̃)) =

=
∑

x̃∈intGϕ
ỹ∈Γ(x̃)

(f(x̃)g(ỹ)− g(x̃)f(ỹ)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

∆

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (6.4) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ïåðâîé

ôîðìóëû Ãðèíà, à ðàâåíñòâî (6.5) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì âòîðîé

ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

6.3 Çàäà÷à Äèðèõëå

Ðàññìîòðèì ãðàô Gϕ(X,U, f) c íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ϕ è

ëàïëàñèàí ∆ϕ, çàäàííûé íà íåì. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Äèðèõëå:
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Íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ g : X × [0; k]Z → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:{
∆ϕg(x, y) = 0, (x, y) ∈ intGϕ;

g(x, y) = h(x, y), (x, y) ∈ ∂Gϕ.
(6.6)

ò.å ôóíêöèÿ g äîëæíà áûòü ãàðìîíè÷åñêîé âíóòðè ãðàôà è íà ãðàíèöå ∂Gϕ

ñîâïàäàòü ñ çàäàíîé ôóíêöèåé h. Ïðè ýòîì ôóíêöèþ h : ∂Gϕ → R áóäåì

íàçûâàòü ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé çàäà÷è Äèðèõëå.

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (6.6) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-

íî äëÿ ëþáîãî ãðàôà Gϕ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ϕ.

Êàê ïîêàçàíî â [94], ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.10. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîòî-

ðîìó ñèëüíî ñâÿçíîìó ãðàôó G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. |aii| ≥
n∑
j=1

j 6=i

|aij| ∀ i ∈ [1;n]N ,

2. ∃i |aii| >
n∑
j=1

j 6=i

|aij|,

òîãäà ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó.

Òåîðåìà 6.11. (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Äèðèõëå íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ) Ïóñòü

ãðàô Gϕ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ϕ íå èìååò áåñêîíå÷íûõ êîì-

ïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è åãî êîíäåíñàöèÿ ïðîãðåññèâíî êîíå÷íà, òîãäà

ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (6.6) ñóùåñòâóåò è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

∇ Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 6.3 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå (6.6)

íà ãðàôå Gϕ ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé çàäà÷å Äèðèõëå íà âñïîìîãàòåëüíîì

ãðàôå G′(X ′, U ′, f ′): {
∆pg̃(xj) = 0, xj ∈ intG′;
g̃(xj) = h(x, j), xj ∈ ∂G′.

. (6.7)

Ïîñêîëüêó èñõîäíûé ãðàô íå èìååò áåñêîíå÷íûõ êîìïîíåíò ñèëüíîé

ñâÿçíîñòè è åãî êîíäåíñàöèÿ ïðîãðåññèâíî êîíå÷íà, çíà÷èò, è âñïîìîãà-

òåëüíûé ãðàô îáëàäàåò òàêèìè æå ñâîéñòâàìè. Ýòî ñëåäóåò èç ïðàâèë ïî-

ñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, ðàññìîò-

ðåííûé â [94].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G′1(X
′′, U ′′, f ′′) êîíäåíñàöèþ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðà-

ôà G′. Ïîñêîëüêó G′1 ïðîãðåññèâíî êîíå÷íûé, òî ïîðÿäêîâàÿ ôóíêöèÿ ñó-

ùåñòâóåò íà âñåì ìíîæåñòâå X ′′ (ñì. [8]). Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è Äèðèõëå (6.7) ïðîâåäåì ìåòîäîì òðàíñôèíèòíîé

èíäóêöèè, âçÿâ âêà÷åñòâå åå ïàðàìåòðà ïîðÿäîê êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿç-

íîñòè.

Ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè íóëåâîãî ïîðÿäêà ñîâïàäà-

þò ñ ãðàíèöåé, òî ðåøåíèå íà ýòèõ êîìïîíåíòàõ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííîé

ôóíêöèåé h. Ïîýòîìó, ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó

ñèëüíîé ñâÿçíîñòè K ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû

x ∈ intK èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

g̃(x)−
∑
y∈Γ(x)

p(uxy) · g̃(y) = 0.

Çàíóìåðóåì âåðøèíû êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè K, áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî XK = {x1, . . . , xn} è |XK | = n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pij = p(uxixj).

Òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

gi −
∑

xj∈Γ(xi)∩XK

pij · gj = bi ∀ i ∈ [1;n]N , (6.8)

ãäå

bi =
∑

y∈Γ(x)\XK

p(uxiy) · g̃(y). (6.9)

Çäåñü ìû ðàçáèëè ñóììó íà äâå ÷àñòè � ïî âíóòðåííèì è ïî ãðàíè÷íûì

âåðøèíàì �, è ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ äëÿ bi âñå g(xj) (=

h(x, j)) èçâåñòíû, ñëåäîâàòåëüíî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (6.8) îïðåäåëåíà

îäíîçíà÷íî.
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Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.8) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî îñíîâíàÿ ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì òåîðåìû 6.10, à çíà÷èò, ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû îáðàçóþò ëèíåéíî

íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.8)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè K. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ âñåõ êîìïîíåíò

ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-

íî äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà, ìåíüøåãî ÷èñëà α. Äî-

êàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà α

ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ïóñòü Kα � êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà α. Äëÿ òîãî, ÷òî-

áû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé (6.8) äëÿ êîìïîíåíòû Kα. Ïîñêîëüêó âåðøèíû y â ïðàâîé ÷à-

ñòè (6.9) ïðèíàäëåæàò êîìïîíåíòàì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà, ìåíüøå-

ãî α, à ò.ê. â ýòèõ âåðøèíàõ ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ, òî ïî òåîðåìå 6.6

g̃(y) ≤ sup
zj∈∂G′

h(z, j). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (6.8) äëÿ

êîìïîíåíòû Kα îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Îòìåòèì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.10, ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû îáðàçóþò

ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé (6.8) äëÿ êîìïîíåíòû Kα èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëþ-

áîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà α ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Çíà÷èò, ïî ìåòîäó òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (6.7)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî âî âñåé âíóòðåííîñòè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà.

∆
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â

ðàçâèòèè è îáîñíîâàíèè îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î

êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ, î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ è ïîòîêîâûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ

è ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé), êî-

òîðûå ïîçâîëÿþò çàäà÷ó, èñõîäíî ïîñòàâëåííóþ íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ, ïåðåíîñèòü íà âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô áîëüøåãî ðàçìåðà,

íî íàêîòîðîì íåò îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü.

Â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, íàó÷-

íàÿ íîâèçíà êîòîðûõ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Ââåäåíî îáùåå ïîíÿòèå ãðàôà ñíåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è èõ àíàëîãàõ

(äèíàìè÷åñêèå ãðàôû ñ çàâèñèìîñòüþ âåñîâ äóã îò âðåìåíè) îáîáù¼í è

îáîñíîâàí ìåòîä ðàçâ¼ðòîê Áàñàíãîâîé-Åðóñàëèìñêîãî.

2. Äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è ãðàôîâ ñ çàâèñèìî-

ñòüþ äóã îò âðåìåíè ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó äëÿ êîëè÷åñòâà äóã êðàò÷àé-

øåãî ïóòè.

3. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû

ïî âåðøèíàì ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Äîêàçàíà ñâîäèìîñòü

â îáùåì ñëó÷àå íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøè-

íàì ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ èëè å¼ àíàëîãîì ê ìàðêîâñêîìó

ïðîöåññó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå. Ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé

î ñòðóêòóðå ìàðêîâñêîé öåïè, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå.

4. Ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå îáúåêòû � îáîáù¼ííûå ñåòè ñî ñâÿçàí-

íûìè äóãàìè. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â

îáîáù¼ííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè, ïîëó÷åíû òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæ-

íÿÿ îöåíêè åãî âåëè÷èíû. Ïîêàçàíî, êîððåêòíûé ïåðåíîñ çàäà÷è î ìàêñè-

ìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ íà å¼ ðàçâ¼ðòêó

îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàçâ¼ðòêè ñåòè ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îáîáù¼ííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.
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5. Äëÿ ãðàôîâ è ñåòåé ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è å¼ àíàëî-

ãàìè ðàçðàáîòàíû ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ î êðàò÷àéøåì

ïóòè è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå. Äëÿ àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøå-

ãî ïóòè íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ïîëó÷åíà îöåíêà âû-

÷èñëèòåëüíîé òðóäî¼ìêîñòè, ó÷èòûâàþùàÿ ðàçìåð èñõîäíîãî ãðàôà è òèï

äîñòèæèìîñòè.

6. Äîêàçàíà ñâîäèìîñòü çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè è î ìàêñèìàëüíîì ïî-

òîêå íà ãðàôå ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò

âðåìåíè ê àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì íà âðåìåííîé ðàçâ¼ðòêå (âñïîìîãàòåëü-

íîì ãðàôå).

7. Äëÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ðàçðàáîòàíû è îáîñ-

íîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæä¼ííûõ ëàïëàñèàíîì, íà

ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåð-

òàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî ðàñ-

øèðÿþò âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà òåîðèè ãðàôîâ ê èññëåäî-

âàíèþ äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, â êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ðåàëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå ê çàäà÷àì íàâèãàöèè è ïîòîêîâûì çàäà÷àì â èí-

ôîðìàöèîííûõ ñåòÿõ. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ãðàôîâ

ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü òàêèå îñîáåííîñòè

ìîäåëåé è ïðîöåññîâ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ó÷òåíû ïðè èñïîëüçîâàíèè

ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ.
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