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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ñòàëè õîðîøèì

ñðåäñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äèñ-

êðåòíûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé. Ðîäèâøèñü ïðè ðåøåíèè ãîëîâîëîìîê,

òåîðèÿ ãðàôîâ ñâîè ïåðâûå ïðèìåíåíèÿ íàøëà â õèìèè (ðàáîòû À. Êåë-

ëè ïî ïåðå÷èñëåíèþ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ) è â ýëåêòðîòåõíèêå (çàêîíû

Ã. Êèðõãîôôà � òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé). Â ñàìîé ìàòåìàòèêå ðàç-

âèòèå òåîðèè ãðàôîâ áûëî ñâÿçàíî ñ òîïîëîãèåé (êðèòåðèé ïëàíàðíîñòè

ãðàôà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà è Ê. Êóðàòîâñêîãî) è ìíîãîëåòíèìè ïîïûòêà-

ìè äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû ÷åòûðåõ êðàñîê. Áóðíîå ðàçâèòèå òåîðèè

ãðàôîâ è å¼ ïðèìåíåíèÿ ñâÿçàíî ñ íà÷àëîì êîìïüþòåðíîé ýðû è ïî-

ÿâëåíèåì íîâîé îòðàñëè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, êîòîðóþ íàçûâàþò

êîìïüþòåðíûìè íàóêàìè èëè èíôîðìàòèêîé. Ìàðøðóòèçàöèÿ â òåëå-

êîììóíèêàöèîííûõ è êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ, íàâèãàöèÿ â ñèñòåìàõ GPS,

ñîñòàâëåíèå îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé äâèæåíèÿ òðàíñïîðòà è ïëàíèðî-

âàíèå ïåðåâîçîê â ëîãèñòèêå ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ

òåîðèè ãðàôîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ãðàôîâûõ ìîäåëåé ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûì

ïåðåäâèæåíèåì ïî ïóòÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà, à îñíîâíóþ ðîëü â

êàæäîé êîíêðåòíîé ìîäåëè îáû÷íî èãðàåò îäíà èç òðåõ çàäà÷: çàäà÷à

î äîñòèæèìîñòè (èëè åå ìîäèôèêàöèÿ � çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ),

çàäà÷à î ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè è ïîòîêîâàÿ çàäà÷à, ïîñêîëüêó ïîòîê

ïåðåìåùàåòñÿ ïî ïóòÿì ãðàôà. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ

çàäà÷ (íå òîëüêî ïåðâàÿ) ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì äîñòèæèìîñòè íà ãðà-

ôå. Ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è (â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, ò.å. êîãäà âñå

ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè) õîðîøî èçó÷åíû â ðàáîòàõ Ã. Äàíöèãà,

Å. Äèíèöà, Ä. Ýäìîíäñà, Ð. Êàðïà, À. Ãîëäáåðãà, À.À. Çûêîâà, Î. Îðå,

Ë.Ð. Ôîðäà, Ä.Ð. Ôàëêåðñîíà, Ô. Õàðàðè, Ð. Òàðüÿíà è äð.

Ñðåäè âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ îñîáî âûäåëèì àëãîðèòì Å. Äåéêñò-

ðû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà ãðàôàõ è òåîðèþ ïîòîêîâ â ñåòÿõ,

ñîçäàííóþ Ë.Ð. Ôîðäîì è Ä.Ð. Ôàëêåðñîíîì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îñ-

íîâíûå ìåòîäû òåîðèè ïîòîêîâ â ñåòÿõ íå ñëèøêîì èçìåíèëèñü ñ äíåé

ñâîåãî ñîçäàíèÿ. Îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè åå ðàçâèòèÿ ñòàëè ðàçðà-
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áîòêà è ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïîòîêîâûõ çàäà÷ â ñåòÿõ.

Ñåãîäíÿøíèé èíòåðåñ ê òåîðèè ïîòîêîâ â ñåòÿõ ñâÿçàí ñ èíòåíñèâíûì

ðàçâèòèåì èíôîêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé, â òîì ÷èñëå WWW, ìîáèëü-

íûõ ñåòåé, ãëîáàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, òåîðèè íåéðîííûõ ñåòåé,

ëîãèñòèêè.

Óêàæåì íà åù¼ îäíó âàæíóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè

ãðàôîâ � òåîðåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, â òîì ÷èñëå òàêîå âàæíîå è

ñîâðåìåííîå å¼ íàïðàâëåíèå � àâòîìàòè÷åñêîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå êîì-

ïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ïîñòðîåíèå è àíàëèç èí-

ôîðìàöèîííîãî èëè óïðàâëÿþùåãî ãðàôà ïðîãðàììû. Â ýòîì íàïðàâ-

ëåíèè îòìåòèì ðàáîòû Â.Â. Âîåâîäèíà, Â.À. Åâñòèãíååâà, Â.Í. Êàñüÿ-

íîâà, Ñ.Â. Îãîðîäîâà, Á.ß. Øòåéíáåðãà, Ë. Ëàìïîðòà, Ð. Àëëýíà, Ê.

Êýííåäè, Ì. Âîëüôà.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè íà îðè-

åíòèðîâàííûõ ãðàôàõ è ìåòîäàì ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íà ãðà-

ôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü ïî-

íèìàåòñÿ íàìè êàê íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâî ïóòåé ãðàôà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äóãè ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ ðàâíîïðàâíûìè â ôîðìèðîâà-

íèè ïóòåé, âñëåäñòâèå ÷åãî íåêîòîðûå ïóòè ñòàíîâÿòñÿ íåäîïóñòèìûìè.

Âìåñòå ñ òåì, îáûêíîâåííûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ìîæíî ñ÷èòàòü

ãðàôàìè ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (òðèâèàëüíîé). Ïåðåõîä îò

ðàññìîòðåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ïóòåé ãðàôà ê ðàññìîòðåíèþ âûäåëåííî-

ãî ïîäìíîæåñòâà ïóòåé ñóùåñòâåííî ìåíÿåò õàðàêòåð çàäà÷ ñâÿçàííûõ

ñ äîñòèæèìîñòüþ. Ïåðå÷èñëåííûå âûøå èçâåñòíûå àëãîðèòìû ¾ïåðå-

ñòàþò ðàáîòàòü¿, ïîñêîëüêó îíè íå ó÷èòûâàþò ñóæåíèå ìíîæåñòâà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ïóòåé. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê çàäà÷å î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ, è ê

çàäà÷å î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ïî ãðàôó, è ê çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì

ïîòîêå â ñåòè. Êðîìå òîãî, ìóëüòèãðàôîâîñòü (íàëè÷èå êðàòíûõ äóã)

íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ â îòëè÷èå îò ãðàôîâ áåç

îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü ÿâëÿåòñÿ íåóñòðàíèìîé. Åñëè êðàòíûå

äóãè ÿâëÿþñÿ äóãàìè ðàçíîãî òèïà, òî â çàäà÷å î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ

íåëüçÿ îñòàâëÿòü èç êðàòíûõ òîëüêî êðàò÷àþùóþ äóãó, à â ïîòîêîâûõ

çàäà÷àõ çàìåíÿòü êðàòíûå äóãè îäíîé äóãîé ñ ñóììàðíîé ïðîïóñêíîé
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ñïîñîáíîñòüþ.

Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì

ïðîÿâëÿþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ïðèâåä¼ì â êà÷åñòâå ïðè-

ìåðà îäíó èç íèõ.

Ðàññìîòðèì êîìïüþòåðíóþ ñåòü, â êîòîðîé äëÿ íåêîòîðûõ ïîäñåòåé

óñòàíîâëåíû îïðåäåë¼ííûå ïðàâèëà äëÿ ïðè¼ìà è ïåðåäà÷è ïàêåòîâ äàí-

íûõ. Íàïðèìåð, çàïðåò íà òðàíñëÿöèþ øèðîêîâåùàòåëüíûõ ñîîáùåíèé

èç âíåøíèõ óçëîâ èëè ïðèîðèòåò â ïåðåäà÷å ïàêåòîâ äàííûõ èç äîâåðåí-

íûõ èñòî÷íèêîâ, èëè äëÿ ïàêåòîâ èç èñòî÷íèêîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ äîâå-

ðåííûìè, îáÿçàòåëüíà îòïðàâêà èõ íà ïðîâåðêó íà îäíîì èç ëîêàëüíûõ

óçëîâ ïîäñåòè. Ïîäîáíûå ïðàâèëà ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ-

ìè íà ìíîæåñòâî ïóòåé, ïî êîòîðûì ¾ïåðåìåùàþòñÿ¿ ïàêåòû äàííûõ

è, êàê ñëåäñòâèå, ìîãóò ñóùåñòâåííî óñëîæíÿòü çàäà÷ó ìàðøðóòèçàöèè

ïàêåòîâ â ñåòè.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåíèå òàêèõ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì

ñìûñëå ðåêîíôèãóðèðîâàíèåì ñåòè, ïðè÷¼ì íå àïïàðàòíûìè ñðåäñòâà-

ìè, íî ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè íà íåêîòîðûõ óçëàõ (ñåðâåðàõ, øëþ-

çàõ è ïð.) ñåòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðåêîíôèãóðè-

ðîâàíèå ñåòè ÿâëÿåòñÿ ãèáêèì è ïî âðåìåíè, è îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè

êîìïüþòåðíîé ñåòè.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû. Âïåðâûå ãðàôû ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ ß.Ì. Åðóñàëèìñêîãî

è Å.Î. Áàñàíãîâîé. Â íèõ ðàññìàòðèâàëèñü ÷àñòè÷íî-îðèåíòèðîâàííûå

ãðàôû, ò.å. òàêèå ãðàôû íà êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû êàê îðèåíòèðîâàí-

íûå äóãè, òàê è íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ

ðàáîò ñòàëî òî, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íî-îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ðàññìîòðåíî

äâà âèäà îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü. Äëÿ ïåðâîãî âèäà äîïóñòèìû-

ìè ïóòÿìè ÿâëÿëèñü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã è ðåáåð, â êîòîðûõ

äâå äóãè íå øëè ïîäðÿä, ò.å. ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãå íåîáõîäèìî

ïðîäîëæàòü äâèæåíèå òîëüêî ïî ðåáðó. Äëÿ âòîðîãî âèäà îãðàíè÷åíèé,

íàîáîðîò, äîïóñòèìûìè ïóòÿìè ÿâëÿëèñü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã

è ðåáåð, â êîòîðûõ äâà ðåáðà íå øëè ïîäðÿä. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà äî-

ñòèæèìîñòü ñóùåñòâåííî óñëîæíèëè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî
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ïóòè, ïîñêîëüêó îêàçàëîñü, ÷òî êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íåïðèìåíèìû

è êðàò÷àéøèé ïóòü, â îáùåì ñëó÷àå, ìîæåò áûòü íàéäåí òîëüêî ïðè

ïîìîùè ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé íà ãðàôå. Àâòîðàìè áûë ïðåä-

ëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, êî-

òîðûé ïîçâîëèë ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå

ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè êðàò÷àéøå-

ãî ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå áåç îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü.

Ïåðåíîñ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü

íà âñïîìàãàòåëüíûé ãðàô îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì ñ àëãîðèòìè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ. Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå

íå ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïî-

ìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû, ýòî îçíà÷àåò ÷òî çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ

ïóòÿõ íà ãðàôàõ ñî ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ ðåøàåòñÿ çà ïîëèíî-

ìèàëüíîå âðåìÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàøëè

ïðèëîæåíèå â òåîðèè áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâ Ê¼òå (ñì. Áàñàíãîâà Å.Î.,

Äðàãèëåâ Ì.Ì. Î ïðîñòðàíñòâàõ Ê¼òå ñ êðàòíî-ïðàâèëüíûìè áàçèñà-

ìè// Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1986. � Ò. 39, âûï. 5, � Ñ. 727-735).

Îòìåòèì, ÷òî â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ñôîðìèðîâàëñÿ äîâîëüíî óäîá-

íûé íà íàø âçãëÿä òåðìèí ¾îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñî ñìåøàííîé äî-

ñòèæèìîñòüþ¿. Ñìåøàííàÿ äîñòèæèìîñòü íà îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî äóã ãðàôà ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ

äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ UN è UZ . Ñìåøàííûì ïóòåì íà òà-

êîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïóòü, ïðè ôîðìèðîâàíèè êîòîðîãî íèêàêèå äâå

äóãè ìíîæåñòâà UZ íå èäóò ïîäðÿä. Ãðàô ñî ñìåøàííîé äîñòèæèìî-

ñòüþ � ýòî ãðàô, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ

òîëüêî ñìåøàííûå ïóòè. Äëÿ ãðàôîâ ñî ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ ðàñ-

ñìîòðåíû çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè è çàäà÷à î ñëó÷àéíûõ áëóæäà-

íèÿõ. Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñî

ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ ñòàëî ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

áîëüøåãî ðàçìåðà, íî íà êîòîðîì âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, è

ñâåäåíèå ïðåäëîæåííûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñî ñìåøàííîé äîñòèæèìîñòüþ

ê àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì íà âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàôàõ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ (ðàáîòû ß.Ì. Åðóñàëèìñêîãî, Â.À. Ñêî-
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ðîõîäîâà, À.Ã. Ïåòðîñÿíà, Ì.Â. Êóçüìèíîâîé è Í.Í. Âîäîëàçîâà) ïî-

ñâÿùåíû èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ âèäîâ îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìîñòè è ðå-

øåíèþ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, òàêèõ êàê çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè, çàäà-

÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è çàäà÷à î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ÷àñòèöû

ïî âåðøèíàì, äëÿ êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ îãðàíè÷åíèé. Ñðåäè ðàñ-

ñìîòðåííûõ îãðàíè÷åíèé âûäåëèì ìàãíèòíûå äîñòèæèìîñòè, áàðüåð-

íóþ äîñòèæèìîñòü, ìîíîòîííóþ äîñòèæèìîñòü, âåíòèëüíóþ è øëþçî-

âóþ äîñòèæèìîñòè (ñì. [1], [20], [22]-[23]). Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ äîñòè-

æèìîñòÿõ åñòü ñâîè, óíèêàëüíûå îñîáåííîñòè, îäíàêî, îêàçàëîñü, ÷òî ñ

íåêîòîðûìè äîïîëíåíèÿìè ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà â êàæ-

äîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò ñâîäèòü êëàññè÷åñêèå çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ ðàññìîò-

ðåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ê èõ àíàëîãàì íà âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàôàõ. Â

ýòèõ ðàáîòàõ ñôîðìèðîâàëñÿ åùå îäèí òåðìèí: ¾ãðàô ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ¿, ò.å. îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ íåêîòîðûì, çàðàíåå çà-

äàííûì îãðàíè÷åíèåì äîñòèæèìîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü åù¼ îäíó îñîáåííîñòü ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äî-

ñòèæèìîñòüþ � ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ïî âåðøèíàì

ãðàôà â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì (ñì. [1], [2], [20], [21], [22]).

Ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ ñîîòâåòñâóþùåãî ïðîöåññà íà âñïîìîãàòåëü-

íîì ãðàôå, ïîçâîëèë ñâåñòè ýòîò íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ ê ìàðêîâñêîìó

íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

Çàäà÷è î ïîòîêàõ â ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (ñì. [1]-

[19], [20], [22], [21]) îêàçàëèñü çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå çà÷è î êðàò÷àéøèõ

ïóòÿõ è î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ. Ïðè ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîãî

ãðàôà êàæäîé äóãå èñõîäíîé ñåòè íà âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè ñîîòâåòñòâó-

åò íåñêîëüêî äóã, ò.å. ïðè íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà äëÿ âñïî-

ìîãàòåëüíîé ñåòè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî ïî òàêèì äóãàì áóäåò îïðåäå-

ëåí ïîòîê áîëüøåé ñóììàðíîé âåëè÷èíû, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì äóãà

èñõîäíîé ñåòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåíîñå ðåøåíèÿ íà èñõîäíóþ ñåòü,

ïîëó÷èì ïîòîê, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ èñõîäíîé ñåòè.

Ïåðâûå èòîãè èññëåäîâàíèé ïî ãðàôàì ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ áûëè ïîäâåäåíû â íàøåé ìîíîãðàôèè ¾Ãðàôû è ñåòè ñ íåñòàíäàðò-

íîé äîñòèæèìîñòüþ: çàäà÷è, ïðèëîæåíèÿ¿ (ñì. [20]) è äèññåðòàöèîííîé
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ðàáîòå ß.Ì. Åðóñàëèìñêîãî (ñì. Åðóñàëèìñêèé, ß.Ì. Ðàçðàáîòêà è èñ-

ñëåäîâàíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà îðèåíòèðîâàííûõ

ãðàôàõ è ñåòÿõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü: äèññ. . . . ä-ðà òåõ. íà-

óê: 05.13.17 / � Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2015. � 258 ñ.). Â ïîñëåäíåé ïðåäëîæåí

îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, îñíîâàííûõ íà ïîíÿòèè

äîñòèæèìîñòè, íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, îñíîâàííûé

íà ïîñòðîåíèè ¾ðàçâåðòêè¿ (âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà) è ñâåäåíèè çàäà-

÷è íà èñõîäíîì ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ê ñîîòâåòñòâó-

þùåé çàäà÷å íà ðàçâåðòêå áåç îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü. Îäíîé

èç ÷àñòåé íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå è ñòðîãîå îáîñíîâàíèå

òàêîãî ïîäõîäà è èññëåäîâàíèå åãî àëãîðèòìè÷åñêèõ àñïåêòîâ.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ñòàëè èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé íåñòàíäàðò-

íîé äîñòèæèìîñòè, êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò äèñêðåòíî-

ãî âðåìåíè íà ãðàôå ñ çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæèìîñòü ðàç-

áèåíèå ìíîæåñòâà äóã ôîðìèðóåòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó (ñì. [9],

[20], [21]). Äàëüíåéøàÿ ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè âûÿâèëà ñóùåñòâåí-

íóþ àíàëîãèþ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ íà ãðàôàõ. Â êà÷åñòâå

òàêèõ àíàëîãîâ íàìè ðàññìîòðåíû ãðàôû ñ çàâèñèìîñòÿìè âåñîâ äóã îò

âðåìåíè è ãðàôû ñ çàâèñèìîñòÿìè îò âðåìåíè äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæ-

äåíèÿ ïî äóãàì (ñì. [3], [5], [8], [9], [20], [21]). Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ìû

ðàññìàòðèâàåì äèñêðåòíîå âðåìÿ. Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è íà òàêèõ ãðà-

ôàõ îêàçàëèñü ñõîæèìè ñ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè íà ãðàôàõ ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, îäíàêî, äëÿ êàæäîé çàäà÷è áûëè âûÿâëåíû

óíèêàëüíûå îñîáåííîñòè, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà åå ðåøåíèå. Îäíîé

èç òàêèõ îñîáåííîñòåé ñòàë âîïðîñ â çàäà÷å î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ íà ãðà-

ôå ñ ìåíÿþùèìèñÿ âåñàìè: ÷òî ñ÷èòàòü êðàò÷àéøèì ïóò¼ì? Ïóòü êàê

òàêîâîé � ýòî íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã. Ïðîõîæäåíèå ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äóã ìîæíî íà÷èíàòü â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Äèíàìè÷åñêàÿ íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü äåëàåò íåêîòîðûå ïóòè íà

ãðàôå ðåàëèçóåìûìè (âîçìîæíûìè) òîëüêî â îïðåäåëåííûå âðåìåííûå

ïðîìåæóòêè íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî òàêèì ïóòÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâåííûì ñòàíîâèòñÿ âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî çàäàííîìó ïóòè. Òàêèì

îáðàçîì, òðåáóåòñÿ íàéòè íå òîëüêî ñàì êðàò÷àéøèé ïóòü êàê ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòü äóã, íî è âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî íåìó.

Íåìíîãî â ñòîðîíå îò çàäà÷, îñíîâàííûõ íà ïîíÿòèè äîñòèæèìîñòè

ñòîÿò èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ãðàôàõ

è êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæäàåìûõ èì. Çà÷àñòóþ ïðè òàêèõ èññëåäîâàíèÿõ

ðàññìàòðèâàþò íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ñåòè, êîòîðûå èìåþò òîëü-

êî íåêîòîðûå ñõîäñòâà ñ ãðàôàìè. Îäíàêî, èìåþòñÿ ðàáîòû, ïîñâÿùåí-

íûå èçó÷åíèþ êðàåâûõ çàäà÷ èìåííî íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ. Òàê

â ðàáîòàõ Ä.Â. Ñòåïîâîãî ðàññìîòðåíû äèñêðåòíûå àíàëîãè îïåðàòî-

ðà Ëàïëàñà íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ, ïðåäëîæåíû îöåíêè ñïåêòðà

ëàïëàñèàíà, ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷,

ïîðîæäàåìûõ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ. Îä-

íàêî, ïðè âîçíèêíîâåíèè îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæèìîñòü ìåòîä äåêîì-

ïîçèöèè, ïðåäëîæåííûé â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ñòàíîâÿòñÿ íåïðèìåíèì.

Íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñòàâèòü êðàåâûå çàäà÷è íà ãðà-

ôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è íàõîäèòü èõ ðåøåíèÿ. Âñå ñêà-

çàííîå âûøå ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû

îðèãèíàëüíûå çàäà÷è è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ðàçâèòèè è îáîñíîâàíèè îáùèõ ìå-

òîäîâ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ, î ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèÿõ è ïîòîêîâûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ è ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äî-

ñòèæèìîñòüþ (ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàâèòñÿ

çàäà÷à ðàçðàáîòàòü ìåòîäû â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ãðàôîâ ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü êëàññè÷åñêèå ãðàôîâûå

çàäà÷è, òàêèå êàê çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè èëè î ìàêñèìàëüíîì ïî-

òîêå â ñåòè, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåïðèìåíèìû êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû,

ìåòîäû è àëãîðèòìû òåîðèè ãðàôîâ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü è åå àíà-

ëîãè íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè, î ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèÿõ è ïîòîêîâûå çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ è åå àíàëîãàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè

ãðàôîâ, êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå
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ìåòîäû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîí-

íîì èññëåäîâàíèè ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷åíà êîððåêòíûì ïðèìåíåíèåì ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ñòðîãèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ïðåä-

ëîæåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèìè íàó÷íûìè ðåçóëüòàòàìè:

1. Ââåäåíî îáùåå ïîíÿòèå ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ

è èõ àíàëîãàõ (äèíàìè÷åñêèå ãðàôû ñ çàâèñèìîñòüþ âåñîâ äóã îò

âðåìåíè) îáîáù¼í è îáîñíîâàí (òåîðåìû 1.2, 1.7, 1.12, 1.13, 1.14)1

ìåòîä ðàçâ¼ðòîê Áàñàíãîâîé-Åðóñàëèìñêîãî.

2. Ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè ñâåðõó äëÿ êîëè÷åñòâà äóã êðàò÷àéøåãî

ïóòè íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è íà ãðàôàõ ñ

çàâèñèìîñòüþ äóã îò âðåìåíè (òåîðåìû 1.3, 1.8, 5.3)

3. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòè-

öû ïî âåðøèíàì ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ïðîàíà-

ëèçèðîâàíî âîçíèêíîâåíèå-èñ÷åçíîâåíèå óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ äëÿ

ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äî-

ñòèæèìîñòüþ. Ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé ñóùåñòâîâà-

íèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ ãðàôîâîé ñòðóêòó-

ðû öåïè Ìàðêîâà (òåîðåìà 3.5).

4. Ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå îáúåêòû � ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ñî

ñâÿçàííûìè äóãàìè, ïîëó÷åíû òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåí-

êè åãî âåëè÷èíû (òåîðåìû 4.4, 4.5). Ðàññìîòðåíèå ðàçâåðòîê ñåòåé

ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ êàê ñåòåé ñî ñâÿçàííûìè äóãà-

ìè êîððåêòíî ïåðåíîñèò ïîòîêîâóþ çàäà÷ó ñ ñåòè ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ íà å¼ ðàçâåðòêó.

1Çäåñü è äàëåå íîìåðà òåîðåì, îïðåäåëåíèé è ïðèìåðîâ ñîîòâåòñòâóþò òåêñòó

äèññåðòàöèè.
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5. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ î êðàò÷àéøåì ïóòè è î

ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ

è èõ àíàëîãàõ. Ïîëó÷åíà îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé òðóäî¼ìêîñòè àë-

ãîðèòìà íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ, ó÷èòûâàþùàÿ ðàçìåð èñõîäíîãî ãðàôà è òèï äî-

ñòèæèìîñòè.

6. Ïðåäëîæåíû îáùèå ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ âðåìåííîé ðàçâ¼ðòêè äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ

ïî äóãàì îò âðåìåíè è äîêàçàíà ñâîäèìîñòü çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè

è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå íà ãðàôå ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé

ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò âðåìåíè ê àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì íà âðå-

ìåííîé ðàçâ¼ðòêå (òåîðåìà 5.7).

7. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðè-

õëå íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (òåîðåìà 6.11).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìå-

åò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò

âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà òåîðèè ãðàôîâ ê èññëåäîâàíèþ

äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, â êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ðåàëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå ê çàäà÷àì íàâèãàöèè è ïîòîêîâûì çàäà÷àì

â èíôîðìàöèîííûõ ñåòÿõ. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ

ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü òàêèå

îñîáåííîñòè ìîäåëåé è ïðîöåññîâ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ó÷òåíû ïðè

èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Îáîáùåíû è îáîñíîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î

êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ è ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ íà ãðàôàõ ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé).

2. Ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå îáúåêòû � ãðàôû è ñåòè ñ çàâèñèìîñòüþ

âåñîâ äóã îò âðåìåíè, â òîì ÷èñëå ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé

ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò âðåìåíè.
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3. Ðàçðàáîòàíû è îáîñíîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ î ìàêñèìàëüíîì

ïîòîêå â ñåòè â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ, à òàêæå çàäà÷ î êðàò÷àé-

øèõ ïóòÿõ è î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ íà ãðàôàõ ñ çàâèñèìîñòüþ

âåñîâ äóã îò âðåìåíè.

4. Èññëåäîâàíû äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è èõ àíàëîãàõ. Äîêàçàíà ñâîäèìîñòü â

îáùåì ñëó÷àå íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî

âåðøèíàì ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ èëè å¼ àíàëîãîì

ê ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå.

5. Ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå îáúåêòû � îáîáùåííûå ñåòè ñî ñâÿçàí-

íûìè äóãàìè êàê ñðåäñòâî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòîêà â ñåòè ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

6. Äëÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â îáîáùåííîé ñåòè ñî ñâÿçàí-

íûìè äóãàìè ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè åãî âåëè÷èíû. Ðàçðàáîòàíû

ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â îáîáùåííîé ñåòè ñî

ñâÿçàííûìè äóãàìè.

7. Äëÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ðàçðàáîòàíû è îáîñ-

íîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà åãî îñíîâå íà ãðàôàõ ñ

íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Àïïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ

è ñåìèíàðàõ:

• IV Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ÏÌÒÓÌÌ-2011)¿. Âîðîíåæ, 2011.

• V Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ÏÌÒÓÌÌ-2012)¿. Âîðîíåæ, 2012.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ øêîëà

½Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXIV�¿. Âîðîíåæ, 2013 ãîäà.
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• VI Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõ-

íîëîãèé (ÏÌÒÓÊÒ-2013)¿. Âîðîíåæ, 2013.

• IV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëå-

ìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà � IV¿. Ðîñòîâ-

íà-Äîíó, 2014.

• V Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëå-

ìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà � V¿. Ðîñòîâ-íà-

Äîíó, 2015.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ øêîëà

½Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXVI�¿. Âîðîíåæ, 2015.

• VIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòî-

äû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ

òåõíîëîãèé (ÏÌÒÓÊÒ-2015)¿. Âîðîíåæ, 2015.

• VI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëå-

ìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà � VI¿. Ðîñòîâ-

íà-Äîíó, 2016.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ øêîëà

½Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXVII�¿. Âîðîíåæ, 2016.

• IX Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõ-

íîëîãèé (ÏÌÒÓÊÒ-2016)¿. Âîðîíåæ, 2016.

• Ñåìèíàð â ÈÏÓ ÐÀÍ (Ìîñêâà, 2015, ðóê. ïðîô. Êóçíåöîâ Î.Ï.).

• Ñåìèíàð êàôåäðû àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêèÞæíîãî ôå-

äåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2008�2016, ðóê. ïðîô.

Åðóñàëèìñêèé ß.Ì.).
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Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ñîñòàâëÿþò ïï.

2.3, 2.3.1-2.3.5 îáçîðíîé ñòàòüè Ë.Þ. Æèëÿêîâîé ¾Ãðàôîâûå äèíàìè-

÷åñêèå ìîäåëè è èõ ñâîéñòâà¿2.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 41 íàó÷íîé

ðàáîòå, â òîì ÷èñëå 15 � â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ è â ðå-

öåíçèðóåìûõ çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â Web of Science è

Scopus ([1]-[15]), è â äâóõ ìîíîãðàôèÿõ ([20], [21]). Â äèññåðòàöèþ âêëþ-

÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëèáî ñîèñêàòåëåì ëè÷íî, ëèáî ïðè åãî

íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè. Â ðàáîòàõ [1], [16]-[17], âûïîëíåíûõ ñîâìåñò-

íî ñ íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì, ß.Ì. Åðóñàëèìñêîìó ïðèíàäëåæèò ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è è îïðåäåëåíèå îáùåãî ïîäõîäà, àâòîðó äèññåðòàöèè ïðè-

íàäëåæàò ôîðìóëèðîâêè è ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà êëþ÷åâûõ òåî-

ðåì, à òàêæå ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ. Â ðàáîòàõ [8]-[10], [15], âûïîëíå-

íûõ â ñîàâòîðñòâå ñ À.Ñ. ×åáîòàðåâîé, â ðàáîòå [11], âûïîëíåííîé â ñî-

àâòîðñòâå ñ Ì.Â.Øåâåëåâûì è â ðàáîòàõ [12] è [14], âûïîëíåííûõ â ñîàâ-

òîðñòâå ñ Õ. Àáäóëðàõìàíîì, âêëàä àâòîðà äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîñòàíîâêå çàäà÷è, êëþ÷åâûõ èäåÿõ äîêàçàòåëüñòâ è íåïîñðåäñòâåííîì

ðóêîâîäñòâå ðàáîòîé. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ ñ ñîàâòîðàìè îòñóòñòâóåò.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è øåñòè

ãëàâ. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 255 ñòð., áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïè-

ñîê ñîäåðæèò 139 íàèìåíîâàíèé.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíû àêòóàëüíîñòü è íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäî-

âàíèÿ, ñôîðìóëèðîâàíà öåëü ðàáîòû è äàíà êðàòêàÿ àííîòàöèÿ ñîäåð-

æàíèÿ äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ¾Íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà-

ôàõ¿ ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âèäû íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè: ìàã-

íèòíàÿ äîñòèæèìîñòü íåñêîëüêèõ âèäîâ, âåíòèëüíàÿ äîñòèæèìîñòü íåñ-

êîëüêèõ âèäîâ, ìåõàíè÷åñêàÿ äîñòèæèìîñòü. Äàíî îáùåå îïðåäåëåíèå

ïîíÿòèÿ ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ äî-

ïóñòèìûõ è íåäîïóñòèìûõ ïóòåé íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

2Æèëÿêîâà Ë.Þ. Ãðàôîâûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè è èõ ñâîéñòâà // Àâòîìàòèêà

è òåëåìåõàíèêà. 2015. � 8. C.115-139. àíãë ïåð. L.Yu. Zhilyakova. Dynamic Graph

Models and Their Properties// Automation and Remote Control, 2015, Vol. 76, No. 8,

pp. 1417-1435.

14



ìîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì (îðãðàôîì) áóäåì íà-

çûâàòü òðîéêó G(X,U, f), ãäå X( 6= ∅) � ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíî-

æåñòâîì âåðøèí ãðàôà, U � ìíîæåñòâî (âîçìîæíî è ïóñòîå), íàçû-

âàåìîå ìíîæåñòâîì äóã, f � îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç U â X×X,

íàçûâàåìîå îòîáðàæåíèåì èíöèäåíòíîñòè.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ p1 : X × X → X

è p2 : X × X → X ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: p1(x, y) = x, p2(x, y) = y.

Òîãäà âåðøèíó x = (p1◦f)(u) áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíîé âåðøèíîé äóãè

u, à âåðøèíó y = (p2 ◦ f)(u) � êîíöåâîé âåðøèíîé äóãè u.

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ïóòåì äëèíû n (n ∈ N) íà ãðàôå G áóäåì íàçû-

âàòü îòîáðàæåíèå µ : [1;n]N → U (ãäå [1;n]N = {1, 2, . . . , n}), òàêîå,
÷òî (p2 ◦ f ◦ µ)(i) = (p1 ◦ f ◦ µ)(i+ 1), i ∈ [1;n− 1]N

Ãðàôû ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ

Ïóñòü G(X,U, f) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ìíîæåñòâî äóã êîòîðîãî

ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà U = UM ∪ UH , UM ∩ UH = ∅. Ìíîæå-

ñòâî UM íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìàãíèòíûõ äóã, à UH � ìíîæåñòâîì

íåìàãíèòíûõ äóã.

Ðàññìîòðåíî òðè âèäà âèäà óñëîâèé ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòè:

1. Ìàãíèòíàÿ äîñòèæèìîñòü ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíî-

ñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ êàæäûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì [1;m]Z

ïðîèçâîëüíîãî ïóòè µ ñâÿçàíà âåëè÷èíà λµ(i), ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ìàã-

íèòíûõ äóã ýòîãî îòðåçêà, ïðè÷¼ì êàæäàÿ äóãà ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç,

ñêîëüêî îíà âñòðåòèëàñü íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå ïóòè µ.

Îïðåäåëåíèå 1.11 Ïóñòü µ � ïóòü íà ãðàôå G. Áóäåì íàçûâàòü

åãî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà k (≥ 1) äëèíû n (n ∈ N)
ñ íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòüþ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m (λµ(m) ≥ k) ∧
(
[(p2 ◦ f ◦ µ)(m)]+ ∩ UM 6= ∅

)
⇒ (µ(m+ 1) ∈ UM ).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî íîìåðà m, åñëè ïóòü µ ê m-

òîìó øàãó îò ñâîåãî íà÷àëà íàêîïèë ìàãíèòíîñòü âåëè÷èíû λµ(i), íå

ìåíüøåé çàäàííîãî çíà÷åíèÿ k, è ñðåäè äóã, âûõîäÿùèõ èç êîíöåâîé âåð-

øèíûm-òîé äóãè, åñòü õîòÿ áû îäíà ìàãíèòíàÿ, òî ñëåäóþùàÿ (m+1-ÿ)
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äóãà ïóòè µ äîëæíà áûòü òîëüêî äóãîé èç ìíîæåñòâà UM . Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, ïóòü µ íå ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóò¼ì ïîðÿäêà k.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïóòåé íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ ïóòåé ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 1.12 Ãðàô G(X,U, f), íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ òîëüêî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûå ïóòè ïîðÿäêà k áóäåì íàçûâàòü

ãðàôîì ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k.

Ïðèìåð 1.1

Ðàññìîòðèì ãðàô íà ðèñ.1 ïðè k = 2, äóãè {u1, . . . , u10} êîòîðîãî
òàêîâû, ÷òî f(u1) = (1, 2), f(u2) = (1, 4), f(u3) = (2, 3), f(u4) = (3, 4),

f(u5) = (3, 5), f(u6) = (3, 6), f(u7) = (3, 7), f(u8) = (4, 2), f(u9) = (5, 7),

f(u10) = (6, 7).

Ïîëîæèì UM = {u1, u2, u5, u8, u9} è UH = {u3, u4, u6, u7, u10}.

Ðèñóíîê 1 � Ãðàô G

ñ ìàãíèòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ïóòü µ = {u2, u4, u3, u9}. Îí
íå ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïó-

òåì ïîðÿäêà 2, òàê êàê âåëè÷èíà λµ(3)

(= 2) íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ k (= 2), îäíàêî,

ñëåäóþùàÿ äóãà ïóòè µ (äóãà u9) ÿâëÿåò-

ñÿ íåìàãíèòíîé.

Ïóòü η = {u2, u4, u3, u5, u8} ÿâëÿåòñÿ ìàã-
íèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì ïîðÿäêà 2.

Ïåðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ïóòåé ê ïîäìíîæåñòâó

ïðèâîäèò ê óòðàòå îñíîâíûõ ñâîéñòâ, íà èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ îñíî-

âàíû èçâåñòíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Òàê, äëÿ

áîëüøèíñòâà âèäîâ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòè ìíîæåñòâî äîïóñòè-

ìûõ ïóòåé íå îáëàäàåò òðàíçèòèâíûì ñâîéñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñ-

ëè âåðøèíà y äîñòèæèìà èç x, à âåðøèíà z äîñòèæèìà èç y ïðè çàäàí-

íîì îãðàíè÷åíèè, òî èç ýòîãî íå ñëåäóåò äîñòèæèìîñòü âåðøèíû z èç

âåðøèíû x ïðè çàäàííîì îãðàíè÷åíèè íà ïðîõîæäåíèå ïî äóãàì.

Êðàò÷àéøèå ïóòè, â ýòîì ñëó÷àå, íå îáëàäàþò è ýêñòðåìàëüíûì

ñâîéñòâîì, ñîñòîÿùèì â òîì, ÷òî ëþáîé îòðåçîê êðàò÷àéøåãî ïóòè ÿâ-

ëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó ñâîèìè ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè, à

èìåííî íà íåì îñíîâàíà áîëüøàÿ ÷àñòü àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ êðàò-
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÷àéøèõ ïóòåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ

êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ íåïðè-

ìåíèìû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè âåðøèí è êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ

â òàêîé ñèòóàöèè àâòîðîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîâìåñòíî ñ ß.Ì. Åðóñà-

ëèìñêèì (ñì. [20], [21]) ïðåäëîæåí ïîäõîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ

âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô (ðàçâ¼ðòêà) áîëüøåãî ðàçìåðà, íî íà êîòîðîì

âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà G′(X ′, U ′, f ′) äëÿ ãðà-

ôà G ñ íàêîïëåíèåì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå k+1

âåðøèíà {x(0), x(1), . . . , x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãàì èñ-

õîäíîãî ãðàôà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äóãè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Êàæäîé äóãå u ∈ UM (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y))

íà G′ ñîîòâåòñòâóåò k + 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî
f ′(u(j)) = (x(j), y(j+1)) ∀ j ∈ [0; k − 1]Z è f ′(u(k)) = (x(k), y(k)).

Êàæäîé äóãå u ∈ UH (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì f(u) = (x, y))

íà G′ ñîîòâåòñòâóåò:

À) åñëè UM ∩ [x]+ 6= ∅, òî k äóã {u(0), . . . , u(k−1)} òàêèõ, ÷òî
f ′(u(j)) = (x(j), y(j)) ∀ j ∈ [0; k − 1]Z ;

Á) åñëè UM ∩ [x]+ = ∅, òî k + 1 äóãà {u(0), . . . , u(k)} òàêàÿ, ÷òî
f ′(u(j)) = (x(j), y(j)) ∀ j ∈ [0; k]Z .

Îïðåäåëåíèå 1.13 Çàäàäèì ìíîæåñòâà: X(0) = {x(0)
1 , . . . , x

(0)
n },

X(1) = {x(1)
1 , . . . , x

(1)
n }, . . . , X(k) = {x(k)

1 , . . . , x
(k)
n }. Î÷åâèäíî, X ′ =

X(0) ∪X(1)∪ ... ∪X(k) èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî âåðøèí âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãðàôà ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâà óðîâíåé ìàãíèòíî-

ñòè. Êàæäîå ìíîæåñòâî X(i) áóäåì íàçûâàòü i-òûì óðîâíåì ìàã-

íèòíîñòè.

Óñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâà ïóòåé âñïîìîãà-

òåëüíîãî ãðàôà è ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïóòåé èñõîäíîãî ãðàôà:

Òåîðåìà 1.1 Ëþáîìó ïóòè µ′ ñ íà÷àëîì íà íóëåâîì óðîâíå ìàã-

íèòíîñòè X(0) íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò ìàã-
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íèòíî-íàêîïèòåëüíûé ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå G è äëÿ òîãî, ÷òîáû

âåðøèíà y áûëà ìàãíèòíî-äîñòèæèìà ïðè óñëîâèè íàêîïëåíèÿ íåóáû-

âàþùåé ìàãíèòíîñòè èç âåðøèíû x íà ãðàôå G íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû íà G′ áûëà äîñòèæèìà èç x(0), ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà

èç âåðøèí ìíîæåñòâà Vy = {y(0), . . . , y(k)}.

Òåîðåìà 1.2 Êðàò÷àéøåìó ïóòè ñ íà÷àëîì íà íóëåâîì óðîâíå ìàã-

íèòíîñòè íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñîîòâåòñòâóåò êðàò÷àéøèé

ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûé ïóòü íà èñõîäíîì ãðàôå G.

Òåîðåìà 1.3 Íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå äëÿ ãðàôà ñ íàêîïëåíè-

åì íåóáûâàþùåé ìàãíèòíîñòè ïîðÿäêà k (k ≥ 1) äëèíà ïðîèçâîëüíîãî

êðàò÷àéøåãî ïóòè îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé n− 1, ãäå n = |X|.

Ïðèìåð 1.2

Íà ðèñ.2 ïîêàçàí âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′ äëÿ ãðàôà èç ïðèìåðà

1.1.

Ðèñóíîê 2 � Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðà

1.1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïóòü

µ = {u2, u4, u3, u9} íå ÿâëÿåòñÿ

ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà 2. È äåéñòâèòåëüíî, íà

âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå åìó íå

ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîãî ïóòè.

Ïóòè η = {u2, u4, u3, u5, u8} ñîîò-
âåòñòâóåò ïóòü η′ : 1(0) → 4(1) →
2(2) → 3(2) → 5(2) → 7(2).

2. Ìàãíèòíàÿ äîñòèæèìîñòü ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíî-

ñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ êàæäûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì [1;m]Z

ïðîèçâîëüíîãî ïóòè µ ñâÿçàíà âåëè÷èíà

λ̂µ(m) = max
l=1,...,m


m∑
j=l

|µ0(j) ∩ UM | −
k

s

m∑
j=l

|µ0(j) ∩ UH |

 .

Îïðåäåëåíèå 1.16Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü ìàãíèòíî-íàêîïèòåëü-

íûì ïóòåì ïîðÿäêà (k, s) äëèíû n (∈ N) ïðè âåëè÷èíå ðàçìàãíè÷èâà-
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íèÿ
k

s
ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâàíèåì ìàãíèòíîñòè íà ãðàôå G, åñëè âû-

ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m (λ̂µ(m) ≥ k) ∧ ([(p2 ◦ f ◦ µ)(m)]+ ∩ UM 6= ∅)⇒ (µ(m+ 1) ∈ UM ).

Îïðåäåëåíèå 1.17 Ãðàô G íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëü-

êî ìàãíèòíî-íàêîïèòåëüíûå ïóòè ïîðÿäêà (k, s) ñ âîçðàñòàíèåì-óáû-

âàíèåì ìàãíèòíîñòè áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñ âîçðàñòàíèåì-óáûâà-

íèåì ìàãíèòíîñòè k-òîãî óðîâíÿ ïðè âåëè÷èíå ðàçìàãíè÷èâàíèÿ
k

s
.

Ãðàôû ñ âåíòèëüíîé äîñòèæèìîñòüþ

Ïóñòü ãðàô G(X,U, f) òàêîé, ÷òî åãî ìíîæåñòâî äóã ðàçáèòî íà

íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ U = U0 ∪U1 ∪ · · · ∪Uk, ïðè ýòîì Uj ∩Ui = ∅ äëÿ
âñåõ i è j òàêèõ, ÷òî 0 ≤ i < j ≤ k.

Ïóñòü µ � ïóòü äëèíû n íà ãðàôå G′. Ñ êàæäûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì

[1; i]Z ïóòè µ ñâÿæåì ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ρµ(i) = 1 + d, ãäå d �

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|µ([1; i]N ) ∩ Ud| 6= 0

Äîîïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêó ρµ, ïîëàãàÿ ρµ(0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.20 Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü âåíòèëüíûì ïóòåì

ïîðÿäêà k íà ãðàôå G, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀m ∈ [0;n− 1]Z (ρµ(m) = j)⇒ (ψ(m+ 1) ∈
j⋃
i=0

Ui).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîõîæäåíèå ïî äóãå ìíîæåñòâà Ui ¾îòêðûâàåò¿

äëÿ ïðîõîäåíèÿ ìíîæåñòâî Ui+1 äëÿ âñåõ i ∈ [0; k − 1]Z è äî òåõ ïîð,

ïîêà ìíîæåñòâî Uj íå îòêðûòî äëÿ ïðîõîæäåíèÿ, åãî äóãè íå ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåãî îòðåçêà ïóòè.

Îïðåäåëåíèå 1.21 Ãðàô G, íà êîòîðîì äîïóñòèìûìè ñ÷èòàþòñÿ

òîëüêî âåíòèëüíûå ïóòè ïîðÿäêà k áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñ óñëîâèåì

âåíòèëüíî-íàêîïèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè ïîðÿäêà k.

Ãðàôû ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ (îáùèé ïîäõîä)
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Îïðåäåëåíèå 1.27 Ãðàôîì ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ áó-

äåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(X,U, f), äëÿ êîòîðîãî çàäàíû:

1. Äâà íàáîðà ïîäìíîæåñòâ äóã U∆ = {U0, . . . , Um} è U∆ = {U (0), . . . ,

U (k)}, ïðè ýòîì Ui ∩Uj = ∅ ∀ i 6= j. (k, m ∈ Z+ � çàðàíåå èçâåñò-

íûå, ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà).

2. Îòîáðàæåíèå ϕµ : N→ [0; k]Z , êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ÷èñëîâîé

õàðàêòåðèñòèêîé ïðîèçâîëüíîãî ïóòè µ.

3. Ôîðìàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà äîñòèæèìîñòü.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ϕµ ïðîèçâîëüíîãî ïóòè µ

îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕµ(i) = F (ϕµ(i− 1), ai), ∀ i > 0, ϕµ(0) = 0,

ãäå ÷èñëî ai çàâèñèò îò òîãî, ê êàêîìó ìíîæåñòâó èç íàáîðà U∆ ïðèíàä-

ëåæèò äóãà µ(i), à F : Z× Z→ [0; k]Z � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð,

îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëîì: F (x, y) = min{k, x+ y}.
Ôîðìàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà òèïà: ñòðîãèå è íå-

ñòðîãèå.

Îãðàíè÷åíèÿ ñòðîãîãî òèïà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∀ i (ϕµ(i) = j)⇒ (µ(i+ 1) ∈ U (j)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè õàðàêòåðèñòèêà ϕ ïóòè µ íà øàãå i ðàâíà

÷èñëó j, òî ñëåäóþùàÿ (i + 1-ÿ) äóãà ïóòè µ îáÿçàíà áûòü òîëüêî èç

ìíîæåñòâà U (j).

Îãðàíè÷åíèÿ íåñòðîãîãî òèïà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∀ i (ϕµ(i) = j)&([(p2 ◦ f ◦ µ)(i)]+ ∩ U (j) 6= ∅)⇒ (µ(i+ 1) ∈ U (j)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè õàðàêòåðèñòèêà ϕ ïóòè µ íà øàãå i ðàâíà

÷èñëó j è èç êîíöåâîé âåðøèíû i-òîé äóãè âûõîäèò õîòÿ áû îäíà äóãà

ìíîæåñòâà U (j), òî ñëåäóþùàÿ (i+1�ÿ) äóãà ïóòè µ îáÿçàíà áûòü òîëüêî

èç ìíîæåñòâà U (j).
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Îïðåäåëåíèå 1.28 Ïóòü µ áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì ïóòåì

íà ãðàôå G ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò

ôîðìàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ, çàäàííîìó íà G.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðîì äâóõ íàáîðîâ ïîäìíîæåñòâ, ÷èñëîâîé õà-

ðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîëüíîãî ïóòè è çàäàíèåì ôîðìàëüíîãî îãðàíè÷å-

íèÿ, ëþáîé ãðàô, íà êîòîðîì íå âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, ìîæ-

íî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Áîëåå

òîãî, êëàññè÷åñêèå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè íà ãðàôàõ ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà

áîëüøåãî ðàçìåðà, íà êîòîðîì âñå ïóòè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô G′(X ′, U ′, f ′) áóäåì ñòðîèòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

Êàæäîé âåðøèíå x èñõîäíîãî ãðàôà G ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå k + 1

âåðøèíó {x(0), . . . , x(k)} íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′. Äóãè ñòðîÿòñÿ

ïî ïðàâèëó:

Ïóñòü u òàêàÿ, ÷òî f(u) = (x, y), òîãäà

à) äëÿ âñåõ i ∈ [0;m]Z , j ∈ [0; k]Z è êàæäîé äóãè u ∈ Ui∩U (j) ñòðîèì

äóãó u
(j)
i òàêóþ, ÷òî f ′(u

(j)
i ) = (x(j), y(F (j,ai))).

á) åñëè âûáðàíî ôîðìàëüíîå îãðàíè÷åíèå íåñòðîãîãî òèïà, òî, êðîìå

ýòèõ äóã, ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûå äóãè ïî ïðàâèëó:

äëÿ âñåõ i ∈ [0;m]Z , j ∈ [0; k]Z è êàæäîé äóãè ui ∈ Ui ∩ (U\U (j))

òàêîé, ÷òî [(p1 ◦ f)(ui))]+ ∩ U (j) = ∅ ñòðîèì äóãó u′i òàêóþ, ÷òî f
′(u′i) =

(x(j), y(F (j,ai))).

Òåîðåìà 1.14 Ëþáîìó ïóòè µ′ íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ ñî-

îòâåòñòâóåò äîïóñòèìûé ïóòü µ íà èñõîäíîì ãðàôå G è âåðøèíà

y äîñòèæèìà èç x íà èñõîäíîì ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå G′ èç

âåðøèíû x(0) äîñòèæèìà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âåðøèí ìíîæå-

ñòâà Vy = {y(0), . . . , y(k)}.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ ïðåäëîæåíû ïðà-

âèëà ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, óñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íîå ñî-
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îòâåòñòâèå ìíîæåñòâà ïóòåé âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà è ìíîæåñòâà äî-

ïóñòèìûõ ïóòåé èñõîäíîãî ãðàôà (òåîðåìû 1.1, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.9,

1.10, 1.11, 1.14), à òàêæå êðàò÷àéøèõ ïóòåé âñïîìîãàòåëüíîãî è èñõîä-

íîãî ãðàôîâ (òåîðåìû 1.2, 1.8, 1.12, 1.13). Êðîìå ýòîãî, ðàçðàáîòàíû

àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòüþ è ïðèâåäåíà èõ îöåíêà ñëîæíîñòè.

Çàâåðøàåò ãëàâó ïðèìåíåíèå ïîäõîäà íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè

íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ê ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííîé

çàäà÷è î ïåðåðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ.

Ãëàâà 2 ¾Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è íåñòàíäàðòíàÿ äîñòèæèìîñòü¿ ïî-

ñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷è î ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ÷àñòèöû ïî âåðøè-

íàì ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Îñîáåííîñòüþ òàêîé çàäà-

÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà ãðàôå ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ïîñêîëüêó ó ÷àñòèöû

ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ¾ïàìÿòü¿ î ïðîäåëàííîì åþ ïóòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

ñâîäèòñÿ ê ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó íà âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå. Ðàçðàáî-

òàíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç âåðøèíû â âåðøè-

íó ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ çà íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî

øàãîâ (òåîðåìû 2.1, 2.2, 2.3).

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ ðàñ-

ñìîòðåí ¾òóííåëüíûé ýôôåêò¿, âîçíèêàþùèé ïðè áîìáàðäèðîâàíèè òâåð-

äîêðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ÷àñòèöàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñòðóê-

òóðà ñâÿçåé òàêîé ðåøåòêè ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ïðîõîæäåíèå

÷àñòèö ÷åðåç íåå. Ðàññìîòðåí âèä ñòðóêòóð ¾óñêîðÿþùèõ¿ ðåøåòîê è

¾àáñîëþòíî íåïðîïóñêàþùèõ¿ ðåøåòîê.

Òðåòüÿ ãëàâà ¾Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ãðàôàõ¿ ïîñâÿùå-

íà âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè è ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãðàôàõ,

â òîì ÷èñëå íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ââåäåíû ïî-

íÿòèÿ óñòîé÷èâûõ, ïîëóóñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ (öèêëîâ)

ãðàôà. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷è-

âûõ öèêëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî íà ãðàôå ñ îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæèìîñòü

óñòîé÷èâûìè öèêëàìè ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûå öèêëû íà ýòîì æå ãðà-
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ôå áåç îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîñòü, à óñòîé÷èâûå öèêëû (â ýòîì ñëó-

÷àå) ìîãóò èñ÷åçíóòü.

Òàê æå, ââåäåíî ïîíÿòèå ïåðèîäè÷åñêîãî óñòîé÷èâîãî öèêëà: óñòîé-

÷èâûé ðåæèì íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ïðè âîçâåäåíèè ìàò-

ðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â íåêîòîðóþ ñòåïåíü, âñå ñòðîêè, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ýòîìó ðåæèìó âû÷èñëåííîé ìàòðèöû ïîëó÷àþòñÿ

íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ýòèõ æå ñòðîê èñõîäíîé ìàòðèöû. Òàêàÿ

ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñòîé÷èâûé ðåæèì ÿâëÿ-

åòñÿ êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è èç êàæäîé âåðøèíû ýòîé êîìïî-

íåíòû âûõîäèò ðîâíî îäíà äóãà, âåäóùàÿ â âåðøèíó äàííîãî ðåæèìà ñ

âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà, ïî íåé ðàâíîé åäèíèöå. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ öåïè

Ìàðêîâà, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì

íå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î âèäå (ãðàôîâîé ñòðóêòóðå)

ìàðêîâñêîé öåïè äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

(òåîðåìà 3.5).

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ ðàñ-

ñìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà îãðàíè-

÷åííûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå.

Â ãëàâå 4 ¾Ïîòîêè â ñåòÿõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ¿ èçó÷à-

åòñÿ çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ. Ðàññìîòðåíèå äàííîé çàäà÷è äëÿ ñåòåé ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæè-

ìîñòüþ ïîòðåáîâàëî îáîáùåíèÿ ñàìîãî ïîíÿòèÿ îðèåíòèðîâàííîé ñåòè

è äîïóñòèìîãî ïîòîêà â íåé. Â ýòîé ãëàâå äàíî îïðåäåëåíèå îðèåíòèðî-

âàííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè, ò.å. òàêîé ñåòè, ó êîòîðîé âûäåëå-

íû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà äóã. Äëÿ êàæäîãî èç òà-

êèõ ïîäìíîæåñòâ îïðåäåëåíà íå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé èç äóã,

à òîëüêî ñóììàðíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóã ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

ßñíî, ÷òî ýòî ïîòðåáîâàëî êîððåêòèðîâêè è îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî

ïîòîêà â òàêîé ñåòè. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî

ïîòîêà â ñåòÿõ ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîòîêîâàÿ çàäà÷à íà èñõîäíîì ãðàôå ñ íåñòàíäàðò-

íîé äîñòèæèìîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ïîòîêîâîé çàäà÷å â ñåòè ñî ñâÿçàííûìè
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äóãàìè, êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô.

Îäíàêî, êàê ïîêàçàëè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ àíàëîãîâ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòè íà ãðàôàõ, òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñåòè ñî ñâÿçàí-

íûìè äóãàìè íåäîñòàòî÷íî. Ïîýòîìó áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîé

ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè: îáîáùåííîé ñåòüþ ñî ñâÿçàííûìè äóãà-

ìè íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü ñ ââåäåííûì íà ìíîæåñòâå åå

äóã îòíîøåíèåì ñâÿçàííîñòè. Îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè âíîñèò ñëåäóþ-

ùèå êîððåêòèâû â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà: åñëè ïî

íåêîòîðîé äóãå u ñåòè G ïðîïóùåí ïîòîê âåëè÷èíû F , òî ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè v, ñâÿçàííîé ñ äóãîé u îòíîøåíèåì âëèÿíèÿ,

ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé max{0, c(v)− F}.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñåòåé ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ è îáîá-

ùåííûõ ñåòåé ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè íàðóøàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåî-

ðåìû Ôîðäà è Ôàëêåðñîíà î òîì, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

â ñåòè ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà. Ïîëó÷åíû

òî÷íûå îöåíêè âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â îáîáùåííîé ñåòè ñî

ñâÿçàííûìè äóãàìè (òåîðåìû 4.5, 4.6). Ïðåäëîæåíû ýâðèñòè÷åñêèå àë-

ãîðèòìû, êîòîðûå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàõîäÿò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê

â îáîáùåííîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè, à çíà÷èò, è â ñåòè ñ íåñòàí-

äàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ.

Òàê æå ðàññìîòðåíû è ðåøåíû ïîòîêîâûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è

ïî äâóì êðèòåðèÿì:

1. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè â ñåòè îò ïðîõîæäåíèÿ ïî íåé

ïîòîêà çàäàííîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîé

äóãè óêàçàíû ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî äàííîé

äóãå (êîòîðàÿ èãðàåò ðîëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà) è âåëè÷èíà ïðèáûëè

îò ïðîõîæäåíèÿ ïî íåé åäèíè÷íîãî ïîòîêà. Íåîáõîäèìî ïðè çàäàííîé

âåëè÷èíå ïîòîêà íàçíà÷èòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïî äóãàì ñåòè òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ïðèáûëü îò ïîòîêà áûëà ìàêñèìàëüíîé.

2. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè îò ïîòîêîâ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

â ñåòÿõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè çàäàíà êàê â ïðÿìîì íàïðàâëå-

íèè, òàê è â îáðàòíîì. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ïàðà ïîòîêîâ, êîòîðàÿ
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îáðàçóåò ïîòîê ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. ßñíî, ÷òî ïîòîêîâàÿ çàäà÷à òàêîãî

âèäà èìååò ñìûñë òîëüêî â îðñåòÿõ ñ îãðàíè÷åíèåì íà äîñòèæèìîñòü.

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè îò ïîòîêîâ òàêîãî âèäà ïðè

óñëîâèè ñâÿçè è îãðàíè÷åíèÿõ íà äîñòèæèìîñòü ïî äóãàì âûäåëåííûõ

ïîäìíîæåñòâ.

Çàâåðøàåò ãëàâó ðàññìîòðåíèå çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñå-

òè, äëÿ êàæäîé äóãè êîòîðîé âìåñòå ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ çà-

äàíà âòîðàÿ âåëè÷èíà � äîëÿ ïðèõîäÿùåãî â å¼ íà÷àëüíóþ âåðøèíó

ïîòîêà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïðîïóùåíà ïî ýòîé äóãå. Ðàññìîòðåíû

äâà âèäà òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà: æ¼ñòêîå è íåæ¼ñòêîå. Â ñëó÷àå

æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèõîäÿùèé â íåêîòîðóþ âåðøèíó ïîòîê ðàñ-

ïðåäåëÿåòñÿ ïî âûõîäÿùèì äóãàì ñòðîãî â óêàçàííûõ äëÿ äóã äîëÿõ.

Â ñëó÷àå íåæ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèõîäÿùèé â íåêîòîðóþ âåðøè-

íó ïîòîê ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî âûõîäÿùèì äóãàì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

äîëåâàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âåëè÷èí ïîòîêà âûïîëíÿëàñü òîëüêî äëÿ

òåõ äóã, íà êîòîðûõ ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ïîòîêà ìåíüøå ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåæ¼ñòêî

ðàñïðåäåë¼ííûé ïîòîê ïðèõîäÿùèé â íåêîòîðóþ âåðøèíó ìîæíî ¾ïðî-

äàâèòü¿ ïî âûõîäÿùèì äóãàì ïîìèìî òîãî, ÷òî ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ

âåðøèíó ïðè óñëîâèè æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óñëîâèÿ æ¼ñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèå ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèò-

ìû íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà äëÿ êàæäîãî óñëîâèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïîòîêà.

Ãëàâà 5 ¾Çàâèñèìîñòü îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìîñòè îò âðåìåíè¿ ïî-

ñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãðàôîâ ñ çàâèñèìîñòüþ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê îò

âðåìåíè. Â êà÷åñòâå ìåíÿþùèõñÿ õàðàêòåðèñòèê ðàññìîòðåíû: çàâèñè-

ìîñòü âåñîâ äóã îò âðåìåíè, çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè äëèòåëüíîñòè ïðî-

õîæäåíèÿ ïî äóãàì, à òàêæå çàâèñèìîñòü ñàìèõ óñëîâèé íåñòàíäàðòíîé

äîñòèæèìîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàôû ñ òàêèìè çàâèñèìîñòÿìè õàðàêòå-

ðèñòèê îò âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòè-

æèìîñòüþ è äëÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íà òàêèõ ãðàôàõ ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äî-
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ñòèæèìîñòüþ. Îäíàêî, åñòü íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ. Òàê äëÿ çàäà÷è î

êðàò÷àéøåì ïóòè íà ãðàôå ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ

ïî äóãàì âîçíèêàåò âîïðîñ î íàõîæäåíèè íå òîëüêî êðàò÷àéøåãî ïóòè,

íî è âðåìåíè íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî íåìó, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò

ïåðåáîðíûå àëãîðèòìû ïîèñêà. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå

äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, ïîçâîëÿþò îäíîâðåìåííî

íàõîäèòü êàê ñàì êðàò÷àéøèé ïóòü, òàê è âðåìÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïî

íåìó.

Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïîòîêîâûå çàäà÷è â ñåòÿõ ñ çàâèñèìîñòüþ ðàñ-

ñìîòðåííûõ õàðàêòåðèñòèê îò âðåìåíè ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïî-

òîêîâûì çàäà÷àì â îáîáùåííûõ ñåòÿõ ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè.

×òî êàñàåòñÿ ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøèíàì ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ãðàôîâ, òî îòìåòèì, ÷òî òàêèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ìàð-

êîâñêèìè, â îòëè÷èå îò ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøèíàì

ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Îäíàêî, ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ãðàôîâ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìî-

ñòüþ, ïîçâîëÿþò áîëåå óäîáíî îñóùåñòâëÿòü íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé

ïåðåõîäà èç âåðøèíû â âåðøèíó. Áîëåå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå

ìåòîäû íåïðèìåíèìû äëÿ ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî âåðøè-

íàì ãðàôîâ ñ çàâèñèìîñòüþ äëèòåëüíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì îò

âðåìåíè. Äëèòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïî îäíîé è òîé-æå äóãå ìîæåò

ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, ñëåäî-

âàòåëüíî, íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç âåðøèíû â âåðøèíó

âîçìîæíî ëèøü ïðè ïîìîùè ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé, à çàòåì

âûáîðà èç íèõ ïîäõîäÿùèõ è íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà.

Ðàçðàáîòàí ïîäõîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó âíà÷àëå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðî-

åíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà, çàòåì ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

âñïîìîãàòåëüíîãî ãðàôà ðàçáèâàåòñÿ â ñóììó ìàòðèö P =
∑
i

Pi, ãäå

ìàòðèöà Pi � ýòî ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé òîëüêî ïî äóãàì

äëèòåëüíîñòè i. Íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç âåðøèíû â âåð-

øèíó ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïîðÿäêó äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè Pi

(òåîðåìà 5.14).

Øåñòàÿ ãëàâà ¾Îïåðàòîð Ëàïëàñà è çàäà÷à Äèðèõëå íà ãðàôàõ ñ
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íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ¿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèñêðåòíîãî àíà-

ëîãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà, à òàêæå çàäà÷è Äèðèõëå, ïîðîæäàåìîé ëàïëà-

ñèàíîì íà ãðàôàõ ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ââåäåíî ïîíÿòèå

ãðàíèöû ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ, èçó÷åíû íåêîòîðûå

ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â âåð-

øèíàõ ãðàôà ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ. Ïîëó÷åíû äèñêðåòíûå

àíàëîãè ïåðâîé è âòîðîé ôîðìóë Ãðèíà (òåîðåìà 6.9).

Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå íà ãðàôå ñ íåñòàíäàðòíîé äîñòèæèìîñòüþ

(òåîðåìà 6.11).

Èç ïðèâåäåííîãî îáçîðà ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ

çàùèòå äèññåðòàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè 05.13.17 �

òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè (ï.10. Ðàçðàáîòêà îñíîâ ìàòåìà-

òè÷åñêîé òåîðèè ÿçûêîâ è ãðàììàòèê, òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ è

òåîðèè ãðàôîâ).
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