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Актуальность темы. Математическое моделирование диффузионных
процессов связанных с экологическими проблемами находит все более ши-
рокое применение в геологических и геофизических задачах, где объектом
исследования являются процессы движения грунтовых вод, газа и нефти в
нефтяных слоях, радиоактивных и таксичных отходов происходящих в под-
земных хранилищах. Это приводит к необходимости модификации и разра-
ботки новых методов анализа, учитывающих структуры пористых сред и про-
цессы фильтрации в таких средах.

Одному из интересных методов математического описания процессов
нестационарной фильтрации сжимаемой жидкости в пористой среде с на-
личием проточных и застойных зон, указанному В.С. Голубевым посвящена
настоящая диссертация.

Описывая фильтрационные потоки, В.С.Голубев показывает, что суще-
ствует структура потока, зависящая от расхода жидкостей, которая при ма-
лом расходе, имея ламинарный поток, охватывает всю элементарную камеру
(см. рис. 1а), а с увеличением расхода структура потока приобретает двой-
ственный характер. В то время как в ядре потока (проточной зоне) жидкость
движется от входа к выходу по прямолинейным траекториям, на периферии
потока ( в застойной зоне) она вовлекается в вихревое движение (рис. 1б). Та-
кой не ламинарный (но и не турбулентный) режим характерен для течения
жидкости в пористой среде.

Рис. 1. Схематическое изображение траекторий частиц жидкости в областях
ламинарного (а) и вихревого (б) массообмена между проточными и

застойными зонами камеры.
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В соответствии с В.С.Голубевым феноменологическое уравнение движения
жидкости в таком случае имеет вид

a
∂2p(t, x)

∂x2
= ν

∂p(t, x)

∂t
+ (1− ν)γp(t, x)−

−(1− ν)γ2
∫ t

0
eγ(s−t)p(s, x)ds = Ltp(t, x), (1)

где x ≥ 0, t ≥ 0, ν-доля объема проточных зон, γ-константа массообмена
между проточными и застойными зонами, a- коэффициент пьезопроводимо-
сти. Различные задачи для такого уравнения изучались многими авторами,
в частности Ю.И.Бабенко, который, для уравнения (1) рассматривает задачу

p(0, x) = 0, (2)

p(t, 0) = q(t), lim
x→0

p(t, x) = 0. (3)

Требуется найти градиент давления у границы области.

∂p(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= φ(t). (4)

Ответ дается в виде

φ(t) = L
1
2
t q(t) =

√
a

ν
e−γtMeγt, (5)

где неограниченный оператор M формально выписывается в виде ряда схо-
димость которого не обсуждается.

Однако проблемы корректности и адекватности таких моделей прорабо-
таны недостаточно, что сдерживает фактически обоснованность применения
различных процедур численного интегрирования и, в частности, их эффек-
тивности, с точки зрения объема использования памяти и быстродействия,
особенно в условиях целенаправленного управления техническими и техно-
логическими характеристиками гидродинамических элементов сложных тех-
нических систем.

По существу, основным аргументом для применения метода Ю.И. Бабенко
является то, что этот метод не требует знания решения общей задачи (1)–(3),
которое в этих работах не обсуждается.

Однако, учитывая, что параметры γ и ν являются важными характеристи-
ками в описании потока, представляет интерес выяснения более детального
их влияния на поведение решения уравнения (1), в частности решения задачи
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(1)–(3). С этой целью в диссертации используется фундаментальный метод
С.Г.Крейна исследования корректной разрешимости граничных задач. Этот
метод также позволяет указать и алгоритм численной реализации прибли-
женных решений к точному решению исследуемой задачи. Эти исследования
соответствуют трем этапам решения ключевых вопросов в математическом
моделировании, которое сформулировано в монографии А.А. Самарского и
А.П. Михайлова.

На первом этапе происходит выбор эквивалента объекта, отображающий
в математической форме законы и связи, которым объект подчиняется. Эта
математическая модель исследуется теоретическими методами.

Второй этап— это выбор алгоритмов для реализации моделей на компью-
тере и их анализ с точки зрения корректной реализации, обеспечивающей
сходимость и устойчивость приближенных решений к точному.

Третий этап заключается в создании и отладки программы.
Наряду с этим, в диссертации решается и обратная задача получения ин-

формации о коэффициентах уравнения (1) по результатам эксперимента, что
в частности позволяет применить полученные результаты к возможности ав-
томатического регулирования диффузионных процессов в конкретных тех-
нических магистралях.

Предлагаемый в настоящей работе метод и алгоритм численной реализа-
ции решения как задачи (1)–(3), так и вычисления функции q(t) в (4), ис-
пользуют довольно общий метод С.Г. Крейна решения граничных задач для
уравнений в банаховом пространстве.

В диссертации проведен анализ математической модели (1) для задачи
Ю.И. Бабенко (1)–(3), а также для граничных задач на конечном интервале
[0, l], с начальным условием (2) и граничными условиями:

∂p(t, 0)

∂x
= φ1(t),

∂p(t, l)

∂x
= ψ1(t). (2.5.1)

p(t, 0) = g1(t), p(t, l) = g2(t), (2.5.3)

Эти исследования приводят к необходимости введения дробных степеней
оператора (в частности A

1
2 ), в терминах которого формулируются определе-

ния решений этих задач.
Этим и обусловливается актуальность темы. Диссертационное исследова-

ние выполнено в рамках г/б НИР ВГУ (№ ГР 01201266154) "Качественная
теория некоторых классов дифференциальных уравнений и операторов в спе-
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циальных функциональных пространствах". НИР в рамках госзадания Ми-
нобрнауки РФ 2012-2013гг.

Цели и задачи исследования. Разработка методов анализа математи-
ческих моделей движения сжимаемых сред в пористых системах на основе
установления корректности различных постановок нестационарных краевых
задач. Развитие качественных и приближенных аналитических методов ис-
следования математических моделей. Разработка новых математических ме-
тодов и алгоритмов, интерпретации натурного эксперимента на основе мате-
матической модели.

С этой целью необходимо изучить феноменологическое уравнение движе-
ния жидкости на основе моделей пористой среды, состоящей из проточных и
застойных зон, предложенное В.С. Голубевым; установить корректную разре-
шимость граничных задач для дифференциальных уравнений, описывающих
эту модель, с целью обоснования нового численного метода реализации этих
задач; применить полученные результаты к построению автоматического ре-
гулирования течения вязкой сжимаемой жидкости в пористой среде, с целью
использования компьютерных технологий для реализации соответствующих
алгоритмов управления.

Реализация цели исследования осуществляется решением следующих за-
дач, как теоретического, так и прикладного характера:

1. Модификация модели В.С. Голубева движения жидкости в пористой
среде с застойными зонами на случай конечной или бесконечной магистрали.

2. Разработка инструментария для анализа сформулированных краевых
задач на основе установления корректности.

3. Оценка скорости затухания фильтрационного потока в модели С.В. Го-
лубева в зависимости от доли проточных зон и коэффициента тепломассоб-
мена.

4. Разработка предметно-ориентированной программы для реализации
предлагаемого алгоритма.

5. Проведение вычислительного эксперимента и анализ результатов с прак-
тическими рекомендациями о продолжительности функционирования пред-
лагаемой системы.

Объект исследования. Исследуется одна из основных задач теории
тепломассопереноса— определение материальных и энергетических потоков с
двойственной структурой в пористых магистралях и, в частности, на границе
раздела сред. О важности этого понятия говорит то, что для гетерогенных
процессов (межфазовые химические реакции, растворение, кристаллизация,
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испарение, конденсация и т.д.) производительность аппаратов в ряде случаев
можно рассчитывать, зная интенсивность массообмена на межфазной грани-
це. Эффективность теплообменных устройств также определяется тепловыми
потоками на поверхности раздела.

Методы исследования. Разработанные в диссертационной работе ме-
тоды исследования математических моделей задач фильтрации в пористой
среде основаны на фундаментальных методах функционального анализа,
теории корректных и некорректных задач с приложением к корректной
разрешимости задач для математических моделей, описываемых интегро–
дифференциальными уравнениями дробного порядка.

Основные положения, выносимые на защиту. На защиту выносит-
ся аналитические и численные методы исследования граничных задач для
математических моделей, описывающих процесс фильтрации с двойственной
структурой в пористой среде.

Научная новизна. 1. В диссертационной работе предлагаются новые под-
ходы анализа математических моделей, основополагающим математическим
объектом которых являются нестационарные задачи для эволюционных урав-
нений, описывающих движение жидкости с двойственной структурой, учиты-
вающей зоны смешения в пористой среде.

2. Установлена корректная разрешимость решений рассматриваемых гра-
ничных задач, описывающих такие процессы.

3. Указан регуляризирующий алгоритм численной реализации градиента
давления, в проточной зоне, на границе области.

4. Решается обратная задача вычисления коэффициентов доли проточных
зон и коэффициента тепломассобмена по результатам эксперимента.

5. Построена модель автоматического регулирования течения вязкой сжи-
маемой жидкости в пористой среде.

6. Построен алгоритм, который реализован в среде программирования
Delphi и даны соответствующие рекомендации.

Теоретическая и практическая значимость. Теоретическое значение
работы заключается в применении методов функционального анализа, в част-
ности, в теории линейных полугрупп преобразований к исследованию кон-
кретных математических моделей, представляющих собой нестационарные
задачи, описывающие явление тепломассопереноса. Получение их явного ви-
да решений и установление корректной разрешимости, обеспечивающую схо-
димость приближенных решений к точному. Это позволяет также решить
обратную задачу вычисления коэффициентов соответствующего уравнения.
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Практическая значимость результатов и методов диссертационной работы
заключается в возможности их использования в качестве инструментов для
исследования математических моделей, описывающих процессы фильтрации
в пористых средах, например, в трубопроводах с шероховатыми (фракталь-
ными) стенками и проводить анализ изменения давления сжимаемой жидко-
сти с помощью размещения датчиков давления жидкости вдоль магистралей
и судить о структуре измеряемых данных.

Область исследования. Область исследования и содержание дис-
сертации соответствует формуле специальности 05.13.18— Математиче-
ское моделирование, численные методы и комплексы программ (физико–
математические науки), область исследования соответствует п. 2 "Развитие
качественных и приближенных аналитических методов исследования мате-
матических моделей п. 4 "Реализация эффективных численных методов и
алгоритмов в виде комплексов проблемно–ориентированных программ для
проведения вычислительного эксперимента п. 6. "Разработка новых матема-
тических методов и алгоритмов проверки адекватности математических мо-
делей объектов на основе данных натурного эксперимента п. 7. "Разработка
новых математических методов и алгоритмов интерпретации натурного экс-
перимента на основе его математических моделей".

Апробация работы. Материалы диссертации докладывались на Воро-
нежской зимней математической школе в 2014 г., на Воронежской матема-
тической школе "Понтрягинские чтения"в 2013, 2014, 2017 гг., на Междуна-
родной молодежной научной школе "Теория и численные методы решения
обратных и некорректных задач"в 2012 г., а также на семинарах ВГУ по
математическому моделированию (рук.— проф. В.А. Костин) и нелинейному
анализу (рук.— проф. Ю.И. Сапронов, проф. Б.М. Даринский).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в работах
[1]—[8]. В совместных публикациях [1],[2],[3],[4],[6],[7] в диссертацию вошли
результаты, принадлежащие лично автору. Работы [1] ,[2], [3] опубликованы
в журналах из перечня рецензируемых журналов и изданий, рекомендован-
ных ВАК РФ. Свидетельство о регистрации программ для ЭВМ в Реестре
программ для ЭВМ. № 2015661487.

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введения,
пяти глав, разбитых на 18 параграфов, заключения и литературы из 60 на-
именований. Общий объем диссертации—105 стр. Работа содержит 11 рисун-
ков.
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Основное содержание работы. Во введении обосновывается актуаль-
ность темы, научная новизна, формулируются цели и задачи исследования.
Проведён анализ математической модели изменения давления вязкой сжи-
маемой жидкости, движущейся в пористой жидкость–проводящей магистра-
ли для обоснования рекомендаций: о местах размещения датчиков давления
жидкости вдоль магистрали и о структуре измеряемых данных.

Предполагается, что управление течением жидкости осуществляется вы-
числительной машиной, оснащённой системой датчиков и специальных ис-
полнительных механизмов. Измерение параметров давления жидкости и ис-
пользование этих данных является содержанием одной из подсистем про-
граммного обеспечения в составе устройства автоматического управления те-
чением вязкой жидкости.

Предполагается, что автоматическое управление изменениями давле-
ния вязкой сжимаемой жидкости, протекающей в пористой жидкость-
проводящей магистрали, реализуется цифровой системой, структурная схема
которой приводится на рисунке 2.

Рис. 2. Блок - схема системы управления течением жидкости в магистрали,
имеющей пористую структуру.

Проводится анализ влияния параметров ν и γ на протекание диффузион-
ного процесса.

Указываются методы общей теории полугрупп, линейных преобразований,
применяемых к исследованию корректной разрешимости граничных задач,
описывающих процессы фильтрации в пористой среде.

Первая глава диссертации содержит необходимую терминологию, понятия
и общие фундаментальные факты, связанные с теорией корректно разреши-
мых задач для уравнений в банаховом пространстве.
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Вводятся понятия сильно непрерывных полугрупп, их генераторов и их
связи с корректной разрешимостью начально–краевых задач для уравнения
(1).

Вводятся понятия решений этих уравнений и равномерно корректной раз-
решимости, граничных задач Дирихле и Неймана.

Далее, вводятся дробные степени для операторов A— таких, что −A яв-
ляется генератором сильно непрерывной полугруппы класса C0, что гаран-
тирует корректную разрешимость, рассматриваемой задачи.

Также, в терминах дробных степеней операторов, формулируются крите-
рии корректной разрешимости краевой задачи (1) — (3), которые формулиру-
ются в терминах квадратного корня (A)

1
2 . В §1.6 приводится новый метод ре-

шения нестационарной задачи для одномерного параболического уравнения,
особенность которой заключается в том, что пространственная переменная
изменяется на всей положительной полуоси.

Вторая глава посвящена корректной разрешимости задач фильтрации. С
этой целью вводятся необходимые факты из общей теории, которые исполь-
зуются для решения граничных задач, связанных с уравнением фильтрации
(1).

В банаховом пространстве E рассматривается уравнение
d2u

dx2
= Au(x), x ∈ [0, l], (2.1.1)

где A- вообще говоря, неограниченный в E оператор с областью определения
D(A) такой, что оператор −A является генератором сильно непрерывной
полугруппы U(t,−A),удовлетворяющей оценке

∥U(t,−A)∥ ≤Me−ωt, ω ≥ 0 (2.1.2)

Далее вводятся необходимые определения решений граничных задач Ди-
рихле и Неймана и их корректной разрешимости.

Указывается, что для установления корректной разрешимости исследуе-
мых задач необходимо построить полугруппу U(x,−A) и получить для нее
оценку (2.1.2).

Далее, в банаховом пространстве Cδ[0, l] непрерывных функций u(t), t ∈
[0, l] с нормой

∥u∥δ = sup
t∈[0,l]

|e−δtu(t)|, δ > 0, 0 < l ≤ ∞

вводятся операторы A1, заданный выражением

lu(t) =
ν

a

du(t)

dt
+

(1− ν)γ

a
u(t) (2.3.1)
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с областью определения D(A1) = {u ∈ Cδ, lu ∈ Cδ, u(0) = 0} и оператор A2,
заданный интегралом

A2u(t) =
(1− ν)γ2

a

∫ t

0
eγ(s−t)u(s)ds. (2.3.2)

С использованием этих операторов уравнение (1) записывается в опера-
торной форме

d2p(x)

dx2
= (A1 + A2)p(x) = Ap(x).

Далее, учитывая, что операторы A1 и A2 коммутируют, в соответствии с
результатами С.Г. Крейна по корректной разрешимости граничных задач с
применением теории сильно непрерывных полугрупп преобразований стро-
ится полугруппа

U(x,−A) = U(x,−A1)U(x,−A2)

и устанавливается оценка

∥U(x,−A)∥δ ≤ e−ωx, (2.3.11)

где ω = δ(γ+δν)
a(γ+δ) .

Из оценки (2.3.11) следует: а) задача (1)—(2) корректно разрешима в про-
странствах Cδ, б) оператор A имеет квадратный корень A

1
2 , который является

производящим оператором сильно непрерывной полугруппы U(x,−A 1
2 ), и ре-

шение задачи (1)—(2) имеет вид

p(x) = U(x,−A
1
2 )q(t) (2.4.5)

И, кроме того, из общей теории полугрупп и оценки (8), следует оценка на
поведения решения

∥p(x)∥δ ≤ e−
√
ωx∥q∥δ. (2.4.6)

Заметим, что в оценке (2.3.11) существенно, что δ > 0, так как при δ < 0

корректность не имеет место.
Формула (2.3.11) позволяет выписать и явный вид решения задачи (1)—(2)

p(x) = U(x,−A
1
2 )q(t) =

x

2
√
π

∫ ∞

0

exp
(
−x2

4s

)
s

3
2

U(s,−A)qds,

где

U(s,−A)q(t) = e−
(1−ν)γ

a x

∫ ∞

0
I1(2γ

√
(1− ν)γ

a
xs) e−γsq(t− s− νx

a
)ds.
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Здесь I1(z)— функция Макдональда 1–го рода.
Из приведенных утверждений следует
Теорема 2.4.1. Задача

a
∂2p(t, x)

∂x2
= ν

∂p(t, x)

∂t
+ (1− ν)γp(t, x)−

−(1− ν)γ2
∫ t

0
eγ(s−t)p(s, x)ds = Ltp(t, x)

p(t, 0) = q(t), lim
x→∞

p(t, x) = 0

имеет единственное решение, которое представимо в виде

p(t, x) =
x

2
√
π

∫ ∞

0
s−

3
2e−

x2

4sU(s,−A)q(t)ds. (2.4.4)

Отметим, что из этого представления следует неравенство корректности

sup
t∈[0,∞)

e−δx|p(t, x)| ≤ e[−
δ(γ+δν)
a(γ+δ) ]

1
2x∥q∥δ, (2.4.6)

которая также показывает и порядок убывания давления в зависимости от
параметров γ, ν, δ, a.

Третья глава диссертации посвящена анализу и численной реализации за-
дачи фильтрации. Для этого строится разностная схема, особенностью кото-
рой является то, что число узлов по временной переменной увеличивается от
слоя к слою. В результате, соответствующая разностная схема строится по
следующей рекуррентной формуле

gmn+1 =
1

β2

[
p−(n+1) − p−2mp(n+1)

(p−n − p−2mpn)
+

+
gmn (1− p−mpn)(p−(n+1) − p−2mp(n+1))

(p−n − p−2mpn)
− gmn (1− p−mp(n+1))

]
, (3.3.3)

где gmn+1—решение сеточной задачи в узле ((n + 1)∆x,m∆t), ∆x— шаг раз-
ностной схемы по переменно x, ∆t— шаг разностной схемы по переменной t,
n,m = 1, 2, . . . , p = eβ∆x, β2 = ν

a∆t .
Из неравенства корректности (2.4.6)следует устойчивость и сходимость

разностных схем (3.3.3)
Для построения численного решения на отрезке полуоси, характер резуль-

татов приведен на рис. 6.
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Рис. 6. Пример рассеяния импульса давления в жидкость проводящей
магистрали, имеющей пористую структуру.

В четвертой главе проводится анализ уравнения (3.1.1), описывающего
движение жидкости в пористой среде с проточными и застойными зонами.
Показывается, что основными характеристиками этого процесса являются
параметры γ— коэффициент массообмена между проточными и застойными
зонами и ν— доля проточных зон в магистрали. В связи с этим, при иссле-
довании движения жидкости в конкретном случае, например, связанного с
промышленной эксплуатацией жидкопроводящей магистрали, интерес пред-
ставляет задача определения параметров ν и γ исходя из эксперимента. Так в
промышленном производстве используется жидкость проводящие магистра-
ли, пропускающие жидкость с взвешенными мелкими твердыми частицами.
Фрагмент продольного разреза такой магистрали изображен на рисунке 7.

Зона накопления 

частиц

Зона вымывания 

частиц

Зона накопления 

частиц

Зона вымывания 

частиц

Линия управления оболочкой магистрали

Рис 7. Схема управляемой жидкопроводящей магистрали

Далее, решается задача обратной связи с целью возможности автоматиче-
ского регулирования процесса, то есть получение информации о параметрах
ν и γ по результатам эксперимента. С этой целью используется, так называе-
мый метод "промежуточной асимптотики" Баренблата–Зельдовича, когда в
качестве асимптотик для решения задачи с начальными условиями берутся
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решения того же уравнения, что и без начальных условий, считая, что про-
цесс начался так давно, что "начальные черты" начальных условий давно
исчезли. Однако, чтобы решение представляло собой промежуточную асимп-
тотику необходима корректность задачи. А так как последнее условие, в на-
шем случае, имеет место, то в качестве промежуточной асимптотики решения
задачи Коши в диссертации рассматривается решение задачи без начально-
го условия с периодичным граничным условием φ(t) = A cosωt, которому
соответствует решение

p(t, x) = A exp

(
−
√
α+ ρ

2
x

)
cos

(
ωt−

√
ρ− α

2
x

)
, (4.2.4)

где α = ω2(1−ν)γ
γ2+ω2 , ρ = ω

a

√
γ2+ω2ν2

γ2+ω2 .
Но, тогда формула (4.2.4) позволяет решить обратную задачу по закону

p(t, x) = V cos(t − Sx) с известной амплитудой V и фазой S, получить зна-
чение параметров ν и γ, решая обратную задачу относительно ν и γ.

ρ = ln2 V + S2, α = ln2−S2. (4.3.1)

Откуда следует соотношение

γ =
ln2 V − S2

1 + 2 ln(V S)
, ν = −2 ln(V S) · (1 + γ2). (4.3.2)

Следовательно, формулы (4.3.1), (4.3.2) позволяют осуществить обратную
связь объекта с исследователем и применить полученные результаты к по-
строению автоматического регулирования диффузионных процессов в кор-
ректных магистралях.

Заключение. В диссертации впервые фундаментальными методами
функционального анализа дифференциальных уравнений исследуется кор-
ректная разрешимость нестационарной задачи для математической модели,
описывающей процесс фильтрации жидкости в пористой среде. В этом случае
при малом расходе жидкости имеется ламинарный поток, а при увеличении
расхода—- его структура приобретает двойственный характер, связанный с
появлением проточных и застойных зон в проводящей магистрали. Для таких
потоков основными характеристиками являются: коэффициент соотношения
между объемами проточных и застойных зон ν и показатель массы обмены
между этими зонами γ. В связи с этим в диссертации решаются следующие
задачи:
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1. Научная задача. Выбор метода исследования корректной разрешимо-
сти прямой задачи нахождения решения математической модели с памятью,
описываемой интегро–дифференциальным уравнением, предложенным В.С.
Голубевым.

2. Прикладная задача. Построение и апробация алгоритмов компьютерно-
го анализа изучаемой модели и его численная реализация.

3. Техническая задача. По результатам эксперимента определение пара-
метров ν и γ с целью применения полученных результатов к построению
автоматического регулирования для конкретных технических объектов с ис-
пользованием компьютерных технологий. Все полученные результаты соот-
ветствуют специальности «05.13.18 — Математическое моделирование, чис-
ленные методы и комплексы программ» физико - математическое направле-
ние. Дальнейшими перспективами в разработке темы диссертационной ра-
боты является применение разработанных теоретических методов и вычис-
лительных алгоритмов к анализу математических моделей, описывающих
процессы фильтрации, абсорбции, тепломассопереноса и др. во фрактальных
средах с целью применения к ним автоматического регулирования.
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