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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþ-
ùèì àðãóìåíòîì ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåì, ïðèáîðîâ è ìåõàíèçìîâ, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò çàïàçäûâàþùèå îá-
ðàòíûå ñâÿçè. Ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìîãóò îêàçûâàòü êàê ïî-
ëîæèòåëüíîå, òàê è íåãàòèâíîå âîçäåéñòâèå íà èññëåäóåìûå ñèñòåìû è ìåõà-
íèçìû. Èçó÷åíèå êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ â ñèëó ñâîåé ïðèêëàäíîé çíà÷è-
ìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà àêòóàëüíóþ çàäà÷ó.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ òðè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ
ñ çàïàçäûâàíèåì, âîçíèêàþùèå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Â ïåðâîé ÷àñòè äèñ-
ñåðòàöèè ðàññìîòðåíî íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíî- ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåå çàïàçäûâàþùèå ñëàãàåìûå îò èñêîìîé ôóíê-
öèè è åå ïðîèçâîäíîé. ×àñòíûì ñëó÷àåì ýòî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîå
óðàâíåíèå Ìèíîðñêîãî, ïîëó÷åííîå èì ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è âåðòèêàëü-
íîé ñòàáèëèçàöèè ñóäîâ. Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå èññëåäîâàëè Ã.Ñ. Ãîðåëèê è
Ý. Ïèííè. Àíàëèç êîëåáàíèé, áèôóðöèðóþùèõ èç íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ â ñëó÷àå áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà- Õîïôà, â óðàâíåíèè Ìèíîðñêîãî áûë
ïðîâåäåí Þ.Ñ. Êîëåñîâûì. Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ðàáîòû ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ ñ çàïàçäûâàþùåé îáðàòíîé ñâÿçüþ. Â
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ è âîçíèêàþ-
ùèõ ïðè ýòîì âîçìîæíûõ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ. Èçó÷àþòñÿ áèôóðöèðóþùèå
èç íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîëåáàòåëüíûå ðåøåíèÿ â îäíîì êðèòè÷å-
ñêîì ñëó÷àå âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà 1:3. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûé
êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé â óðàâíåíèÿõ òàêîãî òèïà ðàíåå íå èçó÷àëñÿ.

Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äâóõ ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðåíû èçâåñòíûå óðàâíå-
íèÿ Ìýêêè - Ãëàññà è Èêåäû. Ïåðâîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëüþ ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ íåéòðîôèëîâ (áåëûõ êðîâÿíûõ òåëåö). Óðàâíåíèå
Ìýêêè - Ãëàññà èññëåäîâàëîñü â ðÿäå ðàáîò, ãäå íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ áûëî îòìå÷åíî ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åcêèõ ðåøåíèé, à
òàêæå ñëîæíîé, â òîì ÷èñëå õàîòè÷åñêîé, äèíàìèêè. Óðàâíåíèå Èêåäû îïè-
ñûâàåò äèíàìèêó ïàññèâíîãî îïòè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà. Óðàâíåíèÿ òàêîãî òè-
ïà äåìîíñòðèðóþò ñëîæíóþ äèíàìèêó, â òîì ÷èñëå â íèõ ìîæíî íàáëþäàòü
ìóëüòèñòàáèëüíîñòü, õàîòè÷åñêóþ òóðáóëåíòíîñòü, îáðàçîâàíèå äèññèïàòèâ-
íûõ ñòðóêòóð. Ïîñëå çàïèñè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ýòè óðàâíåíèÿ ïå-
ðåõîäÿò ê øèðîêîìó êëàññó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ çàïàçäûâàíèåì, ñîäåðæàùèõ ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé è
íåëèíåéíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ôèçèêîé ïðîöåññîâ. Îáùèå
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ñâîéñòâà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé è èõ ñâÿçü ñ ðåøåíèÿìè îä-
íîìåðíûõ îòîáðàæåíèé èçó÷àëèñü â ìîíîãðàôèè À.Í. Øàðêîâñêîãî, Þ.Ë.
Ìàéñòðåíêî, Å.Þ. Ðîìàíåíêî. Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ àñèìïòî-
òèêè ðåøåíèé óêàçàííîãî òèïà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé áûëè
ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ Ñ.À. Êàùåíêî, È.Ñ. Êàùåíêî. Â äèññåðòàöèè èçó÷à-
þòñÿ áèôóðêàöèè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ äâóõ
óêàçàííûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàâíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè, ïðåä-
ëîæåííîãî â ðàáîòàõ Å.Ï. Êóáûøêèíà. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó
íàõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ê àíàëèçó ñ÷åòíîé
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùåé óðàâíå-
íèÿ äëÿ �áûñòðûõ� è �ìåäëåííûõ� ïåðåìåííûõ, è äîêàçàòü ñòðîãèå òåîðåìû
î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Èçó÷åíèþ óðàâíåíèé Ìýêêè - Ãëàññà è Èêåäû ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî
èññëåäîâàíèé. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ðàáîò àíàëèç ïðîâîäèëñÿ íà îñíîâàíèè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïîëó÷å-
íû ñ ïîìîùüþ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî ïîç-
âîëèëî ïîëó÷èòü ñòðîãèå òåîðåìû îá óñëîâèÿõ áèôóðêàöèé ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé è ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êîëåáàòåëüíûõ ðå-
øåíèé òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì,
áèôóðöèðóþùèõ èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ óðàâ-
íåíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåäïîëàãàëîñü ïðîàíàëèçèðîâàòü áèôóðöèðóþùèå àâòî-
êîëåáàòåëüíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî - ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî çàïàçäûâàþùèå ñëàãàåìûå îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, â
êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ðåçîíàíñà 1:3.

Âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ ïðåäïîëàãàëîñü ïðîâåñòè àíàëèç ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìýêêè - Ãëàññà è óðàâíåíèÿ Èêåäû ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà ðàâíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ìåòîä èíòåãðàëüíûõ(èíâàðèàíòíûõ) ìíîãîîáðàçèé, ìåòîä íîðìàëüíûõ ôîðì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä ðàâíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè ñèíãóëÿð-
íî âîçìóùåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíè-
åì, òåîðèÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé è òåîðèÿ áèôóðêàöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè. Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì:

Ãëàâà 1. Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðåíî íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîâåäåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè
íóëåâîãî ðåøåíèÿ è ïîñòðîåíà ïîëíàÿ êàðòèíà D - ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà
ïàðàìåòðîâ. Âûäåëåí êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà 1:3 ïðè ïî-
òåðå óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ èññëå-
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äîâàíû áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïåðåõî-
äà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ÷åðåç áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ê õàîñó.

Ãëàâà 2. Èçó÷åíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìýêêè - Ãëàññà ìå-
òîäîì ðàâíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè. Ïîñòðîåíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ
è ïîëó÷åíû ñòðîãèå òåîðåìû îá óñëîâèÿõ áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé. Ïðèâåäåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è àëãî-
ðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìýêêè - Ãëàññà, áèôóð-
öèðóþùèõ èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòà-
òå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê õàîòè÷åñêèì
êîëåáàíèÿì è õàîòè÷åñêîé ìóëüòèñòàáèëüíîñòè.

Ãëàâà 3. Ïðîâåäåí àíàëèç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ Èêåäû â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðàâíîìåðíîé íîðìàëè-
çàöèè èçó÷åíû áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
ÿâëåíèé ìóëüòèñòàáèëüíîñòè è õàîòè÷åñêîé ìóëüòèñòàáèëüíîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ
íîñèò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå â äèññåðòà-
öèîííîé ðàáîòå, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè àíàëîãè÷íûõ çàäà÷.
Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ äðóãèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæàùèõ
ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Íà çàùèòó äèññåðòàöèè âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è
ðåçóëüòàòû:

1) Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàþùèì
àðãóìåíòîì, ñîäåðæàùåãî íåëèíåéíûå çàïàçäûâàþùèå ñëàãàåìûå îò èñêîìîé
ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé, ïîñòðîåíà êàðòèíà D - ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà
ïàðàìåòðîâ êâàçèïîëèíîìà ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Èññëåäîâàíû âîçìîæ-
íûå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Ïðîâåäåí
àíàëèç áèôóðêàöèé àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå âíóò-
ðåííåãî ðåçîíàíñà 1:3. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñëîæíûõ, â òîì
÷èñëå õàîòè÷åñêèõ, êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé.

2) Èçó÷åíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìýêêè - Ãëàññà, áèôóðöè-
ðóþùèå èç åäèíñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷åíû
ñòðîãèå òåîðåìû îá óñëîâèÿõ áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïîñòðî-
åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. ×èñëåííûì ìîäå-
ëèðîâàíèåì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ýòè
ðåøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ õàîòè÷åñêèìè.

3) Èçó÷åíà äèíàìèêà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ Èêåäû â çàâèñè-
ìîñòè îò ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ è èññëåäîâàíà èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîå-
íû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Èçó÷åíû áèôóðêàöèè
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èç ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.
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4) Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîâðåìåííî áîëüøîãî ÷èñëà
óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ò.å. ÿâëåíèÿ ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, äëÿ
óðàâíåíèé Ìýêêè - Ãëàññà è Èêåäû.

5) Ïîêàçàíî, ÷òî â óðàâíåíèÿõ Ìýêêè - Ãëàññà è Èêåäû ìîæåò íàáëþäàòü-
ñÿ õàîòè÷åñêàÿ ìóëüòèñòàáèëüíîñòü, ò.å. ñóùåñòâîâàíèå îäíîâðåìåííî áîëü-
øîãî ÷èñëà õàîòè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíûõ ìîëîäåæíûõ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåí-
öèÿõ �Ïóòü â íàóêó�, ßðîñëàâëü, 2012, 2013, 2014, 2015; Ìåæäóíàðîäíîé ñòó-
äåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Science and Progress¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2013; Ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è åå ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿ-
ùåííîé 150- ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ïîëÿ Ïåíëåâå, ßðîñëàâëü, 2013; Ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ â çàäà÷àõ ñîâðåìåííîé ìà-
òåìàòèêè è ôèçèêè¿, ïîñâÿùåííîé 210-ëåòèþ Äåìèäîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,
ßðîñëàâëü, 2013; Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Íåëèíåéíûå ìåòîäû â ôè-
çèêå è ìåõàíèêå¿ ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ìàðòèíà Êðóñêà-
ëà, ßðîñëàâëü, 2015; International Workshop: Waves, Solitons and Turbulence in
Optical Systems, Áåðëèí, 2015; V-îé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ïðîáëåìû
ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå�,
Ìîñêâà, 2016.

×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû â ïðîöåññå âû-
ïîëíåíèÿ ðàáîò ïî ãîñçàäàíèþ � 1.5722.2017/Á×.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-13]. Èç
ñîâìåñòíûõ ðàáîò [5,6,12,13] â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ëè÷íî äèññåðòàíòîì. Ðàáîòû [5,6,12,13] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ
ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíî-
áðíàóêè ÐÔ.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà èçëîæåíà
íà 112 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, ñîäåðæèò 27 ðèñóíêîâ. Áèáëèîãðà-
ôè÷åñêèé ðàçäåë âêëþ÷àåò 50 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

ẍ+ Aẋ+ x+ f(x(t− h)) + g(ẋ(t− h)) = 0, (1)

â êîòîðîì A, h > 0, f(x) = f1x + f2x
2 + f3x

3 + o(x3), g(x) = g1x + g2x
2 +

g3x
3 + o(x3) ãëàäêèå ïðè |x| ≤ x0 ôóíêöèè.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä

P (λ) ≡ λ2 + Aλ+ 1 + (f1 + λg1) exp(−λh) = 0. (2)

Àíàëèç ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (2) ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äàD - ðàçáèåíèé. Ïîñòðîåíû êàðòèíûD - ðàçáèåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
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ïàðàìåòðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ìåõàíèçìû ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè êâàçèïîëèíîìîì (2): ïðè ïðîõîæäåíèè êîðíÿ óðàâíåíèÿ (2) ÷åðåç òî÷êó
λ = 0, ïðè ïðîõîæäåíèè ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ
(2) ÷åðåç òî÷êè ±iω(ω > 0), ïðè îäíîâðåìåííîì ïðîõîæäåíèè êîðíåé óðàâ-
íåíèÿ (2) ÷åðåç òî÷êè λ = 0 è ±iω(ω > 0), ïðè îäíîâðåìåííîì ïðîõîæäåíèè
äâóõ ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ÷åðåç òî÷êè ±iω1,±iω2(0 < ω1 <
ω2). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ñîîòíîøåíèÿ ω1/ω2 = 1/3,
ò.å. èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà 1:3. Îáîçíà÷èì
A = A0, f1 = f10, g1 = g10, h = h0 çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ
óðàâíåíèå (2) èìååò êîðíè ±iω1,±iω2(0 < ω1 < ω2, ω1/ω2 = 1/3).

Ïîëîæèì A = A0 + εA1, f1 = f10 + εf11, g1 = g10 + εg11, h =
h0 + εh1, 0 < ε << 1. Èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè èç íåêîòîðîãî øàðà S(r0) ðàäèóñà r0 ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
H = C[−h, 0] ⊕ C1[−h, 0] óðàâíåíèÿ ñ öåíòðîì â íóëå. Â îêðåñòíîñòè íó-
ëÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà H óðàâíåíèå (1) èìååò ëîêàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîå ãëàäêîå èíâàðèàíòíîå ÷åòûðåõìåðíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå
ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà êîòîðîì îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1)
èç øàðà S(r0). Â ñâîþ î÷åðåäü ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà èíòåãðàëüíîì ìíîãî-
îáðàçèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ñëåäóþùåé íîðìàëèçîâàííîé ñè-
ñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ż1 = (iω1 + λ11ε+ d11|z1|2 + d12|z2|2)z1 + d1z̄
2
1z2 + · · · = Z1(z1, z2, z̄1, z̄2; ε), (3)

ż2 = (iω2 + λ12ε + d21|z1|2 + d22|z2|2)z2 + d2z̄
3
1 + · · · = Z2(z1, z2, z̄1, z̄2; ε), (4)

â êîòîðîé λ1j = τ 1j+iω
1
j , êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå djk = ajk+icjk, dj(j, k = 1, 2)

ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿþòñÿ è òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, èìåþùèå áîëåå
âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî εzj, εz̄j, zj z̄j.

Ïîëîæèì â (3)-(4) zj = ε1/2ρj exp(iτj), ρj ≥ 0,−∞ < τj < ∞(j =
1, 2), dj = |dj| exp(iγj), 0 ≤ γj < 2π. Ââåäåì �ìåäëåííûå� ïåðåìåííûå
ρ1, ρ2, θ = 2τ1 − τ2 è áûñòðóþ ïåðåìåííóþ τ1 è âûïîëíèì íîðìèðîâêè
ρj = ρj/(−djj)1/2, j = 1, 2, t → t/ε. Âûáåðåì A1, f11, g11, h1 òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû τ 11 = τ 12 = 1. Â ðåçóëüòàòå �ãëàâíàÿ� ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé
�ìåäëåííûõ� ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä

ρ̇1 = (1− ρ21 + a1ρ
2
2)ρ1 + b1 cos(−θ + γ1)ρ

2
1ρ2, (5)

ρ̇2 = (1 + a2ρ
2
1 − ρ22)ρ2 + b2 cos(θ + γ2)ρ

3
1, (6)

θ̇ = ω + c1ρ
2
1 + c2ρ

2
2 − 3b1 sin(−θ + γ1)ξ1ξ2 − b2 sin(θ + γ2)ρ

3
1/ρ2, (7)

ãäå a1 = d12/(−d22), a2 = d21/(−d11), b1 = |d1|/(a11a22)1/2, b2 =
|d2|/(−d11)3/2(−d22)1/2, c1 = (3c11 − c21)/(−d11), c2 = (3c12 − c22)/(−d22), ω =
2ω1

1 − ω1
2.
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Ñèñòåìà (5)-(7) àíàëèçèðîâàëàñü ÷èñëåííî. Îòìå÷åíî ñóùåñòâîâàíèå
óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâûì ïåðèîäè-
÷åñêèì ðåøåíèÿì ñèñòåìû óðàâíåíèé (3)-(4) (óðàâíåíèÿ (1)), îò êîòîðûõ â
ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà- Õîïôà âåòâÿòñÿ óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûì äâóìåðíûì èíâàðèàíò-
íûì òîðàì ñèñòåìû óðàâíåíèé (3)-(4) (óðàâíåíèÿ (1)). ×åðåç ñåðèþ áèôóð-
êàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ýòè ðåøåíèÿ ïåðåõîäÿò â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ìýêêè -Ãëàññà

ẋ = −γx+ βxτθ
n(θn + xnτ )

−1, xτ = x(t− τ), (8)

ãäå τ, - íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïàðàìåò-
ðû β, γ, θ ïî ôèçèêå çàäà÷è ïðèíèìàþò çíà÷åíèå ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïàðàìåòð
τ ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò îñòàëüíûå ïàðàìåòðû, âõî-
äÿùèå â (8). Íîðìèðóåì x → θx, t → τt, β → β/γ è çàïèøåì óðàâíåíèå (8)
â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗ = (β − 1)1/n â ñëåäóþùåì âèäå

ε1ẏ + y(t) + b1y(t− 1) + f(y(t− 1)) = 0, (9)

ãäå ε1 = (τ)−1, f(y) = b2y
2 + b3y

3 + o(y3) àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè y = 0
ôóíêöèÿ,

b1 = n− 1− n/β,−1 < b1, b2 = n(1 + (1− n)(β − 1))(β − 1)(n−1)/n/(2β),

b3 = (6n2 − (5n2 + 1)β)(β − 1)(n−2)/n/(6β2). (10)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (9) ïðèìåò âèä

P (λ; ε1) = ε1λ+ 1 + b1 exp(−λ) = 0, λ ∈ C. (11)

Ïðè −1 < b1 < 1 è 0 < ε1 < ε0, ãäå ε0 ìàëî, íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (9) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ïðè b1 > 1 íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.
Ïîãðàíè÷íîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà b1 = 1. Ýòî îïðåäåëÿåò ñîãëàñíî (10) ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé βn = n/(n− 2).

Ïîëîæèì β = βn(1 + ε2/(n − 2 − ε2)), |ε2| ≪ 1, èìååì b1 = 1 + ε2, b2 =
b2(ε2), b3 = b3(ε2).

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ε0 > 0, ÷òî ïðè |ε| < ε0 (ε = (ε1, ε2), |ε| = (ε21 +
ε22)

1/2) âñå ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ (11) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

λk(ε) = iπk + ln (1 + ε2) + λ1(iπk + ln (1 + ε2); ε1),

λ−k(ε) = λ̄k(ε), k = 1, 3, 5 . . . ,
(12)

ãäå λ1(w; ε) ≡ − ln(1 − ε1(w − ln(1 + ε1(w − ln (1 + ε1(w − . . . )))))) (lnw =
ln|w| + iargw, −π < argw < π)- íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ, àíàëèòè÷åñêàÿ ïî ε1 ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì w ∈ {w : −x0 <
Re < x0, Imw ≥ π, x0-ìàëîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî} è àíàëèòè÷åñêàÿ ïî w
ïðè êàæäîì 0 < ε < ε0, |Rew| < δ0 ôóíêöèÿ.
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Ïðè ýòîì ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî k

λk(ε) = γk(ε) + i(πk + σk(ε)), (13)

γk(ε) = ln (1 + ε2)− ln ((1 + ε1 ln (1 + ε2))
2 + ε21π

2k2)/2 +O(|ε|2),
σk(ε) = − arccos ((1 + ε1 ln (1 + ε2))/((1 + ε1 ln (1 + ε2))

2 + ε21π
2k2)1/2)+

+O(|ε|2). (14)

Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (9) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-
íûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé C[−1; 0]. Ïåðåéäåì îò óðàâíåíèÿ (9) ê ýêâèâà-
ëåíòíîé íà÷àëüíî - êðàåâîé çàäà÷å â ïîëîñå −1 ≤ s ≤ 0, t ≥ 0

∂u

∂t
=
∂u

∂s
, (15)

ε1
∂u

∂s

∣∣∣∣
s=0

= −u(0, t)− (1 + ε2)u(1, t)− f(u(1, t)), u(s, 0) = y0(s) (16)

ïîëîæèâ u(s, t) = y(t+ s)
Ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì ïîëóãðóïïû ëèíåéíûõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ

îïåðàòîðîâ T (t; ε) (T (t1 + t2; ε) = T (t1; ε)T (t2; ε) = T (t2; ε)T (t1; ε), T (0; ε) =
I- åäèíè÷íûé îïåðàòîð), äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå C[−1, 0] è îïðåäåëÿþ-
ùèõ ðåøåíèå ëèíåéíîé ÷àñòè çàäà÷è (15)-(16), áóäåò îïåðàòîð

A(ε)v =

{
dv/ds,−1 ≤ s < 0,

− ε−1
1 (v(0) + (1 + ε2)v(−1)), s = 0

(17)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) = {v(s) ∈ C1[−1, 0], εv′(0) + v(0)+ (1 +
ε2)v(−1) = 0}.

Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A(ε) ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû λk =
λk(ε), à ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè áóäóò ôóíêöèè
ek(s; ε) = eλk(ε)s/P ′(λk(ε); ε) = eλk(ε)s/(1 + ε1 + ε1λk(ε)), k = ±1,±3, . . .
||ek(s; ε)||C ∼ 1 ïðè n→ ∞.

Ïóñòü l2 êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà z =
(z1, z−1, z3, z−3, . . . ), zk ∈ C, z−k = z̄k, ||z||2l2 =

∑∞
k=1 |zk|2 <∞, l12- êîìïëåêñíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé z = (z1, z−1, z3, z−3, . . . ), äëÿ êîòî-
ðûõ ||z||2

l12
=

∑∞
k=1 |λk(ε)|2|zk|2 <∞ è ||

∑∞
k=1 zkλk(ε)ek(s; ε)||C <∞.

Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèÿ-îïåðàòîð

u(s, z; ε) =
∑

k=±1,±3,...

zkek(s; ε) +
∑

(k1,k2)∈Ω2

zk1zk2uk1k2(s; ε)+

+
∑

(k1,k2,k3)∈Ω3

zk1zk2zk3uk1k2k3(s; ε), (18)
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ãäå Ω2 = {(k1, k2) : k1, k2 = ±1,±3, . . . , k1 ≤ k2},Ω3 = {(k1, k2, k3) :
k1, k2, k3 = ±1,±3, . . . , k1 ≤ k2 ≤ k3}, äåéñòâóþùàÿ èç s1(r0) ⊗ {|ε| < ε0}
â C[−1, 0] è ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ, è ñèñòåìà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé

żk = λk(ε)zk +
∑

(k1,k2,k3)∈Ω3
k

dk1k2k3(ε)zk1zk2zk3 (19)

â ïðîñòðàíñòâå l2 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè s1(r0).
Ôóíêöèè uk1k2(s; ε), uk1k2k3(s; ε), dk1k2k3(ε) ýôôåêòèâíî è îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (19) â ñèëó (18)
êðàåâîé çàäà÷è (15)-(16).

Ïóñòü ρ = (ρ1, ρ3, . . . ), ρj ≥ 0, j = 1, 3, . . . ,
∑∞

j=1 k
2ρ2j < ∞ è

θ = (θ1, θ2, . . . ), 0 ≤ θj < 2π, j = 1, 3, . . . - âåùåñòâåííûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Ââåäåì â îáëàñòè {(ε1, ε2), ε1 > 0, |ε| < ε0} ïåðåìåííûå ζ ≥ 0
è π/2 < ψ < π/2, ïîëîæèâ

ζ = (ε21 + |ε2|)1/2, ε1 = ζ cosψ, ε2 = ζ2 sinψ2signψ. (20)

Ñòðóêòóðà ñèñòåìû óðàâíåíèé (19) ïîçâîëÿåò ââåñòè âçàìåí zk (k =
±1, . . . ) îäíó �áûñòðóþ� ïåðåìåííóþ è ñ÷åòíîå ÷èñëî �ìåäëåííûõ� ïåðåìåí-
íûõ âèäà ρ è θ. Íîðìèðóåì ρk → ζρk, t→ t/ζ2 è óñðåäíÿÿ çàòåì ïîëó÷åííóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé ïî �áûñòðîé� ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé,
ãëàâíàÿ ÷àñòü êîòîðîé (ïðè ζ → 0) áóäåò èìåòü âèä

ρ̇k = γk(ψ, ξ)ρk +Rk(ρ, θ)(γk = sin2 ψsignψ − 2 cos2 ψ(πk)2), (21)

θ̇k = Θk(ρ, θ), k = 1, 3, . . . , (22)

â êîòîðîé ôóíêöèîíàëû Rk(·),Θk(·) - 2π ïåðèîäè÷åñêèå ïî θj, Rk(·) ÿâëÿåòñÿ
îäíîðîäíîé ôîðìîé ïîðÿäêà 3 ïî ρj.

Ïóñòü (ρ∗(ψ), θ∗(ψ)) ∈ l12 ⊗ C0 ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Rk(ρ
∗(ψ), θ∗(ψ)) = 0, k = 1, 3 . . . , (23)

Θk(ρ
∗(ψ), θ∗(ψ)) = 0, k = 1, 3, . . . . (24)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó

B(ψ) =

(
γk(ψ)δkj + ∂Rk/∂ρj ∂Rk/∂θj

∂θk/∂ρj ∂Rk/∂θj

)
(k, j = 1, 3, . . . ), (25)

âû÷èñëåííóþ â òî÷êå ρ∗(ψ), θ∗(ψ), ãäå δkj ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ìàòðèöà îïðå-
äåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð

B(ψ)v (v = (ρ, θ)) : E1 = l12 ⊗ C → E = l2 ⊗ C, (26)
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||v||E = ||ρ||l2 + ||θ||C , ||v||E1 = ||ρ||l12 + ||θ||C .
Ïóñòü

z∗1(t;ψ, ζ) = ρ∗1(ψ, ζ)e
iτ , z∗3(t;ψ, ζ) = ρ∗3(ψ, ζ)e

i3τ+θ∗1(ψ),

z∗5(t;ψ, ζ) = ρ∗5(ψ, ζ)e
i5τ+θ∗1(ψ)+θ

∗
3(ψ), . . . , z∗−k(t;ψ, ζ) = z̄∗k(t;ψ, ζ), k = 1, 3, . . .

(27)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ψ ñèñòåìà óðàâíåíèé (21)-(22) èìååò ðå-
øåíèå (ρ∗(ψ), θ∗(ψ)) ∈ E1

0 , à ïîñòðîåííàÿ ïî ýòîìó ðåøåíèþ ìàòðèöà (25)
îïðåäåëÿåò îïåðàòîð (26), êîòîðûé íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëåæà-
ùèõ íà ìíèìîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ζ0 > 0,
÷òî ïðè 0 < ζ < ζ0 êðàåâàÿ çàäà÷à (15)-(16), â êîòîðîé ε1 è ε2 îïðåäåëå-
íû ñîãëàñíî (20) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u∗(s, τ ;ψ, ζ), äîïóñêàþùåå
ïðåäñòàâëåíèå

u∗(s, τ ;ψ, ζ) = u∗0(s, τ ;ψ, ζ) +O(ζ4) =

= ζ
∑

k=±1,±3

ek(s;ψ, ζ)z
∗
k(τ ;ψ, ζ)+ζ

2
∑

(k1,k2)∈Ω2

uk1k2(s;ψ, ζ)z
∗
k1
(τ ;ψ, ζ)z∗k2(τ ;ψ, ζ)+

+ ζ3
∑

(k1,k2,k3)∈Ω3

uk1k2k3(s;ψ, ζ)z
∗
k1
(τ ;ψ, ζ)z∗k2(τ ;ψ, ζ)z

∗
k3
(τ ;ψ, ζ) +O(ζ4), (28)

τ̇ = π + σ1(ψ, ζ) + ζ2T1(ρ
∗(ψ, ζ), θ∗(ψ, ζ);ψ, ζ) =

= π + σ1(ψ, ζ) + ζ2∆2(ψ, ζ) = π + σ(ψ, ζ), (σ(ψ, ζ) ≡ 0), (29)

â êîòîðîì Ω2,Ω3 îïðåäåëåíû â (18), ôóíêöèè ek(·), uk1k2(·), uk1k2k3(·) îïðåäå-
ëåíû âûøå ñ ó÷åòîì çàìåíû (20), ôóíêöèè z∗k(·) îïðåäåëåíû â (27).

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (15)-
(16)(óðàâíåíèÿ (9)), ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöèè, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðåøå-
íèÿ â âèäå ðÿäà

u∗(s, τ ;ψ, ζ) =
∞∑
j=1

ζjuj(s, τ, ρ, θ,∆;ψ, ζ), (30)

â êîòîðîì uj(·) ãëàäêî çàâèñÿùèå îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàëû ρ ∈
l12, θ ∈ c0, 2π- ïåðèîäè÷åñêèå ïî τ ïðè −1 ≤ s ≤ 0,∆ ∈ R,−π/2 < ψ <
π/2, 0 < ζ ≤ ζ0.

Ïðè ýòîì

ρ = ρ∗ + ζ2ρ∗2 + ζ4ρ∗4 + · · · = (ρ1, ρ2, . . . ), ρj > 0, ρj = ρj(ψ, ζ) =

= ρ∗j(ψ, ζ)+ζ
2ρ∗j2(ψ, ζ)+ζ

4ρ∗j4(ψ, ζ)+. . . , θ = θ∗+ζ2θ∗2+ζ
4θ∗4+· · · = (θ1, θ2, . . . ),

θj = θj(ψ, ζ) = θ∗j (ψ, ζ) + ζ2θ∗j2(ψ, ζ) + ζ4θ∗j4(ψ, ζ) + . . . ,

∆ = ∆(ψ; ζ) = ζ2∆2(ψ; ζ) + ζ4∆4(ψ; ζ) + . . . , (31)
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ρ∗∗(ψ; ζ), θ
∗
∗(ψ; ζ),∆∗(ψ; ζ) ãëàäêèå ïî ψ è ζ ôóíêöèè,

u1(·) ≡ u1(s, τ, ρ, θ;ψ, ζ) =
∑

k=1,3,...

ρk(ψ, ζ)[ek(s;ψ, ζ)e
i(τ+θ∨k (ψ;ζ))+

e−n(s;ψ, ζ)e
−i(τ+θ∨k (ψ;ζ))], θ∨k (ψ, ζ) =

n−1∑
j=0

θj(ψ, ζ), θ0(ψ, ζ) ≡ 0. (32)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (30) â êðàåâóþ çàäà÷ó (15)-(16) ñ ó÷åòîì (20) è ïðèðàâíè-
âàÿ â ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâàõ ñëåâà è ñïðàâà êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ ζ, îïðåäåëèì ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (30)-(32).

Òåîðåìà 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, ñóùåñòâóåò òàêîå ζ0 > 0, ïðè êîòîðîì
ðÿä

u∗(s, τ ;ψ, ζ) =
∞∑
j=1

ζju∗j(s, τ ;ψ, ζ). (33)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî 0 ≤ ζ ≤ ζ0 è (s, τ) ∈ {(s, τ) : −1 ≤
s ≤ 0,−∞ < τ < ∞} è îïðåäåëÿåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà-
÷è (15)-(16), óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè òåîðåìû 2.
Ïåðåìåííàÿ τ îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

τ̇ = π + σ1(ψ, ζ) + ζ2∆2(ψ, ζ). (34)

Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Ïðè ψ =
1.51, ζ = 0.1 áûëî íàéäåíî ïÿòü óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïðè
ψ = 1.55 ê óæå íàéäåííûì ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì äîáàâëÿþòñÿ åùå äâà.
Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â õàîòè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ψ è óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ζ,
à òàêæå âîïðîñ âîçìîæíîñòè ñîñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ õàîòè÷åñêèõ àò-
òðàêòîðîâ äëÿ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíîå óðàâíåíèå Èêåäû

ẋ = µ sin(x(t− τ)− c)− x, (35)

çäåñü τ � âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â êîëüöåâîì ðåçîíàòîðå, 0 ≤ c < 2π �
ïîñòîÿííûé ôàçîâûé ñäâèã, µ > 0 � áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðè-
çóþùèé èíòåíñèâíîñòü ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ.

Ïîëîæèâ t′ = t/τ, ε1 = τ−1 ≪ 1, èìååì óðàâíåíèå

ε1ẋ(t) + x(t) = µ sin(x(t− 1)− c). (36)

Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗(c, µ) óðàâíåíèÿ (36) îïðåäåëÿþòñÿ êîðíÿìè
óðàâíåíèÿ

x = µ sin(x− c) (37)
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â çàâèñèìîñòè îò c è µ. Óñòîé÷èâîñòü x∗(c, µ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

P (λ; ε1) = ε1λ+ 1− µ cos(x∗(µ, c)− c) exp(−λ) = 0. (38)

Ïðè |µ cos(x∗(µ, c)−c)| < 1 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(c, µ) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî. Ïðè |µ cos(x∗(µ, c)−c)| > 1 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(c, µ) íåóñòîé-
÷èâî. Ïîãðàíè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé |µ cos(x∗(µ, c) − c)| = 1. Ýòî ðàâåíñòâî
îïðåäåëÿåò â ïëîñêîñòè c, µ ìíîæåñòâî òî÷åê áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗(c, µ).

Óðàâíåíèå (37) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà x∗(µ, c),
limµ→0 x∗(µ, c) = 0 ïðè 0 < c < 2π. Ïðè ýòîì −π < x∗(µ, c) < 0, åñëè
0 < c < π, x∗(µ, π) ≡ 0, 0 < x∗(µ, c) < π, åñëè π < c < 2π. Ïðè c = 0
óðàâíåíèå (37) èìååò ðåøåíèå x∗(µ, c) ≡ 0, à òàêæå ïðè µ > 1 äâà ðåøåíèÿ
±x∗(µ, c), x∗(µ, c) > 0, limµ→1 x∗(µ, c) = 0.

Êðîìå òîãî, ïðè êàæäîì c ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé 0 <
µ1(c) ≤ µ2(c) ≤ ..., ïðè êîòîðûõ â óðàâíåíèè (37) ïîÿâëÿþòñÿ êðàòíûå êîðíè
x−∗ (µk(c), c) = x+∗ (µk(c), c), µk(c) cos(x

±
∗ (µk(c), c) − ñ) = 1, êîòîðûì ïðè µ >

µk(c) îòâå÷àþò ïàðíûå (óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
x−∗ (µ, c) è x

+
∗ (µ, c) óðàâíåíèÿ (36). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà µ

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x−∗ (µ, c) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè íåêîòîðîì µ∗ è ïðè
ýòîì µ∗ cos(x

−
∗ (µ∗, c)− ñ) = −1.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ïîêàçàíî, ÷òî áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ïîòåðè óñòîé÷èâî-
ñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗(µ, c), limµ→0 x∗(µ, c) = 0, 0 < c < 2π ïðîâîäèòñÿ
àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (9).

Â ïàðàãðàôå 3.3. ïðîâîäèòñÿ áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ïîòåðè óñòîé÷èâî-
ñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗(µ, 0) ≡ 0 â ñëó÷àå c = 0. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ x∗(µ, 0) ≡ 0 ïðîèñõîäèò â òî÷êå µ∗ = 1. Ïóñòü
µ = 1 + ε2, |ε2| << 1. Óðàâíåíèå (36) â îêðåñòíîñòè x∗(µ, 0) ≡ 0 ïðèìåò âèä

ε1ẏ(t) + y(t)− (1 + ε2)y(t− 1) + f(y(t− 1); ε) = 0, (39)

ãäå f(y) = (1 + ε2)/6y
3 + o(y3) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ìíîæåñòâî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (39) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (12), ãäå k = 0, 2, 4, . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 - ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
âèäà z = (z0, z2, z−2, z4, z−4, . . . ), z0 ∈ R, zk ∈ C, k = 2, 4, . . . , z−n =
z̄k, ||z||2l2 =

∑∞
k=0 |zk|2 <∞. ×åðåç l12 îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî l2 êîìïëåêñ-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé z = (z0, z2, z−2, z4, z−4, . . . ) äëÿ êîòîðûõ ||z||2
l12

=∑∞
k=0 |λk(ε)|2|zk|2 <∞ è ||

∑∞
k=−∞ zkλk(ε) ∗ ek(s; ε)||C <∞.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íîðìàëüíîé ôîðìîé óðàâíåíèÿ (39) áóäåò
ñèñòåìà âèäà (19) â ïðîñòðàíñòâå l2 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷à-
ñòè s1(r0), ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò ε, â êîòîðîé Ω3

k = {(k1, k2, k3), k1, k2, k3 =
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0,±2,±4, . . . , k1 ≤ k2 ≤ k3, k1 + k2 + k3 = n}. Ñõåìà åå ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷-
íà ñõåìå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (19).

Ââåäåì âçàìåí ïåðåìåííûõ zk (k = 0,±2, . . . ) îäíó �áûñòðóþ� ïåðåìåí-
íóþ è ñ÷åòíîå ÷èñëî �ìåäëåííûõ� ïåðåìåííûõ âèäà ρ = (ρ0, ρ2, . . . ), θ =
(θ2, θ4, . . . ). Ðàññìîòðèì �ãëàâíóþ� ÷àñòü ñèñòåìû (ïðè ζ → 0), ïîäñòàâèâ â
íåå ε1, ε2 ñîãëàñíî (20) è óñðåäíèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïî �áûñò-
ðîé� ïåðåìåííîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ρ̇n = γ∗k(ψ)ρk +Rk(ρ, θ)(γ
∗
k(ψ) = sin2 ψsignψ − π2k2 cos2 ψ/2), k = 0, 2, . . . ,

(40)
θ̇n = Θk(ρ, θ), k = 2, 4, . . . . (41)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ψ ñèñòåìà óðàâíåíèé (40)-(41) èìå-
åò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîå èëè íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
(ρ∗(ψ), θ∗(ψ)) ∈ E1

0 . Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåm õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé
(ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ëèíåàðèçîâàííîé íà (ρ∗(ψ), θ∗(ψ)) ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ζ0 > 0, ÷òî ïðè 0 < ζ < ζ0
óðàâíåíèå (39) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (20) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
òîãî æå õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàâíà m. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

y∗(τ ;ψ, ζ) = ζ(ρ∗0(ψ) + 2
∞∑
k=1

ρ∗2k(ψ) cos (kτ +
2k−2∑
j=1

θ∗2j(ψ)) + O(ζ3), (42)

τ̇ = 2π − ζ cosψ + ζ2 cosψ2 +O(ζ3). (43)

Äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ψ è ζ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíè-
åì ïîñòðîåíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü áèôóðêàöèè
ìóëüòèñòàáèëüíîñòè è õàîòè÷åñêîé ìóëüòèñòàáèëüíîñòè.

Â ïàðàãðàôå 3.4 àíàëèçèðóþòñÿ áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (36) ïðè ðîæäåíèè ïàðíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ x−∗ (µ, c) è
x+∗ (µ, c). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé c = π/3, µ∗ ≈ 2.4, x∗ ≈ 2.2.

Óðàâíåíèå (36) â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
ïðèìåò âèä

ε1ẏ(t) + y(t)− (1 + ε2)y(t− 1) + f(y(t− 1)), (44)

ãäå f(y) = 1/2x∗y
2 + 1/6(1 + ε2)y

3 + o(y4).
Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (44)

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (12), â êîòîðîé k = 0, 2, 4, . . . ..
Íîðìàëüíîé ôîðìîé óðàâíåíèÿ (44) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà

żk = λk(ε)zk +
∑

(k1k2)∈Ω2
k

dk1k2(ε)zk1zk2, (45)
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â êîòîðîé Ω2
k = {(k1, k2) : kj = 0,±2, ±4, . . . , k = k1+k2}. Ôóíêöèè dk1k2(s; ε)

ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿþòñÿ.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 4.
Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç óðàâíåíèÿ Èêåäû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ψ = 1.51, ζ = 0.1 è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü áèôóð-
êàöèè îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

1) Ìîðÿêîâà À.Ð. ×èñëåííûé àíàëèç ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ êâàçèïîëèíîìîâ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì / À.Ð. Ìî-
ðÿêîâà // Ïóòü â íàóêó. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ìàòåìà-
òèêà: Ìàòåðèàëû Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî- ïðàêòè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè.ßðîñëàâëü.�2013.�Ñ.79-82.

2) Moryakova A.R. Analysis of the oscillatory regimes of the second-
order nonlinear delay di�erential equation / A.R. Moryakova // Conference
abstracts. International Student Conference "Science and Progress".�SPb.:
Solo.�2013.�P.33.

3) Ìîðÿêîâà À.Ð. Àíàëèç êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé îäíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì / À.Ð.
Ìîðÿêîâà // Ïóòü â íàóêó. Ìàòåìàòèêà: Ìàòåðèàëû II Ìåæäóíàðîäíîé ìî-
ëîäåæíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè.�ßðîñëàâëü.�2014.�Ñ. 33-34.

4) Ìîðÿêîâà À.Ð. Àíàëèç êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíî- ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îäíîì êðèòè-
÷åñêîì ñëó÷àå / À.Ð. Ìîðÿêîâà // Âåñòíèê ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà. Ñåðèÿ åñòåñòâåííûå è òåõíè÷åñêèå
íàóêè.�ßðîñëàâëü.�2014.��2.�Ñ.128-134.

5) Ãëûçèí, Ä.Ñ. Î íóëÿõ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êâàçèïîëèíîìîâ
/ Ä.Ñ. Ãëûçèí, Å.Ï. Êóáûøêèí, À.Ð. Ìîðÿêîâà // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç
èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì.�2015.�Ò. 22, �1.�Ñ.74-84.

6) Êóáûøêèí, Å.Ï. Èññëåäîâàíèå êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îäíîì êðèòè-
÷åñêîì ñëó÷àå / Å.Ï. Êóáûøêèí, À.Ð. Ìîðÿêîâà // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç
èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì.�2015.�Ò. 22, �3.�Ñ.439-447.

7) Moryakova A.R. Analysis of periodic solutions of Mackey-Glass equation /
A.R. Moryakova // International Workshop: Waves, Solitons and Turbulence in
Optical Systems October 12 - 14, 2015. - Berlin: Weierstrass Institute for Applied
Analysis and Stochastics.�2015.�P.27.

8) Ìîðÿêîâà À.Ð. Èññëåäîâàíèå ñëîæíûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé îäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì / À.Ð. Ìîðÿ-
êîâà // IV Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ ìîëîäåæíàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Ïóòü â íàóêó¿, 24.04.2015 - 30.04.2015.�ßðîñëàâëü.�2015.�Ñ.35-36.

15



9) Ìîðÿêîâà À.Ð. Ïîñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìýêêè-
Ãëàññà / À.Ð. Ìîðÿêîâà // V Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû ìàòå-
ìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿: ñáîð-
íèê äîêëàäîâ.�Ì.: ÍÈßÓ ÌÈÔÈ.�2016.�Ñ.83-84.

10) Ìîðÿêîâà À.Ð. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé íåêîòîðûõ óðàâíå-
íèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì / À.Ð. Ìîðÿêîâà // Ñáîðíèê ìàòåðèàëîâ
íàó÷íîãî ñåìèíàðà ñòèïåíäèàíòîâ ïðîãðàìì ¾Ìèõàèë Ëîìîíîñîâ¿ è ¾Èììà-
íóèë Êàíò¿ 2015-2016 ãîäà.�Ì.:Ôëèíòà.�2016.�� 12.�Ñ.115-117.

11) Moryakova A.R. Analysis of multistability of Mackey-Glass equation
/ A.R. Moryakova // XVIII International Conference & School & Advance
in Nonlinear Science and III International Simposium Advances in Nonlinear
Photonics. Program & Book of abstracts.�Saint Petersburg: Publishing House
of SPhPU.�2016.�P.51.

12) Êóáûøêèí, Å.Ï. Áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìýê-
êè�Ãëàññà / Å.Ï. Êóáûøêèí, À.Ð. Ìîðÿêîâà // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èí-
ôîðìàöèîííûõ ñèñòåì.�2016.�Ò. 23, �6.�Ñ.784-803.

13) Kubyshkin, E. P. Analysis of Bifurcations of Periodic Solutions of Ikeda
Equation / E. P. Kubyshkin, A. R. Moriakova // Nonlinear phenomena in complex
systems.�2017.�Vol. 20, �1.�P.40-49.

Ðàáîòû [5,6,12,13] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ
íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

16


