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Обозначения

N - множество натуральных чисел;

Z - группа целых чисел;

R - поле вещественных чисел;

R+ = [0; +∞) - множество неотрицательных вещественных чисел;

J - один из промежутков R+, R;

C - поле комплексных чисел;

T = {λ ∈ C : |λ| = 1} - единичная окружность (абелева группа

комплексных чисел, модуль которых равен единице);

X - комплексное банахово пространство;

Hom (X, Y ) - банахово пространство линейных ограниченных опе-

раторов, действующих из банахова пространства X в банахово про-

странство Y ;

End X - банахова алгебра линейных ограниченных операторов, дей-

ствующих в X;

I - тождественный оператор;

σ(B) - спектр оператора B;

G - локально компактная абелева группа;

Ĝ - двойственная локально компактная абелева группа непрерыв-

ных унитарных характеров группы G;

T : G → End X - представление локально компактной абелевой

группы G операторами из End X;

Lp(G,X), p ∈ [1,∞), - банахово пространство определенных на ло-

кально компактной абелевой группе G измеримых по Бохнеру отно-

сительно меры Хаара на G (классов) функций со значениями в бана-

ховом пространстве X, суммируемых со степенью p (с отождествле-

нием классов эквивалентности), с нормой ‖x‖p =

(∫
G

‖x(g)‖pXdg
)1/p

;
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L∞(G,X) - банахово пространство существенно ограниченных

функций, определенных на локально компактной абелевой группе

G со значениями в банаховом пространстве X, с нормой ‖x‖∞ =

vrai sup
g∈G
‖x(g)‖X ;

Cb(G,X) - подпространство непрерывных функций из L∞(G,X);

Cb,u(G,X) - подпространство равномерно непрерывных функций из

L∞(G,X);

C0(G,X) - подпространство непрерывных и убывающих на беско-

нечности функций из L∞(G,X);

Sp A - спектр алгебры A;

Cb = Cb(J, X) - банахово пространство непрерывных и ограничен-

ных на J функций с нормой ‖x‖∞ = sup
t∈J
‖x(t)‖X ;

Cb,u = Cb,u(J, X) - замкнутое подпространство равномерно непре-

рывных функций из Cb;

C0 = C0(J, X) - замкнутое подпространство убывающих на беско-

нечности функций из Cb;

Cω = Cω(J, X) - множество ω−периодических функций;

Csl,∞ = Csl,∞(J, X) - множество медленно меняющихся на бесконеч-

ности функций;

Cω,∞ = Cω,∞(J, X) - множество ω−периодических на бесконечности

функций;

Aω = Aω(J, X) - множество ω−периодических функций с абсолютно

сходящимся рядом Фурье;

Aω,∞ = Aω,∞(J, X) - множество ω−периодических на бесконечности

функций с абсолютно сходящимся рядом Фурье;

supp x - носитель функции x;

Im∞(x) - множество значений функции x на бесконечности.

5



Введение

Диссертация посвящена некоторым избранным вопросам гармо-

нического анализа периодических на бесконечности функций. Такой

класс функций является новым и ранее не рассматривался. Обыч-

но появление новых классов функций диктуется различными об-

стоятельствами. Например, почти периодические функции возник-

ли по причине алгебраического характера: сумма и произведение

двух периодических функций с несоизмеримыми периодами не явля-

ются периодическими функциями. Периодические на бесконечности

функции являются расширением класса периодических функций и

возникают как ограниченные решения некоторых классов разност-

ных и дифференциальных уравнений. Естественным образом возни-

кает необходимость решения классических вопросов гармоническо-

го анализа для периодических на бесконечности функций: создание

теории рядов Фурье (в том числе формулировка определений ря-

да Фурье, коэффициентов Фурье), проблемы сходимости рядов Фу-

рье, оценки сходимости рядов Фурье, критерии периодичности на

бесконечности функции, получение аналога теоремы Винера об аб-

солютно сходящихся рядах Фурье, описание спектра (пространства

максимальных идеалов) алгебры периодических на бесконечности

функций. Важным является получение критериев периодичности на

бесконечности ограниченных решений разностных и дифференци-

альных уравнений.

Вводится понятие канонического и обобщенного рядов Фурье

периодических на бесконечности функций. В отличие от классиче-

ского случая обычных периодических функций коэффициенты Фу-

рье являются медленно меняющимися на бесконечности функциями

(не обязательно постоянными и не обязательно имеющими предел на
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бесконечности).

Цель работы состоит в создании теории рядов Фурье перио-

дических на бесконечности функций, изучении вопросов их сходи-

мости, получении обобщения теоремы Винера об абсолютно сходя-

щихся рядах Фурье, описании спектра алгебры периодических на

бесконечности функций, получении критерия представимости пери-

одической на бесконечности функции в виде суммы периодической

и убывающей на бесконечности функции и критерия периодичности

на бесконечности решений некоторых классов разностных и диффе-

ренциальных уравнений.

Методы исследования. Основными методами исследования

являются методы гармонического и функционального анализа, спек-

тральной теории изометрических представлений, теории операторов

и теории функций.

Научная новизна. Все результаты, включенные в диссерта-

цию, являются новыми. Наиболее значимые из них перечислены в

следующем списке:

1. Введены понятия канонического и обобщенного рядов Фурье

периодических на бесконечности функций со значениями в

комплексном банаховом пространствеX, изучены свойства ря-

дов Фурье и вопросы их сходимости.

2. Теорема Винера об абсолютно сходящихся рядах Фурье для пе-

риодических функций распространена для периодических на

бесконечности функций с абсолютно сходящимися рядами Фу-

рье.

3. Описаны спектры алгебр медленно меняющихся и периодиче-

ских на бесконечности функций.

4. Получен критерий представимости периодической на беско-

нечности функции в виде суммы периодической и убывающей

7



на бесконечности функции.

5. Получены критерии периодичности на бесконечности решений

некоторых классов разностных и дифференциальных уравне-

ний.

Практическая и теоретическая значимость. Результаты,

изложенные в диссертации, имеют в основном теоретическую цен-

ность. Они могут быть использованы для дальнейшего развития тео-

рии периодических на бесконечности функций, исследования огра-

ниченных решений некоторых классов разностных и дифференци-

альных уравнений.

Апробация работы. Основные результаты диссертации до-

кладывались на Воронежских зимних математических школах

С.Г. Крейна 2010, 2012, 2013, 2014, на Крымских осенних матема-

тических школах 2010, 2011, 2012, на Крымской международной

математической конференции 2013, на математическом интернет-

семинаре ISEM-2013 (Германия, Блаубойрен), на Диффеотопиче-

ской школе 2012 (Польша, Гдыня), на международной конференции

"Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и

механики" 2013 (Воронеж), на международной конференции, посвя-

щенной 100-летию со дня рождения Б.М.Левитана 2014 (Москва),

на конференции "Современные проблемы анализа динамических си-

стем. Приложения в технике и технологиях" 2014 (Воронеж), на

семинарах А.Г. Баскакова, а также на научных сессиях ВГУ.

Публикации. Основные результаты диссертации опуб-

ликованы в работах [29-44, 68-71]. Работы [35, 38, 40,

41] опубликованы в журналах из перечня рецензируе-

мых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК

Минобрнауки РФ. Из совместных работ [29, 30, 31, 70] в дис-

сертацию включены результаты, принадлежащие лично автору.
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Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из

введения, пяти глав и библиографии, включающей 75 наименова-

ний. Общий объем диссертации 100 страниц.

Содержание диссертации. В первой главе приводятся широ-

ко используемые в диссертации понятия и результаты из теории то-

пологических групп, банаховых модулей, банаховых алгебр и пред-

ставлений групп.

Во второй главе рассматриваются периодические на бесконеч-

ности функции, заданные на J ∈ {R+,R}, со значениями в ком-

плексном банаховом пространстве X. Для таких функций получен

ряд классических результатов о рядах Фурье в смысле Чезаро, до-

статочное условие сходимости ряда Фурье. Также получены ана-

лог теоремы Винера об абсолютно сходящихся рядах Фурье и кри-

терий представимости периодической на бесконечности функции в

виде суммы периодической и убывающей на бесконечности функ-

ций. Кроме того, приведен пример периодической на бесконечности

функции, коэффициенты Фурье которой могут сколь угодно мед-

ленно сходиться к нулю.

Перейдем к изложению основных результатов диссертации.

Пусть X – комплексное банахово пространство, J ∈ {R+, R}.
Определение 2.1. Функция x ∈ Cb,u(J, X) называется медленно

меняющейся на бесконечности, если (S(t)x − x) ∈ C0(J, X) для

всех t ∈ J.
Определение 2.2. Функция x ∈ Cb,u(J, X) называется периоди-

ческой на бесконечности периода ω > 0 (ω−периодической на бес-

конечности), если (S(ω)x − x) ∈ C0(J, X) или, что эквивалентно,

lim
|t|→∞

‖x(t+ ω)− x(t)‖X = 0.

Множество медленно меняющихся на бесконечности функ-

ций обозначим символом Csl,∞ = Csl,∞(J, X), а множество
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ω−периодических на бесконечности функций – символом Cω,∞ =

Cω,∞(J, X). Оба множества образуют линейные замкнутые подпро-

странства из банахова пространства Cb,u(J, X), инвариантные отно-

сительно операторов S(t), t ∈ J.
Определение 2.3. Каноническим рядом Фурье функции

x ∈ Cω,∞(J, X) будем называть ряд вида∑
n∈Z

xn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J,

где функции xn : J→ X, n ∈ Z, определяются формулами

xn(t) =
1

ω

ω∫
0

x(t+ τ)e−i
2πn
ω (t+τ)dτ, t, τ ∈ J, n ∈ Z, (1)

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции x.

Определение 2.4. Обобщенным рядом Фурье функции

x ∈ Cω,∞(J, X) называется любой ряд вида∑
n∈Z

yn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J, (2)

где yn, n ∈ Z, – такие функции из Cb,u(J, X), для которых

yn − xn ∈ C0(J, X), n ∈ Z, а функции xn, n ∈ Z, определяются

формулой (1).

Теорема 2.2 (теорема аппроксимации). Для любой функции

x ∈ Cω,∞(J, X) существует последовательность функций (x0
n) из

C0(J, X) такая, что

lim
n→∞

sup
t∈J
‖x(t)−

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
xk(t)e

i 2πkω t − x0
n(t)‖X = 0,

где xk, k ∈ Z, – канонические коэффициенты Фурье функции x.

Теорема 2.3 (теорема аппроксимации). Для любой функции

x ∈ Cω,∞(J, X) и для любого ε > 0 существует последователь-

ность функций (x0
n) из C0(J, X) и последовательность функций
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(yn) из Csl,∞(J, X) такие, что

lim
n→∞

sup
t∈J
‖x(t)−

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
yk(t)e

i 2πkω t − x0
n(t)‖X = 0.

При этом каждая из функций yk (k ∈ Z) эквивалентна функции

xk, определяемой формулой (1), и допускает продолжение на всю

комплексную плоскость до целой функции экспоненциального типа

не выше ε.

Определение 2.5. Будем говорить, что обобщенный ряд Фурье

x(t) ∼
∑
n∈Z

yn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J,

периодической на бесконечности функции x ∈ Cω,∞(J, X) сходит-

ся к x относительно подпространства C0(J, X), если существует

последовательность функций (x0
n) из C0(J, X) такая, что

lim
n→∞

sup
t∈J
‖x(t)−

n∑
k=−n

yk(t)e
i 2πkω t + x0

n(t)‖X = 0.

Определение 2.6. Модулем непрерывности на бесконечности

функции x ∈ Cb,u(J, X) называется функция ω∞(·, x) : R+ → R+,

определенная формулой

ω∞(δ, x) = lim
µ→∞

sup
|t|≤δ,|τ |≥µ

‖x(t+ τ)− x(τ)‖X , δ ∈ R+.

Справедлива следующая

Теорема 2.4. Любой обобщенный ряд Фурье функции

x ∈ Cω,∞(J, X) сходится к x относительно подпространства

C0(J, X), если lim
n→∞

ω∞( 1
n , x) lnn = 0.

Определение 2.7. Будем говорить, что функция x ∈ Cω,∞(J, X)

имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, если существует обобщен-

ный ряд Фурье (2) этой функции, такой, что
∑
n∈Z
‖yn‖∞ <∞.
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ЕслиX – банахова алгебра, то функции из Cω,∞(J, X), имеющие

абсолютно сходящийся ряд Фурье, образуют замкнутую подалгебру

в Cω,∞(J, X), обозначаемую символом Aω,∞(J, X).

Одним из основных результатов диссертации является теоре-

ма 2.6, в которой знаменитая теорема Н. Винера об абсолютно схо-

дящихся рядах Фурье распространяется на функции из Aω,∞(J, X).

Пусть X – банахова алгебра с единицей e.

Определение 2.8. Функцию x ∈ Cb(J, X) назовем обратимой

относительно подпространства C0(J, X) (или обратимой на бес-

конечности), если существует функция y ∈ Cb(J, X) такая, что

xy − e, yx − e ∈ C0(J, X), где e(t) ≡ e, t ∈ J. Функцию y будем

называть обратной к x относительно подпространства C0(J, X).

Теорема 2.6. Пусть X – банахова алгебра с единицей. Если функ-

ция a ∈ Cω,∞(J, X) обратима относительно подпространства

C0(J, X) и имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, то любая об-

ратная к ней относительно подпространства C0(J, X) функция

имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье.

Рассмотрим последовательность операторов (AN) из

End Cb,u(J, X) вида AN = 1
N

N−1∑
k=0

S(kω), N ≥ 1.

Получен следующий критерий представимости периодической

на бесконечности функции в виде суммы периодической и убываю-

щей на бесконечности функций:

Теорема 2.7. Для того, чтобы функция x ∈ Cω,∞(J, X) была пред-

ставима в виде x = x1 + x0, где x1 ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X), необ-

ходимо и достаточно, чтобы в Cb,u(J, X) существовал lim
N→∞

ANx.

В третьей главе получен критерий периодичности на бесконеч-

ности решений некоторых классов разностных и дифференциаль-

ных уравнений.
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Рассмотрим разностное уравнение вида

x(t+ 1) = Bx(t) + y0(t), t ∈ J, J ∈ {R+,R}, (3)

где B ∈ EndX, y0 ∈ C0(J, X).

Теорема 3.2. Пусть спектр σ(B) оператора B удовлетворяет

условию

σ(B) ∩ T ⊂ {1}.

Тогда каждое равномерно непрерывное ограниченное решение x0 :

J → X разностного уравнения (3) является периодической на бес-

конечности функцией периода 1.

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

ẋ(t)− Ax(t) = y(t), t ∈ J, (4)

где y ∈ L1(J, X) и A : D(A) ⊂ X → X – генератор сильно непрерыв-

ной ограниченной полугруппы операторов U : R+ → EndX класса

C0.

Определение 3.1. Функция x : J → X называется слабым реше-

нием уравнения (4) (см. [52]), если для всех s ≤ t из J имеет место

равенство

x(t) = U(t− s)x(s) +

t∫
s

U(t− τ)y(τ)dτ, s ≤ t, s, t ∈ J.

При J = R+ равенство должно быть выполнено при s = 0 и t ≥ 0.

Ясно, что функция x равномерно непрерывна.

Теорема 3.3. Пусть имеет место включение

σ(U(1)) ∩ T ⊂ {1}.

Тогда каждое ограниченное на J слабое решение уравнения (4)

является периодической на бесконечности функцией периода 1

(x ∈ C1,∞(J, X)).
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Теорема 3.4. Пусть полугруппа операторов U : R+ → EndX огра-

ничена и для спектра ее генератора A выполнено включение

σ(A) ∩ iR ⊂
{
i
2πn

ω
Z, n ∈ Z

}
.

Тогда все функции ϕx : R+ → X вида ϕx(t) = U(t)x, t ≥ 0, явля-

ются периодическими на бесконечности функциями периода 1.

В четвертой главе с помощью банаховых пределов исследуются

спектры алгебр медленно меняющихся и периодических на беско-

нечности функций.

Рассмотрим коммутативную C∗−алгебру U с единицей e, на ко-

торой задано изометрическое представление T : R+ → End U , об-
ладающее свойствами:

1) ‖T (t)‖ = 1;

2) T (t)(xy) = (T (t)x) (T (t)y) для всех x, y ∈ U ,
т.е. представление T образует полугруппу гомоморфизмов алгебры

U .
Определение 4.2. Линейный функционал B на инвариантной от-

носительно полугруппы T алгебре U с единицей e называется бана-

ховым пределом на U , если выполнены следующие условия:

1) B(e) = 1,

2) ‖B‖ = 1,

3) B(T (t)x) = B(x), t ≥ 0, x ∈ U .
Множество банаховых пределов алгебры U будем обозначать

через BL(U).

Для каждого τ ≥ 0 рассмотрим функционал ξτ ∈ Cb,u(R+,K)∗,

действующий по правилу

ξτ(x) = x(τ), τ ≥ 0. (5)

Теорема 4.4. Спектр алгебры Csl,∞(R+,K) представим в виде
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B0

⋃
{ξτ ; τ ≥ 0}, где функционалы ξτ , τ ≥ 0, определяются фор-

мулой (5).

Пусть ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C)). По нему построим отображение

Tξ0 : Aω,∞(R+,C) → Aω(R+,C), положив для каждого

x ∈ Aω,∞(R+,C)

(Tξ0(x))(γ) =
∞∑

k=−∞

ξ0(xk)γ
k, x ∈ Aω,∞(R+,C), γ ∈ T.

Отображение Tξ0, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C)), является гомомор-

физмом алгебры Aω,∞(R+,C) в алгебру Aω(R+,C).

Зафиксируем γ0 ∈ T и рассмотрим характер

Tξ0,γ0 : Aω,∞(R+,C)→ C, действующий по правилу

Tξ0,γ0(x) = (Tξ0(x))(γ0), x ∈ Aω,∞(R+,C). (6)

Отметим, что подалгебра Aω,∞(R+,C) плотна в Cω,∞(R+,C), а

Cω,∞(R+,C) - есть C∗-алгебра и для характера Tξ0,γ0 выполняется

свойство |Tξ0,γ0(x)| ≤ ‖x‖∞, γ0 ∈ T. Поэтому характеры Tξ0,γ0 допус-

кают расширение на все пространство Cω,∞(R+,C). Это расширение

мы также будем обозначать через Tξ0,γ0 : Cω,∞(R+,C)→ C.
Рассмотрим множество функционалов вида

M = {Tξ0,γ0; γ0 ∈ T, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C))}
⋃
{ξτ ; τ ≥ 0},

где функционалы ξτ , τ ≥ 0, определяются формулой (5), а функци-

оналы Tξ0,γ0 – формулой (6).

Теорема 4.6. Спектр алгебры Cω,∞(R+,C) совпадает с множе-

ством M.

В пятой главе рассматриваются периодические на бесконечно-

сти функции, заданные на RN , со значениями в комплексном бана-

ховом пространстве X. Для таких функций приводятся результаты,
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аналогичные результатам, описанным во второй главе данной дис-

сертации, а именно:

Теорема 5.1 (теорема аппроксимации). Для любой функции

f ∈ Cω,∞(RN , X) существует последовательность функций (f 0
n)

из C0(RN , X) такая, что

lim
n→∞

sup
x∈RN

‖f(x)−
∑

|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
fk(x)ek(x)−f 0

n(x)‖X = 0,

где fk, k ∈ ZN , – канонические коэффициенты Фурье функции f.

Теорема 5.2 (теорема аппроксимации). Для любой функции

f ∈ Cω,∞(RN , X) и для любого ε > 0 существует последователь-

ность функций (f 0
n) из C0(RN , X) и последовательность функций

(yn) из Csl,∞(RN , X) такие, что

lim
n→∞

sup
x∈RN

‖f(x)−
∑

|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
yk(x)ek(x)−f 0

n(x)‖X = 0.

При этом каждая из функций yk (k ∈ ZN) эквивалентна функции

fk, определяемой формулой (5.4), и допускает продолжение на всю

комплексную плоскость до целой функции экспоненциального типа

не выше ε.

Теорема 5.3. Любой обобщенный ряд Фурье функции

f ∈ Cω,∞(RN , X) сходится к f относительно подпространства

C0(RN , X), если lim
n→∞

ω∞( 1
n , f) lnN n = 0.

Теорема 5.4. Пусть X – банахова алгебра с единицей. Если функ-

ция f ∈ Cω,∞(RN , X) обратима относительно подпространства

C0(RN , X) и имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, то любая

обратная к ней относительно подпространства C0(RN , X) функ-

ция имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье.

Получен следующий критерий представимости периодической
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на бесконечности функции в виде суммы периодической и убываю-

щей на бесконечности функций:

Теорема 5.5. Для того, чтобы функция f ∈ Cω,∞(RN , X) бы-

ла представима в виде f = f1 + f0, где f1 ∈ Cω(RN , X),

f0 ∈ C0(RN , X), необходимо и достаточно, чтобы в Cb,u(RN , X) су-

ществовал lim
n→∞

Anf.
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Глава 1

Общие понятия

В данной главе приводятся широко используемые в диссерта-

ции понятия и результаты из теории топологических групп, бана-

ховых модулей, банаховых алгебр и представлений групп. Наиболее

используемые факты из теории периодических функций содержат-

ся в [18, 19, 20, 25, 27, 48], из теории представлений и банаховых

модулей – в [3, 5, 10], из теории коммутативных банаховых алгебр –

в [5, 14, 16, 27, 62, 66].

1. Локально компактные группы

Пусть G - множество, являющееся группой и топологическим

пространством (см. [24]).

Определение 1.1. Множество G называется топологической

группой, если:

1. отображение (x, y) 7→ xy множества G × G на G является

непрерывным отображением прямого произведения G × G (с

топологией прямого произведения) на G;

2. отображение x 7→ x−1 множества G на G непрерывно.

Примерами топологических групп являются аддитивная груп-

па R вещественных чисел с "обычной" топологией (т.е. топологией,

определяемой метрикой d(x, y) = |x− y|), мультипликативная груп-

па положительных вещественных чисел с "обычной" топологией,

аддитивная группа рациональных чисел Q с "обычной" топологией,

группа целых чисел Z с дискретной топологией (т.е. каждое множе-

ство является открытым), любая группа с дискретной топологией.
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Определение 1.2. Топологическая группа G называется ком-

пактно порожденной, если в ней существует такое компактное под-

множество K, что G совпадает с наименьшей подгруппой (группы

G), содержащей K.

Примерами компактно порожденных топологических групп яв-

ляются группа R, компактно порожденная отрезком [0, 1] (или лю-

бым другим нетривиальным компактным отрезком) и любая ком-

пактная группа.

Определение 1.3. Топологическая группаG называется локаль-

но компактной, если любая ее точка имеет окрестность, замыкание

которой компактно.

Определение 1.4. Если G - абелева топологическая группа, то

непрерывный гомоморфизм γ : G→ T называется характером. На-

бор всех характеров называется группой характеров или двойствен-

ной к G группой и обозначается через Ĝ.

2. Банаховы алгебры и C∗−алгебры

Определение 1.5. Векторное пространство A над полем C ком-

плексных чисел называется алгеброй, если в A определено умноже-

ние ab элементов a, b ∈ A, удовлетворяющее условиям

1. a(bc) = (ab)c;

2. a(b+ c) = ab+ ac;

3. αβ(ab) = (αa)(βb)

для всех элементов a, b, c ∈ A и для всех α, β ∈ C.

Подпространство A0 в A называется подалгеброй, если оно яв-

ляется алгеброй относительно операций, введенных в A. Алгебра A

называется коммутативной (абелевой), если любые два ее элемента

a и b перестановочны друг с другом, т.е. ab = ba.
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Отображение b ∈ B 7→ b∗ ∈ B называется инволюцией (или

операцией сопряжения) на алгебре B, если выполняются следую-

щие условия:

1. b∗∗ = b;

2. (ab)∗ = b∗a∗;

3. (αa+ βb)∗ = αa∗ + βb∗.

(Символом α обозначено число, комплексно сопряженное с α.) Ал-

гебру с инволюцией называют инволютивной или ∗−алгеброй, а

подмножество B0 ⊂ B называется самосопряженным, если условие

b ∈ B влечет за собой выполнение условия b∗ ∈ B.
Алгебра B называется нормированной, если каждому элементу

b ∈ B сопоставлено вещественное число ‖b‖ (норма b) и выполня-

ются условия:

1. ‖b‖ ≥ 0 и ‖b‖ = 0 тогда и только тогда, когда b = 0;

2. ‖βb‖ ≤ |β|‖b‖;

3. ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖;

4. ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖.

Норма задает на B метрическую топологию, которую называ-

ют равномерной топологией B. Окрестностями элемента b ∈ B в

этой топологии служат множества U(b, ε) = {a ∈ B : ‖a − b‖ < ε},
где ε > 0. Полная в равномерной топологии алгебра B называется

банаховой алгеброй. Полная нормированная алгебра с инволюцией,

обладающая свойством ‖b‖ = ‖b∗‖ для всех b ∈ B, называется бана-

ховой ∗−алгеброй. C∗−алгебра - это банахова ∗−алгебра B с допол-

нительным свойством ‖b∗b‖ = ‖b‖2, выполненным для всех b ∈ B.
Банахова алгебра A называется алгеброй с единицей, если суще-

ствует элемент e из A, называемый единицей, такой что ae = ea = a

для любого элемента a ∈ A и ‖e‖ = 1.
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Элемент a банаховой алгебры A с единицей e называется обра-

тимым, если он обладает обратным в A, т.е. существует элемент

a−1 ∈ A, такой, что a−1a = aa−1 = e.

Далее будем считать, что A - банахова алгебра с единицей.

Спектром σ(a) элемента a из банаховой алгебры B называет-

ся множество всех таких комплексных чисел λ, что элемент λe − a
не имеет обратного. Множество ρ(a) = C\σ(a) называется резоль-

вентным множеством элемента a, т.е. ρ(a) состоит из λ ∈ C, для
которых (λe− a)−1 существует.

Символом Hom(X, Y ) обозначим банахово пространство гомо-

морфизмов банаховых пространств X и Y (т.е. непрерывных линей-

ных операторов, определенных на X со значениями в Y ).

Пусть A и B - банаховы алгебры. Гомоморфизм

ϕ ∈ Hom(A,B) называется гомоморфизмом банаховых алгебр, если

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) для всех a, b ∈ A, причем ϕ(1A) = 1B, если A

содержит единицу 1A (в этом случае предполагается, что B также

содержит единицу 1B). Множество всех гомоморфизмов банаховых

алгебр A и B также будем обозначать Hom(A,B).

Особый интерес представляют комплексные ненулевые гомо-

морфизмы, т.е. ненулевые элементы пространства Hom(A,C). Они

называются характерами банаховой алгебры A, а их множество обо-

значается символом SpA и называется спектром алгебры A.

Линейное подпространство I из банаховой алгебры B называ-

ется идеалом, если ab ∈ I для всех a ∈ I и b ∈ B. Если I 6= B, то

I называется собственным идеалом. Собственный идеал, который

не содержится ни в каком большем собственном идеале, называется

максимальным идеалом.

Пусть X0 - замкнутое подпространство из банахова простран-

ства X. Для элементов пространства X определим следующее отно-
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шение: x ∼ y, если x− y ∈ X0.

Обозначим через x̃ (или x+X0) множество {y ∈ X : y−x ∈ X0}.
Его называют классом эквивалентности, содержащим x. Клас-

сы эквивалентности являются элементами векторного простран-

ства X/X0, называемого фактор-пространством пространства X

по подпространству X0. В данном пространстве сложение элементов

и умножение их на скаляры определяются следующими формулами

x̃+ ỹ = x̃+ y, αx̃ = α̃x.

Фактор-пространство X/X0 является банаховым пространством с

нормой

‖x̃‖ = inf
y∈X0

‖x+ y‖.

Пусть I - замкнутый идеал из банаховой алгебры A. Тогда

фактор-пространство A/I является банаховой алгеброй, если в ней

операцию умножения ввести следующим образом

x̃ỹ = x̃y, x, y ∈ A.

В этом случае алгебра A/I называется фактор-алгеброй.

3. Банаховы L1(G)−модули и их свойства

Пусть X – комплексное банахово пространство.

Определение 1.6. ПустьB - банахова алгебра, рассматриваемая

над полем C комплексных чисел. Левым банаховым модулем над B

(или, короче, левым B−модулем) называется комплексное банахово

пространство X вместе с отображением (a, x) 7→ ax : B × X → X,

обладающим свойствами:

1. (a+ b)x = ax+ bx и a(x+ y) = ax+ ay;
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2. (αa)x = a(αx) = α(ax);

3. (ab)x = a(bx);

4. ex = x, если B содержит единицу e;

5. ‖ax‖ ≤ Const‖a‖‖x‖ для всех a, b ∈ B, x, y ∈ X и α ∈ C.

Пусть G – локально компактная абелева группа, Ĝ – двойствен-

ная группа непрерывных унитарных характеров группы G. Через

Lp(G,E), p ∈ [1,∞), обозначим банахово пространство измеримых

по Бохнеру и суммируемых (относительно меры Хаара) со степенью

p ∈ [1,∞] (существенно ограниченных при p = ∞) функций, опре-

деленных на группе G и принимающих свои значения в банаховом

пространстве E. Нормы в данных пространствах имеют вид

‖x‖p =

∫
G

‖x(g)‖pEdg

1/p

, p ∈ [1,∞),

‖x‖∞ = vrai sup
g∈G
‖x(g)‖E, p =∞.

Если E = C, то символ E в обозначениях этих пространств будет

опускаться. Отметим, что L1(G) = L1(G,C) является коммутатив-

ной банаховой алгеброй со сверткой функций в качестве умножения

(f1 ∗ f2)(g) =

∫
G

f1(g − s)f2(s)ds, g ∈ G, f1, f2 ∈ L1(G).

Пусть банахово пространство X является невырожденным ба-

наховым L1(G)−модулем (см. [10, 13]), структура которого ассоции-

рована с некоторым ограниченным изометрическим представлением

T : G → End X. Это означает, что выполняются два свойства сле-

дующего предположения:

Предположение 1.1 Для банахова L1(G)−модуляX выполняются

следующие условия:
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1. из равенства fx = 0, справедливого для любой функции

f ∈ L1(G), следует, что вектор x ∈ X – нулевой (свойство

невырожденности банахова модуля X);

2. для всех f ∈ L1(G), x ∈ X, g ∈ G имеют место равен-

ства (свойство ассоциированности модульной структуры на X

с представлением T : G→ End X):

T (g)(fx) = (T (g)f)x = f(T (g)x).

Если T : G → End X – сильно непрерывное ограниченное

представление, то формула

T (f)x = fx =

∫
G

f(g)T (−g)xdg, f ∈ L1(G), x ∈ X,

определяет на X структуру банахова L1(G)−модуля, удовлетворяю-

щего условиям предположения 1.1, причем эта модульная структура

будет ассоциирована с представлением T.

Замечание 1.1. С каждым невырожденным банаховым

L1(G)−модулем X ассоциировано единственное представление

T : G → End X (см. [13]). Чтобы это подчеркнуть, иногда будет

использоваться обозначение (X,T ).

Определение 1.7. Вектор из банахова L1(G)−модуля (X,T ) на-

зовем T -непрерывным, если функция ϕx : G → X, ϕx(g) = T (g)x,

g ∈ G, непрерывна в нуле (и, значит, непрерывна на G).

Совокупность всех T -непрерывных векторов из банахова

L1(G)−модуля X обозначим через Xc или (Xc, T ). Непосредственно

из последнего определения следует, что Xc – замкнутый подмодуль

из X, причем представление T на нем сильно непрерывно.
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4. Преобразование Фурье, спектр Берлинга и

его свойства, существенный спектр

Через f̂ : Ĝ→ C,

f̂(γ) =

∫
G

f(g)γ(−g)dg, γ ∈ Ĝ, (1.1)

обозначается преобразование Фурье функции f ∈ L1(G).

Определение 1.8. (определение Бохнера) Вектор x из бана-

хова L1(G)−модуля (X,T ) называется почти периодическим, если

x ∈ Xc и множество {T (g)x, g ∈ G} (орбита вектора x) предком-

пактно в X.

Множество AP X почти периодических векторов изX образует

замкнутый подмодуль из X.

Существует также и другое, эквивалентное, определение почти

периодического вектора.

Введем в рассмотрение множество

Ω(ε, x) = {g ∈ G : ‖T (g)x− x‖ < ε},

которое называется множеством ε−периодов вектора x ∈ Xc.

Множество σ ⊂ G называется относительно плотным в G,

если существует такой компакт K ⊂ G, что для любого g ∈ G

выполненно условие (g +K) ∩ σ 6= ∅.

Определение 1.9. (определение Бора) Вектор x ∈ Xc на-

зывается почти периодическим, если для любого ε > 0 множество

Ω(ε, x) относительно плотно в G.

Среди линейных операторов, действующих в пространстве

AP X, существует и единственен оператор J , обладающий следую-

щими свойствами:
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1. оператор J ограничен и ‖J ‖ = 1;

2. J (T (t)x) = T (t)J (x) = J (x) для всех g ∈ G, x ∈ AP X.

Значение данного оператора J (x) на каждом векторе

x ∈ AP X называется средним значением вектора x относительно

представления T.

Наличие оператора J позволяет каждому почти периодическо-

му вектору x ∈ AP X поставить в соответствие формальный ряд

x ∼
∑
γ∈Ĝ

x̂(γ),

называемый рядом Фурье вектора x. Здесь функция x̂ : Ĝ → X

определяется по формуле

x̂(γ) = Jγ(x),

где Jγ(x) – среднее значение вектора x относительно представления

Tγ(g) = T (g)γ(−g), g ∈ G.
В качестве примера пространства почти периодических векто-

ров можно рассмотреть пространство AP Cb(G,E) ⊂ Cb(G,E) по-

чти периодических функций (Бора), являющееся пространством по-

чти периодических векторов относительно представления группой

операторов сдвигов функций в пространстве Cb(G,E).

Ряд Фурье почти периодической функции ϕ ∈ AP Cb(G,E)

удобно записывать в виде

ϕ(g) ∼
∑
γ∈Ĝ

ϕ̂(γ)γ(g),

где ϕ̂ : Ĝ→ E.

Группа G может быть таким образом вложена в качестве всюду

плотной подгруппы компактной группы G, двойственной к группе
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Ĝd (символом Ĝd обозначается группа Ĝ с дискретной топологией),

что AP Cb(G,E) оказывается семейством сужений на G всевозмож-

ных функций из Cb(G,E). При этом отображение f 7→ f |G является

изометрическим изоморфизмом. Это соотношение между почти пе-

риодичностью и G и есть причина, по которой связывают имя Бора

с группой G, называя ее боровской компактификацией.

Заметим, что если m – мера Хаара на G, то для любого вектора

x ∈ AP X

J (x) =

∫
G

ϕ(g)m(dg),

где ϕ – продолжение почти периодической функции ϕ(g) = T (g)x

на группу G. Следовательно, функция x имеет вид x̂(γ) =∫
G

ϕ(g)γ(−g)m(dg), т.е. функция x̂ является преобразованием Фурье

функции ϕ : G→ E.

При включении группы G в группу G топология в G изменяет-

ся (становясь более слабой). А именно, определяющие окрестности

любой точки s0 ∈ G имеют вид

U(s0, γ1, γ2, ..., γk, ε) = {s ∈ G : |(s, γj)− (s0, γj)| < ε; ε > 0,

γj ∈ Ĝ, j = 1, 2, ..., k}.

Эта новая топологическая группа обозначается через G0, а ограни-

ченные и непрерывные наG0 комплексные функции, называемые по-

чти периодическими функциями Левитана, образуют банахово про-

странство L(G). Ясно, что AP Cb(G) ⊂ L(G) ⊂ Cb(G), причем

почти периодическая функция Левитана почти периодична тогда и

только тогда, когда она равномерно непрерывна на C0(G).

Наряду с группойG рассмотрим ее дискретную подгруппу Ω та-

кую, что группа K = G/Ω является компактной. Представим груп-
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пу G в виде

G = Ω⊕ V,

где группа V гомеоморфна группе K.

Определение 1.10. Вектор x ∈ Xc называется

Ω−периодическим (относительно представления T ), если для всех

ω ∈ Ω выполнено T (ω)x = x.

Совокупность всех Ω−периодических векторов обозначим через

XΩ = XΩ(T ). Множество XΩ образует замкнутое подпространство

в X , инвариантное относительно операторов T (g), g ∈ G.
Используемые далее понятия и результаты из спектральной тео-

рии модулей можно найти в [1, 2, 3, 4, 7, 10, 13, 26].

Определение 1.11. Спектром Берлинга вектора x из банахова

L1(G)−модуля (X,T ) называется множество Λ(x) = Λ(x, T ) харак-

теров группы Ĝ, являющееся дополнением к множеству

{γ ∈ Ĝ : существует f ∈ L1(G) такая, что f̂(γ) 6= 0 и fx = 0},

или, что эквивалентно,

Λ(x) = {γ ∈ Ĝ : fx 6= 0 для любой f ∈ L1(G) со свойством f̂(γ) 6= 0}.

Справедливы следующие свойства спектра Берлинга векторов

из банахова пространства:

Лемма 1.1. (см. [5, 10, 13]) Для любых f ∈ L1(G) и x ∈ (X,T )

справедливы свойства:

1. Λ(x) – замкнутое подмножество из Ĝ, причем Λ(x) = ∅ то-

гда и только тогда, когда x = 0;

2. Λ(fx) ⊂ (suppf̂) ∩ Λ(x);

3. fx = 0, если (suppf̂) ∩ Λ(x) = ∅, и fx = x, если множество

Λ(x) компактно и f̂ = 1 в некоторой его окрестности;
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4. Λ(x) = {γ0} – одноточечное множество из Ĝ тогда и только

тогда, когда вектор x удовлетворяет равенствам T (g)x =

γ0(g)x, g ∈ G, и x 6= 0.
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Глава 2

Классические вопросы теории рядов Фурье

периодических на бесконечности функций

1. Основные определения

Пусть X – комплексное банахово пространство, EndX – бана-

хова алгебра линейных ограниченных операторов (эндоморфизмов),

действующих в X. Пусть J – один из промежутков R+ = [0,∞),

R = (−∞,∞). Символом Cb = Cb(J, X) обозначим банахово про-

странство непрерывных и ограниченных на J функций с нормой

‖x‖∞ = sup
t∈J
‖x(t)‖X , Cb,u = Cb,u(J, X) – замкнутое подпространство

равномерно непрерывных функций из Cb, C0 = C0(J, X) – замкнутое

подпространство убывающих на бесконечности функций.

В банаховом пространстве Cb,u(J, X) рассмотрим полугруппу

S : J→ End Cb,u операторов, действующих по правилу

(S(t)x)(τ) = x(t+ τ), t, τ ∈ J. (2.1)

Отметим, что S – группа операторов, если J = R.

Определение 2.1. Функция x ∈ Cb,u(J, X) называется медленно

меняющейся на бесконечности, если

(S(t)x− x) ∈ C0(J, X) для любого t ∈ J.

Примером таких функций являются:

1) x1(t) = sin ln(1 + t2), t ∈ R;

2) x2(t) = sin
√
t, t ∈ R+;

3) x3(t) = arctg t, t ∈ R;
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4) x4 : R+ → X, x4(t) = c + x0(t), t ≥ 0, где c – вектор из

банахова пространства X и x0 – любая функция из C0(R+, X);

5) любая непрерывно дифференцируемая функция x из

Cb(R, X) со свойством x′ ∈ C0(R, X).

В теории дифференциальных уравнений (см. [17, р. 3.6.3])

использовалось эквивалентное (если рассматривать функции из

Cb,u(R, X)) определение, при этом функции назывались стационар-

ными на бесконечности.

Отметим, что в статьях Пака [25, с. 123] и Караматы [63] по-

ложительная непрерывная функция L : R+ → R+ называлась мед-

ленно меняющейся, если при любом λ > 0 выполнено L(λx)
L(x) → 1

при x → +∞. Например, функции lnν(x), ln lnν(x), ..., где ν ∈ R,
являются таковыми. Медленно меняющиеся функции находят свое

применение в теории тригонометрических рядов (см. [60]), в теории

вероятности [28], а также в теории целых функций [23].

Медленно меняющиеся функции составляют часть класса ре-

гулярно растущих функций, которые впервые в 1925 году ввел в

рассмотрение Р. Шмидт [67]. В [11] приведена следующая
Теорема 2.1. Если функция L ∈ Cb,u(R+) является медленно

меняющейся, то функция f(t) = lnL(et), t ∈ R+, принадлежит

пространству Csl,∞(R+).

Верно и обратное. Если f ∈ Csl,∞(R+), то функция L(t) =

ef(ln t), t ∈ R+, является медленно меняющейся функцией.
Определение 2.2. Функция x ∈ Cb,u(J, X) называется периоди-

ческой на бесконечности периода ω > 0 (ω−периодической на бес-

конечности), если

(S(ω)x− x) ∈ C0(J, X)

или, что эквивалентно, lim
|t|→∞

‖x(t+ ω)− x(t)‖X = 0.
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В [12] было дано определение почти периодической на бесконеч-

ности функции.

Таким образом, каждая ω−периодическая на бесконечно-

сти функция x является решением разностного уравнения вида

x(t+ ω)− x(t) = y(t), t ∈ J, где y ∈ C0(J, X), а каждая медлен-

но меняющаяся на бесконечности функция является периодической

на бесконечности любого периода.

Множество медленно меняющихся на бесконечности функ-

ций обозначим символом Csl,∞ = Csl,∞(J, X), а множество

ω−периодических на бесконечности функций – символом Cω,∞ =

Cω,∞(J, X). Оба множества образуют линейные замкнутые подпро-

странства из банахова пространства Cb,u(J, X). Банахово простран-

ство Cω = Cω(J, X) непрерывных ω−периодических функций, опре-

деленных на J со значениями в X, образует замкнутое подпро-

странство в Cω,∞(J, X). Таким образом, имеют место включения

Csl,∞(J, X) ⊂ Cω,∞(J, X) ⊂ Cb,u(J, X), при этом все они инвари-

антны относительно операторов S(t), t ∈ J.
Если X = C, то в обозначениях рассматриваемых функцио-

нальных пространств опускается символ X, например, Cω,∞(J) обо-

значает пространство Cω,∞(J,C).

Примерами периодических на бесконечности функций являют-

ся:

1) предельно периодические функции, т.е. функции x : J→ X,

представимые в виде x = y + y0, где y ∈ Cω(J, X), y0 ∈ C0(J, X);

2) функция x ∈ Cb,u(R, X) такая, что она совпадает с

x ∈ Cω(R, X) на R+ и lim
t→−∞

‖x(t)‖ = 0;

3) любая функция из Csl,∞(J, X);

4) любая функция x ∈ Cb,u(J, X), представимая в виде
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x(t) =
n∑

k=−n
xk(t)e

i 2πkω t, t ∈ J, n ∈ N, где xk ∈ Csl,∞(J, X), k ∈ Z.

Если X – банахова алгебра, то все введенные в рассмотрение

функциональные пространства являются банаховыми алгебрами (с

операцией поточечного умножения (xy)(t) = x(t)y(t), t ∈ J, для
функций x, y из рассматриваемого пространства). Каждая из та-

ких алгебр коммутативна, если коммутативна алгебраX, и является

C∗−алгеброй, если X – C∗−алгебра. В частности, коммутативными

C∗−алгебрами являются алгебры Csl,∞(J) и Cω,∞(J).

Пусть B – банахова алгебра. Символом L1(R,B) обозначим ба-

нахову алгебру со сверткой функций в качестве умножения

(f ∗ g)(t) =

∫
R

f(t− s)g(s)ds, t ∈ R, f, g ∈ L1(R,B).

Если B = C, то EndB ≈ C и введенная алгебра обозначается

символом L1(R).

Появление класса периодических на бесконечности функций

связано с тем, что свертка Лапласа

(f
L∗ x)(t) =

t∫
0

f(t− τ)x(τ)dτ =

t∫
0

f(τ)x(t− τ)dτ

функций x ∈ Cω(J, X) и f ∈ L1(J, X), используемая при описании

ограниченных решений разностных и дифференциальных уравне-

ний (см. Главу 3), как правило, не является периодической функци-

ей, но является периодической на бесконечности.

Определение 2.3. Каноническим рядом Фурье функции

x ∈ Cω,∞(J, X) будем называть ряд вида∑
n∈Z

xn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J, (2.2)
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где функции xn : J→ X, n ∈ Z, определяются формулами

xn(t) =
1

ω

ω∫
0

x(t+ τ)e−i
2πn
ω (t+τ)dτ, t, τ ∈ J, n ∈ Z, (2.3)

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции x.

Ясно, что если x ∈ Cω(R, X), то xk(t) ≡ xk =

1
ω

ω∫
0

x(τ)e−i
2πn
ω τdτ, τ ∈ R, k ∈ Z, – обычные коэффициенты Фурье

функции x.

Определение 2.4. Обобщенным рядом Фурье функции

x ∈ Cω,∞(J, X) называется любой ряд вида∑
n∈Z

yn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J, (2.4)

где yn, n ∈ Z, – такие функции из Cb,u(J, X), для которых

yn − xn ∈ C0(J, X), n ∈ Z, а функции xn, n ∈ Z, определяются

формулой (2.3).

Отметим, что если функция x ∈ Cb,u(R, X) такова, что она сов-

падает с x ∈ Cω(R, X) на R+ и lim
t→−∞

‖x(t)‖X = 0, то x ∈ Cω,∞(R, X)

и один из ее обобщенных рядов Фурье имеет вид
∑
n∈Z

yn(t)e
i 2πnω t, t ∈ R,

где yn(t) ≡ xn(t), n ∈ Z, t ≥ 0, yn(t) = 0 при t ≤ −1 и функции yn
непрерывны.

Лемма 2.1. Канонические коэффициенты Фурье xn, n ∈ Z,
(определенные формулой (2.3)) являются медленно меняющимися

на бесконечности функциями, т.е. xn ∈ Csl,∞(J, X), n ∈ Z.

Доказательство. Утверждение леммы следует из равенств

xn(t+ω)−xn(t) = 1
ω

ω∫
0

(S(ω)x−x)(t+τ)e−i
2πn
ω (t+τ)dτ, t ∈ J, n ∈ Z.

Непосредственно из определения 2.4 и леммы 2.1 следует, что

коэффициенты любого обобщенного ряда Фурье обладают свой-

ством: yn ∈ Csl,∞(J, X), n ∈ Z.
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Отметим, что канонические коэффициенты Фурье периодиче-

ской на бесконечности функции могут сходиться к нулю сколь угод-

но медленно. Далее приведен соответствующий пример.

Пример 2.1. Рассмотрим непрерывно дифференцируемую

функцию ϕ : R → R такую, что suppϕ ⊂ [0, 1] и ϕ(1
2) = 1. Возьмем

произвольную числовую последовательность (αn), n ≥ 1, со свой-

ством lim
n→∞

αn = 0. Далее построим последовательность функций

(xn) из Csl,∞(R+) с непересекающимися носителями вида:

x1(t) =


ϕ
(

t−2m

ln(m+2)

)
, t ∈ [2m, 2m + ln(m+ 2)], m ≥ 0,

0 , t /∈
⋃
m≥0

[2m, 2m + ln(m+ 2)];

xn(t) =

{
αnx1 (t− (n− 1) ln(n+ 2)) , t ≥ 2n,

0 , t ∈ [0, 2n), n ≥ 2.

Отметим, что ‖xn‖∞ = αn, n ≥ 1, и ряд
∞∑
n=1

xn(t)e
int равномер-

но сходится к некоторой функции x периода 2π. Этот ряд является

обобщенным рядом Фурье для x (но не является каноническим).

Ясно, что ‖x̃n‖ = αn, n ≥ 1, и, ввиду произвольности выбора после-

довательности (αn) со свойством lim
n→∞

αn = 0, получаем, что коэф-

фициенты Фурье функций из C2π,∞(R) могут сколь угодно медленно

сходиться к нулю.

Теорема 2.2. (теорема аппроксимации) Для любой функции

x ∈ Cω,∞(J, X) существует последовательность функций (x0
n) из

C0(J, X) такая, что

lim
n→∞

sup
t∈J
‖x(t)−

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
xk(t)e

i 2πkω t − x0
n(t)‖X = 0,

где xk, k ∈ Z, – канонические коэффициенты Фурье функции x.
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Уточнением теоремы 2.2 является следующая
Теорема 2.3. (теорема аппроксимации) Для любой функции

x ∈ Cω,∞(J, X) и для любого ε > 0 существует последователь-

ность функций (x0
n) из C0(J, X) и последовательность функций

(yn) из Csl,∞(J, X) такие, что

lim
n→∞

sup
t∈J
‖x(t)−

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
yk(t)e

i 2πkω t − x0
n(t)‖X = 0.

При этом каждая из функций yk (k ∈ Z) эквивалентна функции

xk, определяемой формулой (2.3), и допускает продолжение на всю

комплексную плоскость до целой функции экспоненциального типа

не выше ε.
Определение 2.5. Будем говорить, что обобщенный ряд Фурье

x(t) ∼
∑
n∈Z

yn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J,

периодической на бесконечности функции x ∈ Cω,∞(J, X) сходит-

ся к x относительно подпространства C0(J, X), если существует

последовательность функций (x0
n) из C0(J, X) такая, что

lim
n→∞

sup
t∈J
‖x(t)−

n∑
k=−n

yk(t)e
i 2πkω t + x0

n(t)‖X = 0.

Важно отметить, что данное определение коррект-

но, т.е. сходимость не зависит от выбора обобщенно-

го ряда Фурье функции x. Это объясняется тем, что

yn − xn ∈ C0(J, X), где xn, n ∈ Z, – канонические коэффици-

енты Фурье функции x, определяемые по формуле (2.3).
Определение 2.6. Модулем непрерывности на бесконечности

функции x ∈ Cb,u(J, X) называется функция ω∞(·, x) : R+ → R+,

определенная формулой

ω∞(δ, x) = lim
µ→∞

sup
|t|≤δ,|τ |≥µ

‖x(t+ τ)− x(τ)‖X , δ ∈ R+.
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Справедлива следующая

Теорема 2.4. Любой обобщенный ряд Фурье функции

x ∈ Cω,∞(J, X) сходится к x относительно подпространства

C0(J, X), если

lim
n→∞

ω∞(
1

n
, x) lnn = 0.

Определение 2.7. Будем говорить, что функция x ∈ Cω,∞(J, X)

имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, если существует обобщен-

ный ряд Фурье (2.4) этой функции такой, что
∑
n∈Z
‖yn‖∞ <∞.

Отметим, что если функция x ∈ Cω,∞(J, X) дважды непрерыв-

но дифференцируема и x′, x′′ ∈ Cb,u(J, X), то x′, x′′ ∈ Cω,∞(J, X).

Непосредственный подсчет канонических коэффициентов Фурье

функции x′′ показывает, что канонический ряд Фурье функции x

абсолютно сходится.

Отметим также, что если функция x имеет абсолютно сходя-

щийся ряд Фурье, то ее канонический ряд Фурье сходится к x отно-

сительно подпространства C0(J, X). Однако канонический ряд Фу-

рье функции x может не быть абсолютно сходящимся, хотя функция

имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье в смысле определения 2.7.

Если X – банахова алгебра, то функции из Cω,∞(J, X), имею-

щие абсолютно сходящийся ряд Фурье, образуют замкнутую подал-

гебру в Cω,∞(J, X), обозначаемую символом Aω,∞(J, X) (символом

Aω,∞(J), если X = C).

Одним из основных результатов является теорема 2.6, в кото-

рой следующая знаменитая теорема Н. Винера распространяется на

функции из Aω,∞(J, X). Существует множество различных вариа-

ций и приложений теоремы Винера (см. [6, 8, 9, 22, 47, 49, 50, 51, 55,

56, 57, 58, 59, 64, 65, 66, 73, 74]).
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Теорема 2.5. [75]. Если функция f ∈ Aω(R) обладает свой-

ством f(t) 6= 0 для всех t ∈ R, то функция 1/f также имеет

абсолютно сходящийся ряд Фурье.

Пусть X – банахова алгебра с единицей e.

Определение 2.8. Функцию x ∈ Cb(J, X) назовем обратимой

относительно подпространства C0(J, X) (или обратимой на бес-

конечности), если существует функция y ∈ Cb(J, X) такая, что

xy − e, yx − e ∈ C0(J, X), где e(t) ≡ e, t ∈ J. Функцию y будем

называть обратной к x относительно подпространства C0(J, X).

Отметим, что если y1, y2 – обратные к x ∈ Cb(J, X) относитель-

но подпространства C0(J, X) функции, то y1 − y2 ∈ C0(J, X).

Теорема 2.6. Пусть X – банахова алгебра с единицей. Если

функция a ∈ Cω,∞(J, X) обратима относительно подпространства

C0(J, X) и имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, то любая об-

ратная к ней относительно подпространства C0(J, X) функция

имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье.

Рассмотрим последовательность операторов (AN) из

End Cb,u(J, X) следующего вида AN = 1
N

N−1∑
k=0

S(kω), N ≥ 1.

Отметим, что ‖AN‖ = 1, N ≥ 1.

Получен следующий критерий представимости периодической

на бесконечности функции в виде суммы периодической и убываю-

щей на бесконечности функций:

Теорема 2.7. Для того, чтобы функция x ∈ Cω,∞(J, X)

была представима в виде x = x1 + x0, где x1 ∈ Cω(J, X),

x0 ∈ C0(J, X), необходимо и достаточно, чтобы в Cb,u(J, X) суще-

ствовал lim
N→∞

ANx.
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2. О гармоническом анализе периодических

векторов и операторов

Пусть X – комплексное банахово пространство и

T : R→ End X – сильно непрерывное изометрическое представ-

ление.

Пусть L1(R) – банахова алгебра определенных на R измеримых

по Лебегу и суммируемых комплекснозначных функций со сверткой

функций в качестве умножения

(f ∗ g)(t) =

∫
R

f(t− s)g(s)ds, t ∈ R, f, g ∈ L1(R).

Банахово пространство X наделяется структурой банахова

L1(R)−модуля с помощью формулы

fx =

∫
R

f(t)T (−t)xdt, x ∈ X , f ∈ L1(R). (2.5)

Используемые далее понятия и результаты из спектральной тео-

рии модулей можно найти в [1, 2, 3, 4, 7, 10, 13, 26].

Преобразование Фурье f̂ : R→ C функции f ∈ L1(R) задается

формулой

f̂(λ) =

∫
R

f(t)e−iλtdt, λ ∈ R. (2.6)

Определение 2.9. Спектром Бёрлинга вектора x ∈ X на-

зывается множество чисел Λ(x) из R вида Λ(x) = {λ0 ∈ R :

fx 6= 0 для любой функции f ∈ L1(R), для которой f̂(λ0) 6= 0}.

Из определения следует, что Λ(x) = R\{µ0 ∈ R :

существует функция f ∈ L1(R) такая, что f̂(µ0) 6= 0 и fx = 0}.
Банахово пространство Cb(R, X) наделяется структурой бана-
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хова L1(R)−модуля (см. [1, 13]) с помощью операции свертки

(f ∗ x)(t) =

∫
R

f(τ) (S(−τ)x) (t)dτ =

∫
R

f(τ)x(t− τ)dτ =

=

∫
R

f(t− τ)x(τ)dτ, t ∈ R, (2.7)

где f ∈ L1(R), x ∈ Cb(R, X).

Отметим, что Cb,u(R, X) является замкнутым подмодулем

Cb(R, X), а структура банахова L1(R)−модуля на нем задается фор-

мулой (2.5), где X = Cb,u(R, X) и T (t) = S(t), t ∈ R.
Определение 2.10. Число λ0 ∈ Λ(x) отнесем к несущественно-

му спектру Λ0(x) функции x ∈ Cb(R, X), если существует функция

f ∈ L1(R) такая, что f̂(λ0) 6= 0 и f ∗ x ∈ C0(R, X). Множество

Λess(x) = Λ(x)\Λ0(x) назовем существенным спектром функции x.
Определение 2.11. Пусть x ∈ Cb(R+, X) и x – функция

из Cb(R, X), совпадающая с x на R+ и обладающая свойством

lim
t→−∞

x(t) = 0. Существенным спектром Λess(x) функции x назо-

вем множество Λess(x).

Отметим, что данное определение корректно, т.е. не зависит от

выбора продолжения x ∈ Cb(R, X) функции x на R (если x1 – еще

одно такое продолжение x на R, то x1 − x ∈ C0(R, X)).

Отметим, что существенный спектр функции x(t) = exp it2,

t ∈ R, пуст. Если x(t) = y(t) + x0(t), t ≥ 0, где y ∈ Cω(R+, X)

и x0 ∈ C0(R+, X), то Λess(x) ⊂ 2π
ω Z. Если z ∈ Cω(R, X) – нечетная

периодическая функция, то функция z1 : t 7→ z(|t|) не является пе-

риодической, но z1 является ω− периодической на бесконечности, а

ее существенный спектр содержится в множестве 2π
ω Z.

Определение 2.12. Вектор x0 ∈ X назовем периодическим

вектором периода ω > 0 (относительно представления T ), если

T (ω)x0 = x0.
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Множество ω−периодических векторов обозначим через

Xω = Xω(T ). Оно образует замкнутое подпространство в X , ин-

вариантное относительно операторов T (t), t ∈ R.

Теорема 2.8. Для того, чтобы вектор x0 ∈ X был

ω−периодическим (т.е. x0 ∈ Xω), необходимо и достаточно, что-

бы имело место включение

Λ(x0) ⊂
2π

ω
Z. (2.8)

Доказательство. Необходимость. Если x0 ∈ Xω, то по определе-

нию T (ω)x0 − x0 = 0. Тогда для любой функции f ∈ L1(R) из

формулы (2.5) получаем, что

f(T (ω)x0 − x0) =

∫
R

f(τ)T (−τ)(T (ω)x0 − x0)dτ =

=

∫
R

f(τ)T (−τ + ω)x0dτ − fx0 =

=

∫
R

(T (ω)f) (u)T (−u)x0du− fx0 = (T (ω)f − f)x0 = 0.

Если λ0 /∈ 2π
ω Z, то рассмотрим f ∈ L1(R), такую, что f̂(λ0) 6= 0.

Тогда ĝ(λ0) = (eiλ0ω − 1)f̂(λ0) 6= 0 для g = S(ω)f − f ∈ L1(R).

Отсюда получаем, что найдена функция g ∈ L1(R) такая, что gx =

(S(ω)f − f)x = 0 и ĝ(λ0) 6= 0. Из определения 2.10 следует, что

λ0 /∈ Λ(x0). Таким образом, доказано включение (2.8).

Достаточность. Пусть теперь для Λ(x0) выполнено (2.8). Рас-

смотрим вектор y0 = T (ω)x0 − x0. Если функция f ∈ L1(R) тако-

ва, что suppf̂ – компакт, то из свойства 3 леммы 1.1 следует, что

Λ(fy0) ⊂ suppf̂ ∩ Λ(y0) ⊂ suppf̂ ∩ Λ(x0) ⊂ suppf̂ ∩ 2π
ω Z – конечное

множество вида
{

2π
ω k1, ...,

2π
ω kn

}
, k1, ..., kn ∈ Z.
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Из доказательства теоремы 1 в [1] и теоремы 3.2.7 в [10] следует,

что вектор fx0 представим в виде

fx0 = x1 + ...+ xn,

где Λ(xj) =
{

2π
ω kj
}
, T (t)xj = ei

2π
ω kjtxj, 1 ≤ j ≤ n.

Тогда fy0 = f(T (ω)x0 − x0) = (T (ω) − I)fx0 =
n∑
j=1

(
ei2πkj − 1

)
xj = 0.

Отметим, что поскольку множество функций из L1(R), име-

ющих преобразование Фурье с компактным носителем, плотно в

X , и L1(R)−модуль X невырожден (см. свойство 1 леммы 1.1), то

T (ω)x0 − x0 = 0. Следовательно, x0 ∈ Xω.

Из равенств T (t+ω)x−T (t)x = T (t)(T (ω)x−x) = 0, t ∈ R, для
любого x ∈ Xω, следует, что функция ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x,

является непрерывной периодической функцией. Рассмотрим ее ряд

Фурье

ϕx(t) ∼
∑
n∈Z

xne
i 2πnω t,

где

xn =
1

ω

ω∫
0

T (τ)xe−i
2πn
ω τdτ, n ∈ Z. (2.9)

Определение 2.13. Ряд ∑
n∈Z

xn (2.10)

назовем рядом Фурье вектора x ∈ Xω, а векторы xn, n ∈ Z, – коэф-

фициентами Фурье вектора x.
Если ряд Фурье вектора x ∈ X абсолютно сходится, т.е. выпол-

нено условие
∑
n∈Z
‖xn‖ <∞, то справедливо равенство x =

∑
n∈Z

xn.

Лемма 2.2. Для любой функции f ∈ L1(R) и x ∈ Xω вектор

fx ∈ Xω и имеет ряд Фурье вида fx ∼
∞∑

k=−∞
f̂
(

2πk
ω

)
xk.
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Доказательство. Непосредственно из формулы (2.5) следует, что

fx ∈ Xω. Далее вектор fx обозначим через y. Для коэффици-

ентов Фурье периодического вектора y из формулы (2.9) имеем

yk = 1
ω

ω∫
0

T (τ)(fx)e−i
2πk
ω τdτ. Используя формулы (2.5) и (2.6) и меняя

порядок интегрирования, получаем следующую цепочку равенств:

yk =
1

ω

ω∫
0

T (τ)

∫
R

f(s)T (−s)xds

 e−i
2πk
ω τdτ =

=
1

ω

ω∫
0

∫
R

f(s)T (τ − s)xds

 e−i
2πk
ω τdτ =

=

∫
R

f(s)

 1

ω

ω∫
0

T (τ − s)xe−i
2πk
ω τdτ

 ds =

=

∫
R

f(s)

−ei 2πkω s

ω

ω∫
0

T (t)xe−i
2πk
ω tdt

 ds =

=

∫
R

f(s)xke
−i 2πkω sds = f̂

(
2πk

ω

)
xk.

Отметим работы [1, 2], в которых многие классические резуль-

таты теории рядов Фурье для периодических функций обобщались

на векторы из банаховых пространств, в которых действует однопа-

раметрическая группа операторов.

Подпространство Xω периодических векторов и утвержде-

ния следующей леммы фактически рассматривались в [46, теоре-

ма 16.7.2]. Из указанных источников следует

Лемма 2.3. Пусть x ∈ Xω. Тогда операторы

Pnx =
1

ω

ω∫
0

T (τ)xe−i
2πn
ω τdτ, n ∈ Z,
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являются проекторами, xn = Pnx, n ∈ Z, – коэффициенты Фурье

вектора x, T (t)Pn = ei
2πn
ω tPn, t ∈ R, n ∈ Z, и ‖Pn‖ = 1, если

Pn 6= 0.

Лемма 2.4. Для любого x ∈ Xω справедливо соотношение

lim
n→∞
‖xn‖ = 0,

где xn, n ∈ Z, – коэффициенты Фурье вектора x.

Доказательство. Возьмем произвольный вектор x из области опре-

деления D(A) генератора A (infinitesimal generator в [54]) полугруп-

пы операторов T. Справедлива следующая оценка:

‖xn‖ = ‖ 1

ω

ω∫
0

T (τ)xe−i
2πn
ω τdτ‖ = ‖ 1

ω

ω∫
0

T (τ)Ax
1

−i2πn
ω

e−i
2πn
ω τdτ‖ ≤

≤ ‖Ax‖
|n|

, n ∈ Z\{0},

т.е. lim
n→∞
‖xn‖ = 0. Поскольку D(A) плотно в Xω, то свойство

lim
n→∞
‖xn‖ = 0 верно для любого x ∈ Xω.

Определение 2.14. Функция ω(·, x) : R+ → R+,

ω(δ, x) = sup
|t|≤δ
‖T (t)x − x‖, называется модулем непрерывности

вектора x.

Теорема 2.9. Для любого x ∈ Xω с рядом Фурье вида (2.10)

справедливо равенство

lim
n→∞
‖x−

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
xk‖ = 0.

Доказательство. Возьмем произвольный периодический вектор

x ∈ Xω. Рассмотрим функции fn ∈ L1(R) следующего вида

44



fn(t) =
ω sin2 (n+1)πt

ω

4π4t2(n+1) , t ∈ R, n ∈ N. Отметим, что преобразование Фу-

рье данных функций имеет вид

f̂n(λ) =

{
1− ω|λ|

2π(n+1) , |λ| ≤ 2π(n+1)
ω ,

0 , |λ| > 2π(n+1)
ω , λ ∈ R, n ∈ N.

Тогда

f̂n(
2πk

ω
) =

{
1− |k|

n+1 , |k| ≤ n+ 1,

0 , |k| > n+ 1, k ∈ Z, n ∈ N,

и из леммы 2.2 следует, что свертка функции fn с вектором x опре-

деляется равенством

fnx =
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
xk, n ∈ N.

Тогда имеет место оценка

‖x−
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
xk‖ = ‖x− fnx‖ =

= ‖
∫
R

fn(τ)xdτ −
∫
R

fn(τ)T (−τ)xdτ‖ =

= ‖
∫
R

fn(τ) (x− T (−τ)x) dτ‖ ≤

≤ ‖
δn∫

−δn

fn(τ)ω(δn, x)dτ‖+ 2‖x‖‖
∫

R\(−δn,δn)

fn(τ)dτ‖ ≤

≤ ω(δn, x)

δn∫
−δn

fn(τ)dτ + 2‖x‖
∫

R\(−δn,δn)

fn(τ)dτ ≤

≤ ω(δn, x)

∞∫
−∞

fn(τ)dτ +
ω‖x‖

2π4(n+ 1)

∫
R\(−δn,δn)

sin2 (n+1)πτ
ω

τ 2
dτ ≤
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≤ ω(δn, x) +
ω‖x‖

π4(n+ 1)

∞∫
δn

dτ

τ 2
≤ ω(δn, x) +

ω‖x‖
π4(n+ 1)δn

→ 0, n→∞,

для любой последовательности {δn}∞n=0, удовлетворяющей условиям

lim
n→∞

δn = 0 и lim
n→∞

(n+ 1)δn =∞.

Теорема 2.10. Для любого x ∈ Xω справедлива оценка∥∥∥∥∥x−
n∑

k=−n

xk

∥∥∥∥∥ ≤ Const · ω(
1

n
, x) lnn, n ∈ N. (2.11)

В частности, ряд Фурье вектора x сходится к x, если

lim
n→∞

ω( 1
n , x) lnn = 0.

Доказательство. Пусть En[x], n ≥ 1, - наилучшее приближе-

ние вектора x ∈ Xω тригонометрическими полиномами порядка n

(см. [18, стр.189]). Из [18, стр.198] вытекает следующая оценка∥∥∥∥∥x−
n∑

k=−n

xk

∥∥∥∥∥ ≤ (Ln + 1)En[x], (2.12)

где Ln, n ≥ 1, - константы Лебега, для которых выполнено условие

(см. [18, стр.115])

Ln = 4π−2 lnn+O(1) ' 4π−2 lnn при n→∞. (2.13)

Для дальнейших оценок требуются оценки для En(x), n ≥ 1.

Рассмотрим функцию f ∈ L1(R), обладающую следующими свой-

ствами:

1. f̂(0) = 1, f̂(λ) = f̂(−λ), λ ∈ R;

2. suppf̂ ⊂ [−1, 1];

3. f ≥ 0;

4.
∞∫
−∞
|t|f(t)dt = Mf <∞.
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Отметим, что третье свойство нужно лишь для удобства доказатель-

ства, первое свойство позволяет обойтись и без него.

Возьмем произвольное α > 0 и введем обозначение

fα(t) = αf(αt), t ∈ R. Тогда имеет место следующая оценка

Eα[x] ≤ ‖x− fαx‖ = ‖
∫
R

(T (−τ)x− x)fα(τ)dτ‖ ≤

≤
∫
R

‖T (−τ)x− x‖fα(τ)dτ =

=

α∫
−α

‖T (−τ)x− x‖fα(τ)dτ +

∫
|τ |≥α

‖T (−τ)x− x‖fα(τ)dτ ≤

≤ ω(
1

α
, x)

α∫
−α

fα(τ)dτ + ω(
1

α
, x)

∫
|τ |≥α

(|τ |α + 1)fα(τ)dτ ≤

≤ ω(
1

α
, x)

2 +

∫
|τ |≥α

|τ |αfα(τ)dτ

 ≤ ω(
1

α
, x)

2 +

∫
|t|≥α2

|t|f(t)dt

 ≤
≤ ω(

1

α
, x)

2 +

∫
R

|t|f(t)dt

 ≤ (2 +Mf)ω(
1

α
, x),

Из последней оценки с использованием (2.12) и (2.13) получаем тре-

буемую оценку (2.11).

Замечание 2.1. Для скалярных периодических функций оценка

наилучшего приближения через модуль непрерывности была полу-

чена Джексоном [61]. В [15] близкая оценка была получена для рав-

номерно непрерывных функций, ограниченных на всей веществен-

ной оси, где в качестве функции f была выбрана функция вида

f(t) = 96
πt4 sin4 t

4 , t ∈ R.
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Наряду с изометрическим (не обязательно периодическим)

представлением T : R → End X рассмотрим представление

T̃ : R→ End(End X ), T̃ (t)A = T (t)AT (−t), t ∈ R, A ∈ End X .
Определение 2.15. Оператор A ∈ End X назовем периодиче-

ским (относительно представления T̃ ) периода ω > 0, если

T̃ (ω)A = T (−ω)AT (ω) = A,

(т.е. оператор A перестановочен с оператором T (ω)) и функция

t 7→ T (t)AT (−t) : R→ End X непрерывна в равномерной оператор-

ной топологии.

Множество ω−периодических операторов образует замкнутую

подалгебру EndωX = (End X )ω из алгебры End X .
В соответствии с определением 2.12 рассмотрим ряд Фурье

A ∼
∑
n∈Z

An (2.14)

оператора A относительно представления T̃ , т.е.

An =
1

ω

ω∫
0

T (τ)AT (−τ)ei
2πn
ω τdτ.

В статье [53] было введено понятие ряда Фурье для операторов,

действующих в алгебре периодических функций C2π(R). Концепция

рядов Фурье периодических операторов рассматривалась в [2, 7, 9,

10].

В работах [7, 50] была установлена

Теорема 2.11. Пусть A ∈ EndωX – ω−периодический непре-

рывно обратимый оператор с абсолютно сходящимся рядом Фу-

рье (2.14). Тогда обратный оператор B = A−1 также является

ω−периодическим и его ряд Фурье A−1 ∼
∑
n∈Z

Bn также абсолютно

сходится.
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3. Доказательства основных теорем

Далее через X обозначается банахова алгебра с единицей.

В дальнейшем символом X будем обозначать фактор-

пространство Cω,∞(J, X)/C0(J, X), которое является банаховым

пространством с нормой ‖x̃‖ = inf
y∈x+C0(J,X)

‖y‖, где x̃ = x + C0(J, X)

– класс эквивалентности, содержащий функцию x.

Отметим, что банахово пространство X становится банаховой

алгеброй, если умножение вводится следующим образом

x̃ỹ = x̃y, x̃, ỹ ∈ X . (2.15)

Ясно, что подпространства Cω,∞(R, X), C0(R, X) являются

замкнутыми подмодулями из L1(R)−модуля Cb(R, X). Формула

(2.15) не позволяет корректно задать структуру L1(R)−модуля
в Cb(R+, X). Тем не менее, такой структурой наделяются

фактор-пространства Cb,u(J, X)/C0(J, X), Cω,∞(J, X)/C0(J, X).

(Случай J = R очевиден: в этом случае Cb(R, X)/C0(R, X) является

фактор-модулем.)

Пусть J = R+. В фактор-пространстве Cb,u(R+, X)/C0(R+, X)

корректно определяется сильно непрерывная группа изометрий

S̃ : R→ End(Cb,u(R+, X)/C0(R+, X)), действующая по правилу

S̃(t)x̃ = S̃(t)x, t ∈ R, x̃ ∈ Cb,u(R+, X)/C0(R+, X), (2.16)

где S(t)x – сдвиг функции x влево (см. формулу (2.1)) для t ≥ 0, а

для t < 0 символ S̃(t)x обозначает класс эквивалентности, содержа-

щий непрерывную функцию xt ∈ Cb(R+, X) вида

xt(s) =

{
x(s+ t) , s+ t > 0,

−t−1x(0)s , s+ t ≤ 0, s ≥ 0.
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Структура банахова L1(R)−модуля на Cb,u(J, X)/C0(J, X)

( Cω,∞(J, X)/C0(J, X) в частности) наделяется формулой

fx̃ =

∫
R

f(τ)S̃(−τ)x̃dτ, f ∈ L1(R), x̃ ∈ Cb,u(J, X)/C0(J, X), (2.17)

где J = {R+,R}.
Непосредственно из определения представления

S̃ : R → End Cb,u(J, X)/C0(J, X) следует, что S̃(ω)x̃ = x̃,

x̃ ∈ Cb,u(J, X)/C0(J, X). Таким образом, функция t 7→
S̃(t)x̃ : R → Cω,∞(J, X)/C0(J, X) является непрерывной

ω−периодической функцией, т.е. она принадлежит банахову про-

странству Cω(R, Cω,∞(J, X)/C0(J, X)). Следовательно, имеет место

Лемма 2.5. Функция x ∈ Cb,u(J, X) является ω−периодической
на бесконечности тогда и только тогда, когда класс эквивалент-

ности x̃ = x+ C0(J, X) является ω−периодическим вектором от-

носительно представления S̃ ∈ End Cb,u(J, X)/C0(J, X).

Доказательства теорем 2.2, 2.3 и 2.4 следуют из леммы 2.5 и тео-

рем 2.9 и 2.10, где в качестве пространства Xω взято пространство

Cω,∞(RN , X)/C0(RN , X).

Доказательство теоремы 2.6. Пусть функция a ∈ Cω,∞(J, X) об-

ратима на бесконечности и b ∈ Cω,∞(J, X) – одна из обратных к

a (относительно подпространства C0(J, X)) функций. Следователь-

но, ãb̃ = b̃ã = ẽ – единица алгебры Cb,u(J, X)/C0(J, X). Рассмотрим

оператор A ∈ End Cb,u(J, X)/C0(J, X) вида

Ax̃ = ãx̃, x̃ ∈ Cb,u(J, X).

Этот оператор является ω−периодическим относи-

тельно представления S̃ ∈ End Cb,u(J, X)/C0(J, X), и

коэффициенты An, n ∈ Z, его ряда Фурье
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A ∼
∑
n∈Z

An относительно представления S̃ имеют вид Anx̃ = ãnx̃,

x̃ ∈ Cb,u(J, X), где an ∈ Csl,∞(J, X), n ∈ Z, – канониче-

ские коэффициенты Фурье функции a. Поскольку ‖ãn‖ =

inf
x0∈C0(J,X)

‖an + x0‖, то ряд
∑
n∈Z
‖An‖ =

∑
n∈Z
‖ãn‖ абсолютно сходится.

Оператор A непрерывно обратим, и обратный к нему оператор

B = A−1 ∈ End Cb,u(J, X)/C0(J, X), имеет вид Bx̃ = b̃x̃. В силу

теоремы 2.11 оператор B также является ω−периодическим от-

носительно представления S̃ и его ряд Фурье B ∼
∑
n∈Z

Bn также

абсолютно сходится.

Поскольку Bnx̃ = b̃nx̃, x̃ ∈ Cb,u(J, X)/C0(J, X), где b̃n,

n ∈ Z, – коэффициенты Фурье класса b̃, и ‖Bn‖ = ‖b̃n‖, то∑
n∈Z
‖Bn‖ =

∑
n∈Z
‖b̃n‖ <∞. Откуда получаем абсолютную сходимость

ряда Фурье функции b. �

Доказательство теоремы 2.7. Необходимость. Пусть функция

x ∈ Cω,∞(J, X) представима в виде x = x1 + x0, где x1 ∈ Cω(J, X),

x0 ∈ C0(J, X). Тогда AN(x1 + x0) = x1 + ANx0, N ≥ 1. Поскольку

x0 ∈ C0(J, X), то lim
N→∞

ANx0 = 0, и, следовательно, lim
N→∞

ANx = x1.

Достаточность. Пусть для некоторой функции x ∈ Cω,∞(J, X) су-

ществует предел lim
N→∞

ANx = y. Покажем, что x представима в виде

x = x1 + x0, где x1 ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X). В силу равенств

S(ω)y − y = lim
N→∞

(
1

N

N−1∑
k=0

S((k + 1)ω)x− 1

N

N−1∑
k=0

S(kω)x

)
=

= lim
N→∞

(
1

N
(S(Nω)x− x)

)
= 0

функция y является периодической, т.е. y ∈ Cω(J, X), отку-

да вытекает, что ANy = y для любого N ≥ 1. Обозначив

x− y = x0 ∈ Cω,∞(J, X), получим следующую цепочку равенств:

lim
N→∞

ANx0 = lim
N→∞

AN(x− y) = lim
N→∞

(ANx− y) = y − y = 0. (2.18)
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По функции x0 построим класс x̃0 ∈ X , который в силу

леммы 2.5 является ω−периодическим вектором в пространстве

X = Cω,∞(J, X)/C0(J, X), т.е. x̃0 ∈ Xω. Наряду с операторами

AN , N ≥ 1, рассмотрим последовательность операторов (ÃN),

N ≥ 1, из End X следующего вида ÃN = 1
N

N−1∑
k=0

S̃(kω). Тогда

ÃN x̃0 = x̃0 для любого N ≥ 1. С другой стороны, из (2.18) следует

справедливость равенства lim
N→∞

ÃN x̃0 = 0̃, откуда непосредственно

получаем, что x̃0 = 0̃. А значит x0 ∈ C0(J, X), т.е. функция x пред-

ставима в виде x = y + x0, где y ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X). �
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Глава 3

Периодические на бесконечности решения

разностных и дифференциальных уравнений

Пусть X – комплексное банахово пространство, J – один из про-

межутков R+ = [0,∞), R = (−∞,∞).

Следующий спектральный критерий является полезным при

доказательстве периодичности на бесконечности ограниченных ре-

шений разностных и дифференциальных уравнений.

Теорема 3.1. Для того, чтобы функция x ∈ Cb,u(J, X) бы-

ла ω−периодической на бесконечности, необходимо и достаточно,

чтобы имело место включение Λess(x) ⊂ 2π
ω Z.

Доказательство. Рассмотрим фактор-пространство X =

Cb,u(J, X)/C0(J, X). Как отмечалось ранее, оно является бана-

ховым L1(R)−модулем. Непостредственно из определений 2.9 и

2.10 следует, что Λ(x̃) = Λess(x), при этом без ограничения общно-

сти можно считать, что J = R. Утверждение теоремы следует из

леммы 2.5 и теоремы 2.8.

Рассмотрим разностное уравнение вида

x(t+ 1) = Bx(t) + y0(t), t ∈ J, J ∈ {R+,R}, (3.1)

где B ∈ EndX, y0 ∈ C0(J, X).

Теорема 3.2. Пусть спектр σ(B) оператора B удовлетворяет

условию

σ(B) ∩ T ⊂ {1}. (3.2)

53



Тогда каждое равномерно непрерывное ограниченное решение

x0 : J→ X разностного уравнения (3.1) является периодической на

бесконечности функцией периода 1.

Доказательство. Пусть функция x0 ∈ Cb,u(J, X) удовлетворяет

разностному уравнению (3.1), т.е.

S(1)x0 −Bx0 = y0,

где (Bx0)(t) = Bx0(t), t ∈ J.
Поскольку y0 ∈ C0(J, X), то

S̃(1)x̃0 −Bx̃0 = 0̃, (3.3)

где Bx̃0 = B̃x0.

Докажем включение Λ(x̃0) ⊂ 2πZ. Пусть λ0 ∈ R\2πZ. Выберем
функцию f ∈ L1(R) такую, что f̂(λ0) 6= 0 и suppf̂ – компакт, причем

(suppf̂) ∩ 2πZ = ∅. Покажем, что fx̃0 = 0. Из (3.3) получаем

f(S̃(1)x̃0 −Bx̃0) = (S(1)f)x̃0 −Bfx̃0 = f1x̃0 −Bfx̃0 = 0̃, (3.4)

где f1 = S(1)f ∈ L1(R).

В случае J = R+ символом x0 будем обозначать произвольное

продолжение x0 ∈ Cb,u(R, X) функции x0 на R, обладающее свой-

ством lim
t→−∞

x0(t) = 0. Если J = R, положим x0 = x0.

Из (3.4) получаем включение (f1−Bf)∗x0 ∈ C0(J, X). Посколь-

ку σ(B)∩T ⊂ {1}, то существует окрестность V ⊂ T числа γ0 = eiλ0,

такая, что определена резольвента λ 7→ R(eiλ, B) : V → EndX опе-

ратора B.

Рассмотрим бесконечно дифференцируемую функцию

ϕ̂ : R→ C такую, что ϕ̂(λ0) 6= 0 и suppϕ ⊂ [λ0 − δ, λ0 + δ] для

любого малого δ > 0, такого, что eiλ ∈ ρ(B) для |λ − λ0| ≤ δ.

54



Тогда она является преобразованием Фурье некоторой функции

ϕ ∈ L1(R), а функция

F̂ (λ) =

{
ϕ̂(λ)(eiλI −B)−1 , λ ∈ [λ0 − δ, λ0 + δ],

0 , λ /∈ [λ0 − δ, λ0 + δ],

является (в силу голоморфности функции λ 7→ (eiλI − B)−1 :

R→ EndX) преобразованием Фурье некоторой суммируемой функ-

ции F : R→ EndX.

Из равенств

̂F ∗ (f1 −Bf)(λ) = F̂ (λ)(eiλI −B)f̂(λ) = ϕ̂(λ)f̂(λ)I, λ ∈ R,

и формулы (3.4) следует, что

F ∗ (f1 −Bf) ∗ x0 = (ϕ ∗ f) ∗ x0 ∈ C0(R, X).

Обозначив ϕ ∗ f через g, получаем, что ĝ(λ0) = ϕ̂(λ0)f̂(λ0) 6= 0. Та-

ким образом, λ0 не принадлежит существенному спектру функции

x0. Отсюда в силу теоремы 3.1 (считая ω = 1) следует, что функция

x0 (а, следовательно, и x0) является периодической на бесконечности

периода 1 функцией.

Следствие 3.1. Пусть для оператора B ∈ EndX выполнено

условие доказанной теоремы. Рассмотрим нелинейное уравнение

x(t+ 1) = Bx(t) + f(t, x(t)), t ≥ 0, (3.5)

где t 7→ f(t, x) непрерывна равномерно относительно x из любого

ограниченного множества из X и lim
t→∞

sup
‖x‖≤R

‖f(t, x)‖ = 0 для лю-

бого R > 0. Тогда каждое равномерно непрерывное ограниченное

решение x0 уравнения (3.5) является периодической на бесконечно-

сти функцией периода 1.
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Следствие 3.2. Пусть для оператора B ∈ EndX выполнено

условие доказанной теоремы, F0 ∈ C0(R+, EndX), а g : X → C –

непрерывная функция. Тогда каждое равномерно непрерывное огра-

ниченное решение уравнения

x(t+ 1) = Bx(t) + F0(t)g(x), t ≥ 0,

является периодической на бесконечности функцией периода 1.

Следствие 3.3. Пусть для оператора B ∈ EndX выполнено

условие доказанной теоремы и F0 ∈ C0(R+, EndX). Тогда каждое

равномерно непрерывное ограниченное решение уравнения

x(t+ 1) = (B + F0(t))x(t), t ≥ 0,

является периодической на бесконечности функцией периода 1.

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

ẋ(t)− Ax(t) = y(t), t ∈ J, (3.6)

где y ∈ L1(J, X) и A : D(A) ⊂ X → X – генератор сильно непрерыв-

ной ограниченной полугруппы операторов U : R+ → EndX класса

C0.

Определение 3.1. Функция x : J → X называется слабым ре-

шением уравнения (3.6) (см. [52]), если для всех s ≤ t из J имеет

место равенство

x(t) = U(t− s)x(s) +

t∫
s

U(t− τ)y(τ)dτ, s ≤ t, s, t ∈ J. (3.7)

При J = R+ равенство должно быть выполнено при s = 0 и t ≥ 0.

Ясно, что функция x равномерно непрерывна.

56



Теорема 3.3. Пусть имеет место включение

σ(U(1)) ∩ T ⊂ {1}. (3.8)

Тогда каждое ограниченное на J слабое решение уравнения (3.6)

является периодической на бесконечности функцией периода 1

(x ∈ C1,∞(J, X)).

Доказательство. Пусть выполнено условие (3.8). Пусть x : J → X

– ограниченное на J слабое решение уравнения (3.6). Положив в (3.7)

s = t и рассматривая функцию x в точке t+ 1, получим следующее

равенство:

x(t+ 1) = U(1)x(t) +

t+1∫
t

U(t+ 1− τ)f(τ)dτ, t ∈ J.

Введем обозначения U(1) = B,
t+1∫
t

U(t+ 1− τ)f(τ)dτ = y0(t), t ∈ J,

и покажем, что y0 ∈ C0(J, X). В силу ограниченности полугруппы

U имеем

‖y0(t)‖ = ‖
t+1∫
t

U(t+ 1− τ)y(τ)dτ‖ ≤M

t+1∫
t

‖y(τ)‖dτ → 0

при |t| → ∞, поскольку

t+1∫
t

‖y(τ)‖dτ ≤
n+1∫
n

‖y(τ)‖dτ +

n+2∫
n+1

‖y(τ)‖dτ → 0 при |n| → ∞,

где n = [t] (символом [·] обозначена целая часть числа), y ∈ L1(J, X).

В итоге получаем, что функция x удовлетворяет разностному

уравнению (3.1). Из (3.8) следует, что выполнено условие (3.2) тео-

ремы 3.2, а значит x ∈ C1,∞(J, X).
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Теорема 3.4. Пусть полугруппа операторов U : R+ → EndX

ограничена и для спектра ее генератора A выполнено включение

σ(A) ∩ iR ⊂
{
i
2πn

ω
Z, n ∈ Z

}
.

Тогда все функции ϕx : R+ → X вида ϕx(t) = U(t)x, t ≥ 0, явля-

ются периодическими на бесконечности функциями периода 1.

Доказательство. Из определения 3.1 следует, что все функции ϕx
являются ограниченными решениями уравнения (3.6), поэтому вы-

полнены условия теоремы 3.3.
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Глава 4

Спектры алгебр медленно меняющихся и

периодических на бесконечности функций и

банаховы пределы

1. Определение банахова предела на комму-

тативной C∗−алгебре с единицей

Пусть U – коммутативная C∗−алгебра.

Определение 4.1. Характер ξ алгебры U – это такой ненуле-

вой линейный функционал ξ ∈ U∗, что ξ(ab) = ξ(a)ξ(b) при всех

a, b ∈ U . Спектром алгебры U называется множество Sp U всех ее

характеров.

Отметим, что характер коммутативной C∗−алгебры – это в точ-

ности чистое состояние на этой алгебре (см. [14]).

Банаховы пределы на пространстве последовательностей l∞

рассматривались в [45, 72].

Рассмотрим коммутативную C∗−алгебру U с единицей e, на ко-

торой задано изометрическое представление T : R+ → End U , об-
ладающее свойствами:

1) ‖T (t)‖ = 1;

2) T (t)(xy) = (T (t)x) (T (t)y) для всех x, y ∈ U ,
т.е. представление T образует полугруппу гомоморфизмов алгебры

U .

Определение 4.2. Линейный функционал B на инвариантной

относительно полугруппы T алгебре U с единицей e называется ба-

наховым пределом на U , если выполнены следующие условия:

59



1) B(e) = 1,

2) ‖B‖ = 1,

3) B(T (t)x) = B(x), t ≥ 0, x ∈ U .

Множество банаховых пределов алгебры U будем обозначать

через BL(U).

2. Банаховы пределы на алгебрах функций

Символом K обозначим одно из полей R, C. А символом

C∗(R+,K) будем обозначать одну из следующих трех алгебр:

Cb(R+,K), Csl,∞(R+,K), Cω,∞(R+,K).

В качестве коммутативной C∗−алгебры U возьмем алгебру

C∗(R+,K). Роль единицы в ней играет функция e ∈ C∗(R+,K),

e(t) ≡ 1, t ≥ 0. В качестве представления T на алгебре C∗(R+,K)

возьмем стандартную полугруппу сдвигов, задаваемую форму-

лой (2.1).

Введем величины α∞(x), β∞(x), x ∈ C∗(R+,R).

Возьмем некоторое число s > 0. Замыкание множества значе-

ний функции x ∈ C∗(R+,R) при t ≥ s заполняет некоторый отре-

зок, который мы обозначим через [αx(s), βx(s)], где αx(s) = inf
t≥s

x(t),

βx(s) = sup
t≥s

x(t). Тогда для любого τ > s справедливо включение

[αx(τ), βx(τ)] ⊆ [αx(s), βx(s)], т.е. функция αx : R+ → R являет-

ся неубывающей, а функция βx : R+ → R - невозрастающей. По

данной функции x ∈ C∗(R+,R) построим две следующие величины:

α∞(x) = lim
s→∞

αx(s), β∞(x) = lim
s→∞

βx(s).

Заметим, что [α∞(x); β∞(x)] =
⋂
s>0

[αx(s), βx(s)], x ∈ C∗(R+,R).

Определение 4.3. Будем говорить, что число a ∈ K принад-

лежит множеству значений функции x ∈ C∗(R+,K) на бесконеч-

ности, если существует последовательность (tn) ⊂ R+ такая, что
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tn →∞, n→∞, и lim
n→∞

x(tn) = a.

Множество значений функции x на бесконечности будем обо-

значать через Im∞(x).

Замечание 4.1. Отметим, что Im∞(x) = [α∞(x), β∞(x)] для x ∈
C∗(R+,R).Кроме того, σ(x̃) = Im∞(x), где x̃ ∈ C∗(R+,K)/C0(R+,K)

- класс, построенный по функции x ∈ C∗(R+,K), причем это множе-

ство замкнуто.

Замечание 4.2. Каждый банахов пределB на алгебре C∗(R+,K)

обладает свойствами:

1. Условия 1) и 2) определения 4.2 эквивалентны условию

α∞(x) ≤ B(x) ≤ β∞(x), x ∈ C∗(R+,R).

2. Банахов предел B на алгебре C∗(R+,C) определяется по пра-

вилу B(ϕ1 + iϕ2) = B(ϕ1)+ iB(ϕ2), ϕ1, ϕ2 ∈ C∗(R+,R), где B -

банахов предел на C∗(R+,R) (это следует непосредственно из

определения 4.2).

3. Если B ∈ Csl,∞(R+,K)∗, то условие 3) определения 4.2 эквива-

лентно условию B ∈ C0(R+,K)⊥ (т.е. функционал B аннули-

руется на пространстве C0(R+,K)).

Действительно, пусть B ∈ C0(R+,K)⊥, B(e) = 1

и ‖B‖ = 1. Тогда B(x0) = 0 для всех

x0 ∈ C0(R+,K). Если x ∈ Csl,∞(R+,K), то

B(S(t)x)−B(x) = B(S(t)x− x) = 0, t ≥ 0, ввиду свойства

S(t)x− x ∈ C0(R+,K), справедливого для любого t ≥ 0.

3. Банаховы пределы на фактор-алгебрах

Далее будем использовать следующие обозначения:

Cb(K) = Cb(R+,K)/C0(R+,K),

Csl,∞(K) = Csl,∞(R+,K)/C0(R+,K),
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Cω,∞(K) = Cω,∞(R+,K)/C0(R+,K).

Символом C∗(K) будем обозначать одну из этих банаховых алгебр.

В качестве коммутативной C∗−алгебры U возьмем алгеб-

ру C∗(K). Роль единицы в ней играет элемент ẽ ∈ C∗(K),

ẽ = e+ C0(R+,K), где e – единица алгебры C∗(R+,K). В качестве

представления T на алгебре C∗(K) возьмем полугруппу операторов

S̃, задаваемую формулой (2.16).

Замечание 4.3. Банаховы пределы на C∗(K) обладают следую-

щими свойствами:

1. Для любого банахова предела B̃ на подалгебре C∗(K) алгебры

Cb(K) существует банахов предел B, определенный на соответ-

ствующей подалгебре C∗(R+,K) алгебры Cb(R+,K) такой, что

B̃(x̃) = B(x), (4.1)

где x ∈ C∗(R+,K) - произвольный представитель класса

x̃ ∈ C∗(K).

2. Для произвольного элемента x̃ ∈ C∗(R) величины α∞(x̃) и

β∞(x̃) определим по следующим формулам

α∞(x̃) = α∞(x), β∞(x̃) = β∞(x), x̃ ∈ C∗(R),

где x ∈ C∗(R+,R) - произвольный представитель класса x̃. В

этом случае для банахова предела B̃ на фактор-алгебре C∗(R)

справедливо неравенство, аналогичное приведенному в заме-

чании 4.2:

α∞(x̃) ≤ B̃(x̃) ≤ β∞(x̃), x̃ ∈ C∗(R).
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4. Спектры банаховых алгебр Csl,∞(K) и

Csl,∞(R+,K)

Непосредственно из определения спектра элемента банаховой

алгебры следует, что элемент x̃ ∈ C∗(K) обратим тогда и только

тогда, когда 0 /∈ σ(x̃). Тогда из замечания 4.1 получаем справедли-

вость следующего утверждения:

Лемма 4.1. Элемент x̃ ∈ C∗(K) обратим тогда и только то-

гда, когда 0 /∈ Im∞(x), где x ∈ C∗(R+,K) – произвольный предста-

витель класса x̃.

Отметим, что для x̃ ∈ C∗(R) это означает, что

0 /∈ [α∞(x̃), β∞(x̃)].

Далее используется следующая теорема (см. [27, теорема 10.9]):

Теорема 4.1. Если ξ - такой линейный функ-

ционал на банаховой алгебре A, что ξ(e) = 1 и

ξ(x) 6= 0 для каждого обратимого элемента x ∈ A, то

ξ(xy) = ξ(x)ξ(y), x, y ∈ A, т.е. ξ - мультипликативный функцио-

нал (характер банаховой алгебры A).

Теорема 4.2. Каждый функционал B̃ ∈ BL(C∗(K)) является

характером этой алгебры.

Доказательство. Рассмотрим произвольный банахов предел B̃

на алгебре C∗(K). Возьмем произвольный обратимый элемент

x̃ ∈ C∗(K). В силу леммы 4.1 получаем, что 0 /∈ Im∞(x), где

x ∈ C∗(R+,K) – произвольный представитель класса x̃. Непосред-

ственно из определения 4.2 следует, что B̃(x̃) 6= 0 и B̃(ẽ) = 1, т.е.

выполнены условия теоремы 4.1. Следовательно, функционал B̃ яв-

ляется характером банаховой алгебры C∗(K).

Из данной теоремы и формулы (4.1) вытекает
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Следствие 4.1. Каждый банахов предел на алгебре C∗(R+,K)

является характером этой алгебры.
Для каждого τ ≥ 0 рассмотрим функционал ξτ ∈ C∗(R+,K)∗,

действующий по правилу

ξτ(x) = x(τ), τ ≥ 0. (4.2)

Далее для каждого τ ≥ 0 введем множества

Aτ = {ξt; t ∈ [τ ; +∞)}.

Введем обозначение B0 =
⋂
τ≥0

Aτ .

В соответствии с замечанием 4.3 каждому из функционалов

ξ ∈ B0 поставим в соответствие функционал ξ̃ : C∗(K) → C, дей-
ствующий по правилу ξ̃(x̃) = ξ(x), где x - произвольный представи-

тель класса x̃ ∈ C∗(K). Отметим, что данное определение корректно,

поскольку значение функционала ξ не зависит от конкретного пред-

ставителя рассматриваемого класса x̃ ∈ C∗(K). Совокупность таких

функционалов ξ̃ обозначим символом B̃0.

Лемма 4.2. Имеет место равенство B̃0 = BL(Csl,∞(K)).

Доказательство. Покажем сначала, что любой функционал из B̃0

является банаховым пределом. Возьмем произвольный функционал

ξ̃ ∈ B̃0. Наряду с функционалом ξ̃ рассмотрим функционал ξ ∈ B0,

такой, что ξ̃(x̃) = ξ(x), где x - произвольный представитель класса

x̃ ∈ Csl,∞(K).

Возьмем произвольную функцию x0 ∈ C0(R+,K). По-

скольку ξ ∈
⋂
τ≥0

Aτ , то lim
τ→∞

ξτ(x0) = lim
τ→∞

x0(τ) = 0,

а значит ξ(x0) = 0. В силу произвольности выбора функ-

ции x0 ∈ C0(R+,K) получаем, что ξ ∈ C0(R+,K)⊥, т.е

ξ ∈ BL(Csl,∞(R+,K)) (см. замечание 4.2) и, следовательно,

ξ̃ ∈ BL(Csl,∞(K)).
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Покажем теперь, что других банаховых пределов

на алгебре Csl,∞(K) нет. Возьмем произвольный функ-

ционал ξ̃ ∈ BL(Csl,∞(K)). Рассмотрим произвольный

элемент x̃ ∈ Csl,∞(K). Обозначим ξ̃(x̃) = a. Тогда

a ∈ Im∞(x), где x ∈ C∗(R+,K) – произвольный представитель

класса x̃. Следовательно, существует последовательность веще-

ственных чисел {τn}, τn ≥ 0, τn → ∞ при n → ∞ такая, что

lim
n→∞

x(τn) = a, где x - произвольный представитель класса x̃. Тогда

lim
n→∞

ξ̃τn(x̃) = a = ξ̃(x̃). Из определения множества B̃0 следует, что

ξ̃ ∈ B̃0.

Следствие 4.2. Справедливо равенство B0 = BL(Csl,∞(R+,K)).

Теорема 4.3. Спектр алгебры Csl,∞(K) совпадает с множе-

ством BL(Csl,∞(K)).

Доказательство. Множество BL(Csl,∞(K)) замкнуто (по

построению) и состоит из банаховых пределов (кото-

рые в силу леммы 4.2 являются характерами), по-

этому BL(Csl,∞(K)) ⊆ Sp Csl,∞(K). Покажем, что

BL(Csl,∞(K)) = Sp Csl,∞(K).

Предположим противное: пусть существует характер

ξ̃0 ∈ Sp Csl,∞(K)\BL(Csl,∞(K)). Тогда существует элемент

x̃0 ∈ Csl,∞(K), x̃0 6= 0̃, такой, что ξ̃0(x̃0) 6= 0 и ξ̃(x̃0) = 0 для

всех ξ̃ ∈ BL(Csl,∞(K)). Но множество BL(Csl,∞(K)) состоит из

банаховых пределов на алгебре Csl,∞(K), которые заполняют все

множество Im∞(x0), где x0 – произвольный представитель класса

x̃0, откуда следует, что x̃0 = 0̃. А это противоречит тому, что

ξ̃0(x̃0) 6= 0.

Теорема 4.4. Спектр алгебры Csl,∞(R+,K) представим в виде
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B0

⋃
{ξτ ; τ ≥ 0}, где функционалы ξτ , τ ≥ 0, определяются форму-

лой (4.2).

Доказательство. Введем обозначение M = B0

⋃
{ξτ ; τ ≥ 0}. Из

следствия 4.2 и определения множества M вытекает, что M - за-

мкнутое подмножество Sp Csl,∞(R+,K), обладающее свойством:

если ξ(x) = 0 для всех ξ ∈ M и для некоторой функции

x ∈ Csl,∞(R+,K), то x ≡ 0. Покажем, что Sp Csl,∞(R+,K) = M.

Предположим противное: пусть существует характер

ξ0 ∈ Sp Csl,∞(K)\M. Тогда существует функция x0 ∈ Csl,∞(R+,K),

x0 6≡ 0 такая, что ξ0(x0) 6= 0 и ξ(x0) = 0 для всех ξ ∈ M. Непосред-

ственно из определения множества M получаем противоречие.

5. Спектры банаховых алгебр Cω,∞(K) и

Cω,∞(R+,K)

Напомним, что символом Aω,∞(R+,K) обозначена подалгебра

функций из Cω,∞(R+,K) с абсолютно сходящимся рядом Фурье,

символом Aω(R+,K) обозначена подалгебра функций из Cω(R+,K)

с абсолютно сходящимся рядом Фурье.

Пусть ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C)). По нему построим отображение

Tξ0 : Aω,∞(R+,C) → Aω(R+,C), положив для каждого

x ∈ Aω,∞(R+,C)

(Tξ0(x))(γ) =
∞∑

k=−∞

ξ0(xk)γ
k, x ∈ Aω,∞(R+,C), γ ∈ T. (4.3)

Лемма 4.3. Отображение Tξ0, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C)), является

гомоморфизмом алгебры Aω,∞(R+,C) в алгебру Aω(R+,C).

Доказательство. Рассмотрим две произвольные функции
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x, y ∈ Aω,∞(R+,C) :

x(t) =
∞∑

k=−∞

xk(t)e
i 2πkω t, t ≥ 0, xk ∈ Csl,∞(R+,C),

y(t) =
∞∑

k=−∞

yk(t)e
i 2πkω t, t ≥ 0, yk ∈ Csl,∞(R+,C).

Покажем, что Tξ0(xy) = Tξ0(x)Tξ0(y). Поскольку функционал ξ0 яв-

ляется характером алгебры Csl,∞(R+,C), то справедливы равенства

Tξ0(xy) =
∞∑

n=−∞

∑
k+j=n

ξ0(xkyj)γ
n =

∞∑
n=−∞

∑
k+j=n

ξ0(xk)ξ0(yj)γ
n.

С другой стороны,

Tξ0(x)Tξ0(y) =

( ∞∑
k=−∞

ξ0(xk)γ
k

)( ∞∑
j=−∞

ξ0(yj)γ
j

)
=

=
∞∑

n=−∞

 ∑
k+j=n

ξ0(xk)ξ0(yj)

 γn =
∞∑

n=−∞

∑
k+j=n

ξ0(xk)ξ0(yj)γ
n = Tξ0(xy).

Таким образом, мы показали, что Tξ0 – гомоморфизм алгебры

Aω,∞(R+,C) в алгебру Aω(R+,C).

Лемма 4.4. Гомоморфизм Tξ0, определяемый формулой (4.3), об-

ладает следующими свойствами:
1. Tξ0(e) = e;

2. для любой вещественной функции x ∈ Aω,∞(R+,R) для всех

γ ∈ T выполнено условие (Tξ0(x))(γ) ∈ R;

3. |(Tξ0(x))(γ)| ≤ ‖x‖∞, γ ∈ T, для любой функции

x ∈ Aω,∞(R+,C).

Доказательство. Свойство (1) вытекает из [14, лемма 2.3.26]. Свой-

ство (2) следует из вида гомоморфизма Tξ0, и его можно проверить

непосредственно. Свойство (3) вытекает из определения 2.3.9 и пред-

ложения 2.3.27 в [14].
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Зафиксируем γ0 ∈ T и рассмотрим характер

Tξ0,γ0 : Aω,∞(R+,C)→ C, действующий по правилу

Tξ0,γ0(x) = (Tξ0(x))(γ0), x ∈ Aω,∞(R+,C). (4.4)

Отметим, что подалгебра Aω,∞(R+,C) плотна в Cω,∞(R+,C), а

Cω,∞(R+,C) - есть C∗-алгебра и для гомоморфизма Tξ0 выполняется

свойство (3) леммы 4.4 (а значит, для характера Tξ0,γ0 выполняется

свойство |Tξ0,γ0(x)| ≤ ‖x‖∞, γ0 ∈ T). Поэтому характеры Tξ0,γ0 допус-

кают расширение на все пространство Cω,∞(R+,C). Это расширение

мы также будем обозначать через Tξ0,γ0 : Cω,∞(R+,C)→ C.
Наряду с характерами Tξ0,γ0 : Cω,∞(R+,C)→ C рассмот-

рим характеры T̃ξ0,γ0 : Cω,∞(C)→ C, определяемые равенством

T̃ξ0,γ0(x̃) = Tξ0,γ0(x), γ0 ∈ T, где x - произвольный представитель

класса x̃ ∈ Cω,∞(C).

Справедлива следующая
Теорема 4.5. Спектр алгебры Cω,∞(C) совпадает с множе-

ством функционалов

{T̃ξ0,γ0; γ0 ∈ T, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C))}.

Доказательство. Возьмем произвольный характер ξ̃ ∈ Sp Cω,∞(C).

Символом ξ̃0 обозначим его сужение на Csl,∞(C). По-

скольку ξ̃(x̃) = ξ(x) для любого представителя x клас-

са x̃ ∈ Cω,∞(C), то вместо характеров ξ̃ и ξ̃0 можно рас-

сматривать характеры ξ и ξ0 на пространствах Cω,∞(R+,C),

Csl,∞(R+,C) соответственно. Рассмотрим функции ek ∈ Cω(R+,C)

вида ek(t) = ei
2πk
ω t, t ≥ 0, k ∈ Z, и отметим, что ξ̃(ẽk) = ξ(ek) = γk0 ,

k ∈ Z, для некоторого γ0 ∈ T. Тогда для любого x̃ ∈ Cω,∞(C)

справедлива цепочка равенств

ξ̃(x̃) = ξ(x) = ξ

( ∞∑
k=−∞

xkek

)
=

∞∑
k=−∞

ξ0(xk)γ
k
0 = Tξ0,γ0(x) = T̃ξ0,γ0(x̃),
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где x - произвольный представитель класса x̃.

Рассмотрим множество функционалов вида

M = {Tξ0,γ0; γ0 ∈ T, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C))}
⋃
{ξτ ; τ ≥ 0},

где функционалы ξτ , τ ≥ 0, определяются формулой (4.2), а функ-

ционалы Tξ0,γ0 – формулой (4.4).

Теорема 4.6. Спектр алгебры Cω,∞(R+,C) совпадает с множе-

ством M.

Доказательство. Из формулы (4.3) и леммы 4.3 вытекает, что M

- замкнутое подмножество Sp Cω,∞(R+,C), обладающее свойством:

если для некоторой функции x ∈ Cω,∞(R+,C) равенство η(x) = 0

выполяется сразу для всех η ∈ M, то x ≡ 0. Покажем, что

Sp Cω,∞(R+,C) = M.

Предположим противное: пусть существует характер

η0 ∈ Sp Cω,∞(R+,C)\M. Тогда существует функция

x0 ∈ Cω,∞(R+,C), x0 6≡ 0 такая, что η0(x0) 6= 0 и η(x0) = 0 для

всех η ∈ M. Непосредственно из определения множества M полу-

чаем противоречие.

Поскольку Tξ0,γ0(x) ∈ R для любой функции x ∈ Cω,∞(R+,R)

(и, соответственно, T̃ξ0,γ0(x̃) ∈ R для любого класса x̃ ∈ Cω,∞(R)),

то их сужения Pξ0,γ0(x) и P̃ξ0,γ0(x̃) на алгебры Cω,∞(R+,R) и Cω,∞(R)

соответственно также являются банаховыми пределами и характе-

рами этих алгебр. Аналогично, поскольку ξτ(x) ∈ R, τ ≥ 0, для

любой функции x ∈ Cω,∞(R+,R), то его сужение ξτ,0, τ ≥ 0, на

алгебру Cω,∞(R+,R) также является характером этой алгебры. От-

сюда получаем описание спектров соответствующих алгебр.
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Теорема 4.7. Спектр алгебры Cω,∞(R) совпадает с множе-

ством функционалов

{P̃ξ0,γ0; γ0 ∈ T, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,R))}.

Теорема 4.8. Спектр алгебры Cω,∞(R+,R) совпадает с множе-

ством функционалов

{Pξ0,γ0; γ0 ∈ T, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,R))}
⋃
{ξτ,0; τ ≥ 0}.
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Глава 5

Вопросы теории рядов Фурье периодических на

бесконечности функций на RN

1. Основные обозначения и определения

Пусть X – комплексное банахово пространство, EndX – бана-

хова алгебра линейных ограниченных операторов (эндоморфизмов),

действующих в X.

Рассмотрим N -мерное евклидово пространство RN , элемен-

ты которого будем обозначать x = (x1, x2, ..., xN), и положим

|x| = max
i=1,N

|xi|.

Множество ZN ⊂ RN всех векторов с целочислен-

ными координатами будем называть целочисленной ре-

шеткой в RN , элементы ZN будем обозначать через

n = (n1, n2, ..., nN) и положим |n| = max
i=1,N

|ni|.

Символом Cb = Cb(RN , X) обозначим банахово простран-

ство непрерывных и ограниченных на RN функций с нормой

‖f‖∞ = sup
x∈RN

‖f(x)‖X , Cb,u = Cb,u(RN , X) – замкнутое подпростран-

ство равномерно непрерывных функций из Cb, C0 = C0(RN , X) –

замкнутое подпространство убывающих на бесконечности функций,

т.е. таких, что lim
|x|→∞

‖f(x)‖X = 0.

В банаховом пространстве Cb,u(RN , X) рассмотрим группу

S : RN → End Cb,u(RN , X) операторов, действующих по правилу

(S(h)f)(x) = f(x+ h) = f(x1 + h1, ..., xN + hN), x, h ∈ RN . (5.1)

Наряду с группой сдвигов S рассмотрим группы сдвигов
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Si : R→ End Cb,u(RN , X), i = 1, N, определенные формулой

(Si(h)f)(x) = f(x1, ..., xi−1, xi + h, xi+1, ..., xN), x ∈ RN , h ∈ R.
(5.2)

Определение 5.1. Функция f ∈ Cb,u(RN , X) называется мед-

ленно меняющейся на бесконечности, если

(S(h)f − f) ∈ C0(RN , X) для любого h ∈ RN .

Примером таких функций являются:

1) f1(x) =
N∏
i=1

sin ln(1 + x2
i ), x ∈ RN ;

2) f2 : RN → X, f2(x) = c + f0(x), x ∈ RN , где c – вектор из

банахова пространства X и f0 – любая функция из C0(RN , X).

Пусть ω = (ω1, ..., ωN) ∈ RN
+ . Тогда символом ΩN обозначим

N -мерный параллелепипед

ΩN = {x ∈ RN : −ωi/2 < xi ≤ ωi/2, i = 1, 2, ..., N}.

Символом ωZN обозначим подгруппу RN , состоящую из элементов

вида (n1ω1, ..., nNωN), где ω ∈ RN
+ , n ∈ ZN .

Определение 5.2. Функцию f ∈ Cb,u(RN , X) будем называть пе-

риодической периода ω = (ω1, ..., ωN) ∈ RN
+ (или ω-периодической),

если для любого α ∈ ωZN выполнено условие

S(α)f = f.

Отметим, что это эквивалентно периодичности функ-

ции по каждому аргументу, независимо от остальных, т.е.

Si(ωi)f = f для всех i = 1, N.

Определение 5.3. Функция f ∈ Cb,u(RN , X) называется пе-

риодической на бесконечности периода ω = (ω1, ..., ωN) ∈ RN
+
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(ω−периодической на бесконечности), если для любого α ∈ ωZN

выполнено условие

(S(α)f − f) ∈ C0(RN , X)

(или, что эквивалентно, lim
|x|→∞

‖f(x+ α)− f(x)‖X = 0.)

Таким образом, каждая ω−периодическая на бесконечно-

сти функция f является решением разностного уравнения вида

f(x+ ω)− f(x) = y(x), x ∈ RN , где y ∈ C0(RN , X), а каждая мед-

ленно меняющаяся на бесконечности функция является периодиче-

ской на бесконечности любого периода.

Множество медленно меняющихся на бесконечности функ-

ций обозначим символом Csl,∞ = Csl,∞(RN , X), а множе-

ство ω−периодических на бесконечности функций – символом

Cω,∞ = Cω,∞(RN , X). Оба множества образуют линейные замкну-

тые подпространства из банахова пространства Cb,u(RN , X). Бана-

хово пространство Cω = Cω(RN , X) непрерывных ω−периодических
функций, определенных на RN со значениями в X, образует замкну-

тое подпространство в Cω,∞(RN , X). Таким образом, имеют место

включения Csl,∞(RN , X) ⊂ Cω,∞(RN , X) ⊂ Cb,u(RN , X), при этом

все они инвариантны относительно операторов S(h), h ∈ RN .

Если X = C, то в обозначениях рассматриваемых функци-

ональных пространств опускается символ X, например, Cω,∞(RN)

обозначает пространство Cω,∞(RN ,C).

Если X – банахова алгебра, то все введенные в рассмотрение

функциональные пространства являются банаховыми алгебрами (с

операцией поточечного умножения (fg)(x) = f(x)g(x), x ∈ RN ,

для функций f, g из рассматриваемого пространства). Каждая из

таких алгебр коммутативна, если коммутативна алгебра X, и явля-

ется C∗−алгеброй, если X – C∗−алгебра. В частности, коммутатив-
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ными C∗−алгебрами являются алгебры Csl,∞(RN) и Cω,∞(RN).

Далее введем определение ряда Фурье периодиче-

ской на бесконечности функции. Для этого введем в рас-

смотрение функции en : RN → C следующего вида

en(x) = e
i2π(

n1
ω1
x1+...+

nN
ωN

xN )
, n ∈ ZN , x ∈ RN .

Определение 5.4. Каноническим рядом Фурье функции

f ∈ Cω,∞(RN , X) будем называть ряд вида∑
n∈ZN

fn(x)en(x), x ∈ RN , (5.3)

где функции fn : RN → X, n ∈ ZN , определяются формулами

fn(x) =
1

ω1...ωN

∫
ΩN

f(x+ τ)e−n(x+ τ)dτ, x ∈ RN , n ∈ ZN , (5.4)

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции f.

Ясно, что если f ∈ Cω(RN , X), то fn(x) ≡ fn =

1
ω1...ωN

∫
ΩN

f(x)e−n(x)dx, x ∈ RN , n ∈ ZN , – обычные коэффициенты

Фурье функции f.

Определение 5.5. Обобщенным рядом Фурье функции

f ∈ Cω,∞(RN , X) называется любой ряд вида∑
n∈ZN

yn(x)en(x), x ∈ RN , (5.5)

где yn, n ∈ ZN , – такие функции из Cb,u(RN , X), для которых yn −
fn ∈ C0(RN , X), n ∈ ZN , а функции fn, n ∈ ZN , определяются

формулой (5.4).

Лемма 5.1. Канонические коэффициенты Фурье fn, n ∈ ZN ,
(определенные формулой (5.4)) являются медленно меняющимися

на бесконечности функциями, т.е. fn ∈ Csl,∞(RN , X), n ∈ ZN .
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Доказательство. Возьмем произвольный вектор α ∈ ωZN . Утвер-

ждение леммы напрямую следует из равенств fn(x + α) − fn(x) =

1
ω1...ωN

∫
ΩN

(S(α)f − f)(x+ τ)e−n(x+ τ)dτ, x ∈ RN , n ∈ ZN .

Непосредственно из определения 5.5 и леммы 5.1 следует, что

коэффициенты любого обобщенного ряда Фурье обладают свой-

ством: yn ∈ Csl,∞(RN , X), n ∈ ZN .

Теорема 5.1. (теорема аппроксимации) Для любой функции

f ∈ Cω,∞(RN , X) существует последовательность функций (f 0
n)

из C0(RN , X) такая, что

lim
n→∞

sup
x∈RN

‖f(x)−
∑

|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
fk(x)ek(x)−f 0

n(x)‖X = 0,

где fk, k ∈ ZN , – канонические коэффициенты Фурье функции f.

Уточнением теоремы 5.1 является следующая

Теорема 5.2. (теорема аппроксимации) Для любой функции

f ∈ Cω,∞(RN , X) и для любого ε > 0 существует последователь-

ность функций (f 0
n) из C0(RN , X) и последовательность функций

(yn) из Csl,∞(RN , X) такие, что

lim
n→∞

sup
x∈RN

‖f(x)−
∑

|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
yk(x)ek(x)−f 0

n(x)‖X = 0.

При этом каждая из функций yk (k ∈ ZN) эквивалентна функции

fk, определяемой формулой (5.4), и допускает продолжение на всю

комплексную плоскость до целой функции экспоненциального типа

не выше ε.

Определение 5.6. Будем говорить, что обобщенный ряд Фурье

f(x) ∼
∑
n∈Z

yn(x)en(x), x ∈ RN ,
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периодической на бесконечности функции f ∈ Cω,∞(RN , X) сходит-

ся к f относительно подпространства C0(RN , X), если существует

последовательность функций (f 0
n) из C0(RN , X) такая, что

lim
n→∞

sup
x∈RN

‖f(x)−
∑

|k|≤n,k∈ZN
yk(x)ek(x) + f 0

n(x)‖X = 0.

Важно отметить, что данное определение коррект-

но, т.е. сходимость не зависит от выбора обобщенно-

го ряда Фурье функции f. Это объясняется тем, что

yn − fn ∈ C0(RN , X), где fn, n ∈ ZN , – канонические коэффи-

циенты Фурье функции f, определяемые по формуле (5.4).
Определение 5.7. Модулем непрерывности на бесконечности

функции f ∈ Cb,u(RN , X) называется функция ω∞(·, f) : R+ → R+,

определенная формулой

ω∞(δ, f) = lim
µ→∞

sup
|t|≤δ,|τ |≥µ

‖f(t+ τ)− f(τ)‖X , δ ∈ R+.

Справедлива следующая
Теорема 5.3. Любой обобщенный ряд Фурье функции

f ∈ Cω,∞(RN , X) сходится к f относительно подпространства

C0(RN , X), если lim
n→∞

ω∞( 1
n , f) lnN n = 0.

Определение 5.8. Будем говорить, что функция

f ∈ Cω,∞(RN , X) имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, если

существует обобщенный ряд Фурье (5.5) этой функции такой, что∑
n∈ZN

‖yn‖∞ <∞.

Отметим также, что если функция f имеет абсолютно сходя-

щийся ряд Фурье, то ее канонический ряд Фурье сходится к f от-

носительно подпространства C0(RN , X). Однако канонический ряд

Фурье функции f может не быть абсолютно сходящимся, хотя функ-

ция имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье в смысле определе-

ния 5.8.
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Если X – банахова алгебра, то функции из Cω,∞(RN , X), имею-

щие абсолютно сходящийся ряд Фурье, образуют замкнутую подал-

гебру в Cω,∞(RN , X), обозначаемую символом Aω,∞(RN , X) (симво-

лом Aω,∞(RN), если X = C).

Одним из основных результатов диссертации является теоре-

ма 5.4, в которой теорема 2.5 (теорема Винера) распространяется на

функции из Aω,∞(RN , X).

Пусть X – банахова алгебра с единицей e.
Определение 5.9. Функцию f ∈ Cb(RN , X) назовем обратимой

относительно подпространства C0(RN , X) (или обратимой на бес-

конечности), если существует функция g ∈ Cb(RN , X) такая, что

fg− e, gf − e ∈ C0(RN , X), где e(x) ≡ e, x ∈ RN . Функцию g будем

называть обратной к f относительно подпространства C0(RN , X).

Отметим, что если g1, g2 – обратные к f ∈ Cb(RN , X) относи-

тельно подпространства C0(RN , X) функции, то g1−g2 ∈ C0(RN , X).

Теорема 5.4. Пусть X – банахова алгебра с единицей. Если

функция f ∈ Cω,∞(RN , X) обратима относительно подпростран-

ства C0(RN , X) и имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, то

любая обратная к ней относительно подпространства C0(RN , X)

функция имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье.
Для каждого i ∈ {1, ..., N} рассмотрим последовательность опе-

раторов (A
(i)
n ) из End Cb,u(RN , X) следующего вида

A(i)
n =

1

n

n−1∑
k=0

Si(kωi), n ≥ 1,

где операторы Si, i = 1, N определяются формулой (5.2). Отметим,

что ‖A(i)
n ‖ = 1, n ≥ 1, i = 1, N.

Далее, рассмотрим последовательность операторов (An) из

End Cb,u(RN , X) вида An = A
(1)
n · ... · A(N)

n , n ≥ 1. Отметим, что

‖An‖ = 1, n ≥ 1.
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Получен следующий критерий представимости периодической

на бесконечности функции в виде суммы периодической и убываю-

щей на бесконечности функций:
Теорема 5.5. Для того, чтобы функция f ∈ Cω,∞(RN , X)

была представима в виде f = f1 + f0, где f1 ∈ Cω(RN , X),

f0 ∈ C0(RN , X), необходимо и достаточно, чтобы в Cb,u(RN , X) су-

ществовал lim
n→∞

Anf.

2. О гармоническом анализе периодических

векторов и операторов

Пусть X – комплексное банахово пространство и

T : RN → End X – сильно непрерывное изометрическое пред-

ставление.

Пусть L1(RN) – банахова алгебра определенных на RN изме-

римых по Лебегу и суммируемых комплекснозначных функций со

сверткой функций в качестве умножения

(f ∗ g)(t) =

∫
RN

f(t− τ)g(τ)dτ, t ∈ RN , f, g ∈ L1(RN).

Банахово пространство X наделяется структурой банахова

L1(RN)−модуля с помощью формулы

fx =

∫
RN

f(s)T (−s)xds, x ∈ X , f ∈ L1(RN). (5.6)

Используемые далее понятия из спектральной теории модулей

можно найти в работах [1, 2, 10, 13, 26].

Преобразование Фурье f̂ : RN → C функции f ∈ L1(RN) зада-

ется формулой

f̂(λ) =

∫
RN

f(x)e−i(λ,x)dx, λ ∈ RN . (5.7)
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Определение 5.10. Спектром Бёрлинга вектора x ∈ X называ-

ется множество чисел Λ(x) из RN вида

Λ(x) = {λ0 ∈ RN : fx 6= 0 для любой функции f ∈ L1(RN),

для которой f̂(λ0) 6= 0}.
Из определения следует, что Λ(x) = RN\{µ0 ∈ RN :

существует функция f ∈ L1(RN) такая, что f̂(µ0) 6= 0 и fx = 0}.
В [21] была установлена связь между структурными свойства-

ми векторов из банаховых пространств и последовательностью их

приближений.

Банахово пространство Cb(RN , X) наделяется структурой бана-

хова L1(RN)− модуля (см. [1], [13]) с помощью операции свертки

(f ∗ x)(t) =

∫
RN

f(τ) (S(−τ)x) (t)dτ =

∫
RN

f(τ)x(t− τ)dτ =

=

∫
RN

f(t− τ)x(τ)dτ, t ∈ RN , (5.8)

где f ∈ L1(RN), x ∈ Cb(RN , X).

Отметим, что Cb,u(RN , X) является замкнутым подмодулем

Cb(RN , X), а структура банахова L1(RN)−модуля на нем задается

формулой (5.6), где X = Cb,u(RN , X) и T (t) = S(t), t ∈ RN .

Определение 5.11. Число λ0 ∈ Λ(x) отнесем к несущественно-

му спектру Λ0(x) функции x ∈ Cb(RN , X), если существует функ-

ция f ∈ L1(RN) такая, что f̂(λ0) 6= 0 и f∗x ∈ C0(RN , X).Множество

Λess(x) = Λ(x)\Λ0(x) назовем существенным спектром функции x.
Определение 5.12. Вектор x0 ∈ X назовем периодическим век-

тором периода ω ∈ RN
+ (относительно представления T ), если для

любого α ∈ ωZN справедливо равенство T (α)x0 = x0.

Множество периодических (периода ω) векторов обозначим че-

рез Xω = Xω(T ). Оно образует замкнутое подпространство в X , ин-
вариантное относительно операторов T (t), t ∈ RN .
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Теорема 5.6. Для того, чтобы вектор x0 ∈ X был периодиче-

ским периода ω ∈ RN
+ (т.е. x0 ∈ Xω), необходимо и достаточно,

чтобы имело место включение

Λ(x0) ⊂
(

2π

ω1
n1, ... ,

2π

ωN
nN

)
, n ∈ ZN . (5.9)

Доказательство. Необходимость. Если x0 ∈ Xω, то по определе-

нию T (α)x0−x0 = 0 для любого α ∈ ωZN . Тогда для любой функции

f ∈ L1(RN) из формулы (5.6) получаем, что для любого α ∈ ωZN

f(T (α)x0 − x0) =

∫
RN

f(τ)T (−τ)(T (α)x0 − x0)dτ =

=

∫
RN

f(τ)T (−τ + α)x0dτ − fx0 =

=

∫
RN

(T (α)f) (u)T (−u)x0du− fx0 = (T (α)f − f)x0 = 0.

Если λ0 /∈
(

2π
ω1
n1, ... ,

2π
ωN
nN

)
, n ∈ ZN , то рассмотрим функцию

f ∈ L1(RN) такую, что f̂(λ0) 6= 0. Тогда ĝ(λ0) = (ei(λ0,ω)− 1)f̂(λ0) 6=
0 для g = S(α)f − f ∈ L1(RN), α ∈ ωZN . Отсюда получаем, что

найдена функция g ∈ L1(RN) такая, что gx = (S(α)f − f)x = 0

и ĝ(λ0) 6= 0. Из определения 5.10 следует, что λ0 /∈ Λ(x0). Таким

образом, доказано включение (5.9).

Достаточность. Пусть теперь для Λ(x0) выполнено (5.9). Возь-

мем произвольный вектор α ∈ ωZN и рассмотрим вектор

y0 = T (α)x0 − x0. Если функция f ∈ L1(RN) такова, что suppf̂ –

компакт, то из свойства 3 леммы 1.1 следует, что Λ(fy0) ⊂ suppf̂ ∩
Λ(y0) ⊂ suppf̂ ∩ Λ(x0) ⊂ suppf̂ ∩

(
2π
ω1
n1, ... ,

2π
ωN
nN

)
, n ∈ ZN .

Из доказательства теоремы 1 в [1] и теоремы 3.2.7 в [10] следует,

что вектор fx0 представим в виде

fx0 = x1 + ...+ xN ,
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где Λ(xj) =
{

2π
ωj
kj

}
, T (t)xj = ek(t)xj = e

i2π(
k1
ω1
t1+...+

kN
ωN

tN )
xj, k ∈ ZN ,

t ∈ RN , 1 ≤ j ≤ N.

Тогда fy0 = f(T (α)x0 − x0) = (T (α)− I)fx0 = 0.

Отметим, что поскольку множество функций из L1(RN), име-

ющих преобразование Фурье с компактным носителем, плотно в X ,
и L1(RN)−модуль X невырожден (см. свойство 1 в лемме 1.1), то

T (ω)x0 − x0 = 0. Следовательно, x0 ∈ Xω.

Из равенств T (t + ω)x − T (t)x = T (t)(T (ω)x − x) = 0,

t ∈ RN , справедливых для любого x ∈ Xω, следует, что функция

ϕx : RN → X , ϕx(t) = T (t)x, является непрерывной периодической

функцией. Рассмотрим ее ряд Фурье

ϕx(t) ∼
∑
n∈ZN

xnen(t), t ∈ RN ,

где

xn =
1

ω1...ωN

∫
ΩN

T (τ)xe−n(τ)dτ, n ∈ ZN . (5.10)

Определение 5.13. Ряд ∑
n∈ZN

xn (5.11)

назовем рядом Фурье вектора x ∈ Xω, а векторы xn, n ∈ ZN , –
коэффициентами Фурье вектора x.

Если ряд Фурье вектора x ∈ X абсолютно сходится, т.е. выпол-

нено условие
∑
n∈ZN

‖xn‖ <∞, то справедливо равенство x =
∑
n∈ZN

xn.

Лемма 5.2. Для любой функции f ∈ L1(RN) и x ∈ Xω вектор

fx ∈ Xω и имеет ряд Фурье вида fx ∼
∑
k∈ZN

f̂
(

2πk1
ω1
, ..., 2πkN

ωN

)
xk.

Доказательство. Непосредственно из формулы (5.6) следует, что

fx ∈ Xω. Далее вектор fx обозначим через y. Для коэффици-

ентов Фурье периодического вектора y из формулы (5.10) имеем
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yk = 1
ω1...ωN

∫
ΩN

T (τ)(fx)e−k(τ)dτ. Используя формулы (5.6) и (5.7) и

меняя порядок интегрирования, получаем следующую цепочку ра-

венств:

yk =
1

ω1...ωN

∫
ΩN

T (τ)

∫
RN

f(s)T (−s)xds

 e−k(τ)dτ =

=
1

ω1...ωN

∫
ΩN

∫
RN

f(s)T (τ − s)xds

 e−k(τ)dτ =

=

∫
RN

f(s)

 1

ω1...ωN

∫
ΩN

T (τ − s)xe−k(τ)dτ

 ds =

=

∫
RN

f(s)

 e−k(s)

ω1...ωN

∫
ΩN

T (t)xe−k(t)dt

 ds =

∫
RN

f(s)xke−k(s)ds =

= f̂

(
2πk1

ω1
, ...,

2πkN
ωN

)
xk.

Отметим работы [1] и [2], в которых многие классические ре-

зультаты теории рядов Фурье для периодических функций обобща-

лись на векторы из банаховых пространств, в которых действует

однопараметрическая группа операторов.

Подпространство Xω периодических векторов и утвержде-

ния следующей леммы фактически рассматривались в [46, теоре-

ма 16.7.2]. Из указанных источников следует
Лемма 5.3. Пусть x ∈ Xω. Тогда операторы

Pnx =
1

ω1...ωN

∫
ΩN

T (τ)xe−n(τ)dτ, n ∈ ZN ,

являются проекторами, xn = Pnx, n ∈ ZN , – коэффициенты Фурье

вектора x, T (t)Pn = en(t)Pn, t ∈ RN , n ∈ ZN , и ‖Pn‖ = 1, если

Pn 6= 0.
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Лемма 5.4. Для любого x ∈ Xω справедливо соотношение

lim
|n|→∞

‖xn‖ = 0,

где xn, n ∈ ZN , – коэффициенты Фурье вектора x.

Доказательство. Возьмем произвольный вектор x из множества

D = D(A2
1...A

2
N), где Ai, i = 1, N, - генератор ("infinitesimal

generator"в [54]) полугруппы операторов Ti : R→ End X , i = 1, N.

Тогда для коэффициентов Фурье xn, n ∈ ZN , вектора x, для кото-

рых n1...nN 6= 0, имеют место следующие оценки:

‖xn‖ = ‖ 1

ω1...ωN

∫
ΩN

T (τ)xe−n(τ)dτ‖ =

= ‖ 1

ω1...ωN

ω1∫
0

...

ωN∫
0

T1(τ1)...TN(τN)xe−i
2πn1
ω1

τ1...e
−i 2πnNωN

τNdτ1...dτN‖ =

= ‖ 1

ω1...ωN

ω1∫
0

...

ωN∫
0

T1(τ1)...TN(τN)A2
Nx

ω2
N

4π2n2
N

e
−i 2πn1

ω1
τ1 ...e

−i 2πnN
ωN

τNdτ1...dτN‖ =

= ‖ ω1...ωN
4Nπ2Nn2

1...n
2
N

ω1∫
0

...

ωN∫
0

T1(τ1)...TN(τN)A2
1...A

2
Nxe

−i 2πn1
ω1

τ1 ...e
−i 2πnN

ωN
τNdτ1...dτN‖ ≤

≤ ω1...ωN
(4π2)N

‖A2
1...A

2
Nx‖

n2
1...n

2
N

,

т.е. lim
|n|→∞

‖xn‖ = 0. Поскольку D плотно в Xω, то свойство

lim
|n|→∞

‖xn‖ = 0 верно для любого x ∈ Xω.

Определение 5.14. Функция ω(·, x) : R+ → R+,

ω(δ, x) = sup
|t|≤δ
‖T (t)x− x‖, x ∈ X , называется модулем непрерывно-

сти вектора x.
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Теорема 5.7. Для любого x ∈ Xω с рядом Фурье вида (5.11)

справедливо равенство

lim
n→∞
‖x−

∑
|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
xk‖ = 0.

Доказательство. Возьмем произвольный периодический вектор

x ∈ Xω. Рассмотрим функции fn ∈ L1(RN) следующего вида:

fn(h) =
N∏
i=1

f (i)
n (hi), h ∈ RN , n ∈ N,

где

f (i)
n (t) =

ωi
4π4t2(n+ 1)

sin2 (n+ 1)πt

ωi
, t ∈ R, n ∈ N, i = 1, N.

Отметим, что преобразование Фурье данных функций имеет вид

f̂ (i)
n (λ) =

{
1− ωi|λ|

2π(n+1) , |λ| ≤ 2π(n+1)
ωi

,

0 , |λ| > 2π(n+1)
ωi

, λ ∈ R, n ∈ N, i = 1, N.

Тогда

f̂ (i)
n (

2πki
ωi

) =

{
1− |ki|

n+1 , |ki| ≤ n+ 1,

0 , |ki| > n+ 1, ki ∈ Z, n ∈ N, i = 1, N.

Из леммы 5.2 следует, что свертка функции fn с вектором x опре-

деляется равенством

fnx =
∑

|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
xk, n ∈ N.

Тогда имеет место оценка

‖x−
∑

|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
xk‖ = ‖x− fnx‖ =
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= ‖
∫
RN

fn(τ)xdτ−
∫
RN

fn(τ)T (−τ)xdτ‖ = ‖
∫
RN

fn(τ) (x− T (−τ)x) dτ‖ ≤

≤ ‖
∫

∆n

fn(τ)ω(δn, x)dτ‖+ 2‖x‖‖
∫

RN\∆n

fn(τ)dτ‖ ≤

≤ ω(δn, x)

∫
∆n

fn(τ)dτ + 2‖x‖
∫

RN\∆n

fn(τ)dτ ≤

≤ ω(δn, x)

∫
RN

fn(τ)dτ+
2‖x‖

(4π4(n+ 1))N

∫
RN\∆n

N∏
i=1

ωi
τ 2
i

sin2 (n+ 1)πτi
ωi

dτ ≤

≤ ω(δn, x) +
2‖x‖

(4π4(n+ 1))N

N∏
i=1

∫
|τi|≥δn

ωidτi
τ 2
i

≤

≤ ω(δn, x) +
2N+1ω1 · ... · ωN‖x‖

(4π4(n+ 1)δn)N
→ 0, n→∞,

где ∆n = {t ∈ RN : |t| ≤ δn}, для любой последова-

тельности {δn}∞n=0, удовлетворяющей условиям lim
n→∞

δn = 0 и

lim
n→∞

(n+ 1)δn =∞.

Теорема 5.8. Если x ∈ Xω, то

‖x−
∑

|k|≤n,k∈ZN
xk‖ ≤ Const ω(

1

n
, x) lnN n, n ∈ N. (5.12)

В частности, ряд Фурье вектора x сходится к x, если

lim
n→∞

ω( 1
n , x) lnN n = 0.

Доказательство. Из [18, стр.198] вытекает следующая оценка

‖x−
∑

|k|≤n,k∈ZN
xk‖ ≤ (Ln + 1)En[x], (5.13)

где Ln, n ≥ 1, - константы Лебега, для которых выполнено (см. [18,

стр.115]) условие

Ln = 4π−2 lnn+O(1) ' 4π−2 lnn при n→∞, (5.14)
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а En[x], n ≥ 1, - наилучшее приближение вектора x тригонометри-

ческими полиномами порядка n.

Неравенство (5.13) показывает, что такое приближение вектора

x не более чем в Ln + 1 раз хуже наилучшего.

Для дальнейших оценок требуются оценки для En[x], n ≥ 1.

Рассмотрим функцию f ∈ L1(RN) вида f(t) =
N∏
i=1

fi(ti), t ∈ RN ,

где функции fi ∈ L1(R), i = 1, N, обладают следующими свойства-

ми:

1) f̂i(0) = 1, f̂i(λ) = f̂i(−λ), λ ∈ R;

2) suppf̂i ⊂ [−1, 1];

3) fi ≥ 0;

4)
∫
R
|τ |fi(τ)dτ = Mi <∞, i = 1, N.

Отметим, что третье свойство нужно лишь для удобства дока-

зательства, первое свойство позволяет обойтись и без него.

Пусть M = max
i=1,N

Mi. Возьмем произвольное α > 0 и введем

обозначение fα(t) = αN
N∏
i=1

fi(αti), t ∈ RN . Тогда имеет место следу-

ющая оценка

Eα[x] ≤ ‖x− fαx‖ = ‖
∫
RN

(T (−τ)x− x)fα(τ)dτ‖ ≤

≤
∫
RN

‖T (−τ)x− x‖fα(τ)dτ =

∫
|τ |≤α

‖T (−τ)x− x‖fα(τ)dτ+

+

∫
|τ |≥α

‖T (−τ)x− x‖fα(τ)dτ ≤ ω(
1

α
, x)

∫
|τ |≤α

fα(τ)dτ+

+

∫
|τ |≥α

‖T1(−τ1)...TN(−τN)x− x‖fα(τ)dτ ≤ ω(
1

α
, x)

∫
|τ |≤α

fα(τ)dτ+

+

∫
|τ1|≥α

...

∫
|τN |≥α

(‖T1(−τ1)...TN(−τN)x−T1(−τ1)...TN−1(−τN−1)x‖+...+
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+‖T1(−τ1)T2(−τ2)x− T1(−τ1)x‖+ ‖T1(−τ1)x− x‖)fα(τ1, ..., τN)dτ1...dτN ≤

≤ ω(
1

α
, x)

N + 1 +

∫
|τ1|≥α

...

∫
|τN |≥α

α (|τ1|+ ...+ |τN |) fα(τ1, ..., τN)dτ1...dτN

 ≤

≤ ω(
1

α
, x)

N + 1 +
N∑
k=1

∫
|τ1|≥α

...

∫
|τN |≥α

α|τk|αN
N∏
i=1

fi(αti)dτ1...dτN

 ≤
≤ ω(

1

α
, x)

N + 1 +
N∑
k=1

Mk

N∏
i=1,i6=k

∫
|t|≥α

fi(t)dt

 ≤ Const ω(
1

α
, x).

Из последней оценки с использованием (5.13) и (5.14) получаем

требуемую оценку (5.12).

Наряду с изометрическим (не обязательно периодическим)

представлением T : R → End X рассмотрим представление

T̃ : RN → End (End X ), T̃ (t)A = T (t)AT (−t), t ∈ RN , A ∈ End X .
Определение 5.15. Оператор A ∈ End X назовем периодиче-

ским (относительно представления T̃ ) периода ω ∈ RN
+ , если

T̃ (ω)A = T (−ω)AT (ω) = A,

(т.е. оператор A перестановочен с оператором T (ω)) и функция t 7→
T (t)AT (−t) : RN → End X непрерывна в равномерной операторной

топологии.
Множество ω−периодических операторов образует замкнутую

подалгебру EndωX = (End X )ω из алгебры End X .
В соответствии с определением 5.12 рассмотрим ряд Фурье

A ∼
∑
n∈ZN

An (5.15)

оператора A относительно представления T̃ , где

An =
1

ω1...ωN

∫
ΩN

T (τ)AT (−τ)en(τ)dτ, n ∈ ZN .
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В статье [53] было введено понятие ряда Фурье для операторов,

действующих в алгебре периодических функций C2π(R). Концепция

рядов Фурье периодических операторов рассматривалась в [2, 7, 9,

10].

В работах [8, 50] была установлена
Теорема 5.9. Пусть A ∈ EndωX – ω−периодический непре-

рывно обратимый оператор с абсолютно сходящимся рядом Фу-

рье (5.15). Тогда обратный оператор B = A−1 также является

ω−периодическим и его ряд Фурье A−1 ∼
∑
n∈ZN

Bn также абсолют-

но сходится.

3. Доказательства основных теорем

В дальнейшем символом X обозначается банахова алгеб-

ра с единицей, символом X обозначается фактор-пространство

Cω,∞(RN , X)/C0(RN , X), которое является банаховым простран-

ством с нормой ‖x̃‖ = inf
y∈x+C0(RN ,X)

‖y‖, где x̃ = x + C0(RN , X) –

класс эквивалентности, содержащий функцию x.

Отметим, что банахово пространство X становится банаховой

алгеброй, если умножение вводится следующим образом

x̃ỹ = x̃y, x̃, ỹ ∈ X . (5.16)

В фактор-пространстве Cb,u(RN , X)/C0(RN , X) коррект-

но определяется сильно непрерывная группа изометрий

S̃ : RN → End(Cb,u(RN , X)/C0(RN , X)), действующая по прави-

лу

S̃(h)x̃ = S̃(h)x, h ∈ RN , x̃ ∈ Cb,u(RN , X)/C0(RN , X), (5.17)

где S(h)x – сдвиг функции x на вектор h, определяемый формулой

(5.1).
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Структура банахова L1(RN)−модуля на Cb,u(RN , X)/C0(RN , X)

((Cω,∞(RN , X)/C0(RN , X) в частности) наделяется формулой

fx̃ =

∫
RN

f(τ)S̃(−τ)x̃dτ, f ∈ L1(RN), x̃ ∈ Cb,u(RN , X)/C0(RN , X).

(5.18)

Непосредственно из определения представления

S̃ : RN → End Cb,u(RN , X)/C0(RN , X) следует, что S̃(ω)x̃ = x̃,

x̃ ∈ Cb,u(RN , X)/C0(RN , X). Таким образом, функция

t 7→ S̃(t)x̃ : RN → X является непрерывной и ω−периодической,
т.е. она принадлежит банахову пространству Cω(RN ,X ). Следова-

тельно, имеет место

Лемма 5.5. Функция x ∈ Cb,u(RN , X) является

ω−периодической на бесконечности тогда и только тогда,

когда класс эквивалентности x̃ = x + C0(RN , X) являет-

ся ω−периодическим вектором относительно представления

S̃ ∈ End Cb,u(RN , X)/C0(RN , X).

Доказательства теорем 5.1, 5.2 и 5.3 следуют из леммы 5.5 и тео-

рем 5.7 и 5.8, где в качестве пространства Xω взято пространство

Cω,∞(RN , X)/C0(RN , X).

Доказательство теоремы 5.4. Пусть функция a ∈ Cω,∞(RN , X)

обратима на бесконечности и b ∈ Cω,∞(RN , X) – одна из

обратных к a (относительно подпространства C0(RN , X))

функций. Следовательно, ãb̃ = b̃ã = ẽ – единица алгебры

Cb,u(RN , X)/C0(RN , X). Рассмотрим оператор

A ∈ End Cb,u(RN , X)/C0(RN , X) вида

Ax̃ = ãx̃, x̃ ∈ Cb,u(RN , X).

Этот оператор является ω−периодическим относи-

тельно представления S̃ ∈ End Cb,u(RN , X)/C0(RN , X),
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и коэффициенты An, n ∈ ZN , его ряда Фурье

A ∼
∑
n∈ZN

An относительно представления S̃ имеют вид

Anx̃ = ãnx̃, x̃ ∈ Cb,u(RN , X), где an ∈ Csl,∞(RN , X),

n ∈ ZN , – канонические коэффициенты Фурье функ-

ции a. Поскольку ‖ãn‖ = inf
x0∈C0(RN ,X)

‖an + x0‖, то ряд∑
n∈ZN

‖An‖ =
∑
n∈ZN

‖ãn‖ абсолютно сходится. Оператор

A непрерывно обратим, и обратный к нему оператор

B = A−1 ∈ End Cb,u(RN , X)/C0(RN , X), имеет вид Bx̃ = b̃x̃. В

силу теоремы 5.9 оператор B также является ω−периодическим
относительно представления S̃ и его ряд Фурье B ∼

∑
n∈ZN

Bn также

абсолютно сходится.

Поскольку Bnx̃ = b̃nx̃, x̃ ∈ Cb,u(RN , X)/C0(RN , X), где b̃n,

n ∈ ZN , – коэффициенты Фурье класса b̃, и ‖Bn‖ = ‖b̃n‖, то∑
n∈ZN

‖Bn‖ =
∑
n∈ZN

‖b̃n‖ < ∞. Откуда получаем абсолютную сходи-

мость ряда Фурье функции b. �

Доказательство теоремы 5.5. Необходимость. Пусть функция

f ∈ Cω,∞(RN , X) представима в виде f = f1+f0, где f1 ∈ Cω(RN , X),

f0 ∈ C0(RN , X). Тогда An(f1 + f0) = f1 + Anf0, n ≥ 1. Поскольку

f0 ∈ C0(RN , X), то lim
n→∞

Anf0 = 0, и, следовательно, lim
n→∞

Anf = f1.

Достаточность. Пусть для некоторой функции f ∈ Cω,∞(RN , X)

существует предел lim
n→∞

Anf = y. Покажем, что f представима в

виде f = f1 + f0, где f1 ∈ Cω(RN , X), f0 ∈ C0(RN , X).

Покажем, что y ∈ Cω(RN , X). Для этого возьмем произвольный

вектор α ∈ ωZn и покажем, что S(α)y − y = 0.

Отметим, что для любого 1 ≤ i ≤ N справедливы равенства

Si(ωi)y − y = lim
n→∞

(
1

n
Si(ωi)

n−1∑
k=0

Si(kωi)x−
1

n

n−1∑
k=0

Si(kωi)x

)
=
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= lim
n→∞

(
1

n

n−1∑
k=0

Si((k + 1)ωi)x−
1

n

n−1∑
k=0

Si(kωi)x

)
=

= lim
n→∞

(
1

n
(Si(nωi)x− x)

)
= 0.

Отсюда получаем справедливость следующей цепочки равенств

S(α)y − y = S(n1ω1, n2ω2, ..., nNωN)y − y =

= S(n1ω1, n2ω2, ..., nNωN)y ± S(0, n2ω2, ..., nNωN)y±

±S(0, 0, ..., nNωN)y ± ...± S(0, ..., 0)y − y =

= (S(α)y − S1(−n1ω1)S(α)y) + (S1(−n1ω1)S(α)y−

−S2(−n2ω2)S1(−n1ω1)S(α)y) + ...+ (S(0, ..., 0)y − y) = 0.

Итак, было доказано, что функция y является периодической,

т.е. y ∈ Cω(RN , X), откуда вытекает, что Any = y для любого n ≥ 1.

Обозначив f − y = f0 ∈ Cω,∞(RN , X), получим следующую цепочку

равенств:

lim
n→∞

Anf0 = lim
n→∞

An(f − y) = lim
n→∞

(Anf − y) = lim
n→∞

Anf − y = 0.

(5.19)

По функции f0 построим класс f̃0 ∈ X , который в силу

леммы 5.5 является ω−периодическим вектором в пространстве

X = Cω,∞(RN , X)\C0(RN , X), т.е. f̃0 ∈ Xω. Наряду с операторами

An, n ≥ 1, рассмотрим последовательность операторов (Ãn), n ≥ 1,

из End X вида Ãn = Ã
(1)
n · ... · Ã(N)

n , где Ã(i)
n = 1

n

N−1∑
k=0

S̃i(kωi),

i = 1, N, n ≥ 1. Тогда Ãnf̃0 = f̃0 для любого n ≥ 1. С другой сторо-

ны, из (5.19) следует справедливость равенства lim
n→∞

Ãnf̃0 = 0̃, отку-

да непосредственно получаем, что f̃0 = 0̃. А значит f0 ∈ C0(RN , X),

т.е. функция f представима в виде f = y + f0, где y ∈ Cω(RN , X),

f0 ∈ C0(RN , X). �
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