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Введение

Актуальность работы.

Разработанные в последние два десятилетия методы лазерного охлажде

ния атомов до сверхнизких температур заложили основу новейшего направле

ния в теоретической и экспериментальной физике атомов и молекул, направлен

ного на прецизионные исследования фундаментальных характеристик атомных

частиц. Начавшееся более сорока лет назад изучение ридберговских состояний

атомов приобрело новые возможности для получения и контроля сильно воз

бужденных атомных частиц. Возможность локализации частиц в оптических

решетках позволила существенно повысить точность измерений спектральных

свойств изолированных атомов и создать на их основе ультрапрецизионные

стандарты частоты и времени.

В настоящее время ансамбли ультрахолодных ридберговских атомов рас

сматриваются как наиболее перспективные кандидаты на создание устройств

для обработки квантовой информации [1–12]. Поэтому важной теоретической

задачей является описание взаимодействия между сильно возбужденными ато

мами. В частности, такое описание необходимо для реализации квантовой ло

гической операции CNOT, которая основана на явлении дипольной блокады

процесса возбуждения заданных состояний ридберговских атомов, связанная

со сдвигом ридберговского уровня относительно резонанса с возбуждающим

лазером. В первой и второй главах настоящей диссертации разработаны ме

тоды и представлены результаты количественных расчетов наиболее важных

характеристик межатомного взаимодействия атомов в сильно возбужденных

ридберговских состояниях.

Поскольку ридберговские атомы очень чувствительны к внешним полям,

другой важной задачей является изучение их взаимодействия со сверхслабыми

полями, например с остаточными полями лабораторной аппаратуры, а также с

полем теплового излучения. Такое взаимодействие приводит к сдвигам и уши
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рениям ридберговских уровней вклад в которые вносят, в частности, индуци

рованные излучением абсолютно черного тела процессы вынужденного ради

ационного распада, возбуждения и ионизации, а также процессы спонтанного

распада. Знание количественных характеристик термоиндуцированных сдвигов

и уширений требуется для прецизионного измерения и контроля тепловых эф

фектов в атомных спектрах (ридберговский термометр [13]), необходимых для

повышения точности стандартов частоты и времени на нейтральных атомах в

оптических решетках. В третьей главе исследованы радиационные свойства рид

берговских атомов в циркулярных состояниях с максимальными значениями

орбитального и магнитного квантовых чисел. Получены аналитические выра

жения для амплитуд дипольных переходов в состояния дискретного и непрерыв

ного спектров, необходимые, в частности, для определения сдвига и уширения

ридберговских уровней излучением черного тела.

В настоящее время наилучшие результаты по созданию оптических стан

дартов частоты и времени на холодных атомах и ионах были достигнуты с

относительной погрешностью измерений на уровне 10−17 − 10−18 [14–27]. Од

нако дальнейшее увеличение точности оптических стандартов наталкивается

на ряд фундаментальных ограничений, связанных, в частности с влиянием из

лучения абсолютно черного тела. С другой стороны, достижение погрешности

воспроизведения единиц измерения времени и частоты на уровне 10−17 - 10−18

требует оценки влияния эффектов высших порядков во взаимодействии атомов

с полем оптической решетки на сдвиг частоты часового перехода. В четвертой

главе исследованы свойства и определены стратегии создания и операционного

управления стандартом частоты на атомах магния в оптической решетке.

Целью диссертации является теоретическое исследование ван-дер-вааль

совского взаимодействия щелочных атомов в ридберговских состояниях, иссле

дованию радиационных свойств ридберговских атомов в циркулярных состоя

ниях и систематическому учету неопределенностей, индуцируемых нелинейно

оптическими, мультипольными и ангармоническими эффектами в стандартах
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частоты на нейтральных атомах магния в оптических решетках. Для достиже

ния поставленной цели сформулированы следующие задачи:

∙ Расчет энергии ван-дер-ваальсова взаимодействия для щелочных атомов

в ридберговских состояниях.

∙ Определение условий проявления ферстеровских резонансов в энергии

межатомного взаимодействия.

∙ Исследование радиационных свойств циркулярных ридберговских состоя

ний атомов.

∙ Оценка влияния нелинейных и недипольных эффектов взаимодействия

атомов магния с полем оптической решетки на неопределенность частоты

часового перехода.

Научная новизна. В диссертационной работе и публикациях по теме

диссертации впервые представлены расчеты энергии ван-дер-ваальсова взаимо

действия щелочных атомов в ридберговских состояниях для произвольных зна

чений главных квантовых чисел и произовольных ориентаций оси квантования

относительно межатомной оси. Для неприводимых компонент тензора Ван-дер

Ваальса получены асимптотические зависимости от главного квантового числа

и предложены полиномиальные формулы для их упрощенных оценок. Опреде

лены области межатомных расстояний, на которых будет проявляться резонанс

Ферстера. Аналитически получены асимптотики для сечений фотоионизации

атомов из циркулярных ридберговских состояний. Получены количественные

характеристики влияния нелинейных и недипольных эффектов взаимодействия

атомов магния с полем оптической решетки на неопределенность частоты часо

вого перехода.

Практическая значимость. Результаты диссертации могут быть исполь

зованы для проектирования и разработки квантовых логических элементов.

Оценки эффектов высших порядков во взаимодействии атомов с излучением
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оптической решетки, будут востребованы для разработки стандартов частоты

и времени нового поколения. Результаты диссертации целесообразно использо

вать в научно-исследовательских организациях и центрах, занимающихся изу

чением сильно охлажденных атомов, в том числе атомов в ридберговских со

стояниях и в оптических решетках: Институт лазерной физики СО РАН, Ин

ститут физики полупроводников им. А. В. Ржанова СО РАН, Физический ин

ститут им. П.Н.Лебедева РАН, Всероссийский научно-исследовательский ин

ститут физико-технических и радиотехнических измерений, Санкт-Петербург

ский государственный университет, Национальный исследовательский ядерный

университет «МИФИ». Работа была выполнена при поддержке Министерства

образования и науки РФ в рамках Госзадания № 3.1761.2017/4.6.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Разложение на неприводимые тензорные компоненты постоянной Ван-дер

Ваальса для атомов щелочных металлов в ридберговских состояниях с

малыми орбитальными моментами и произвольными главными квантовы

ми числами. Асимптотические полиномиальные аппроксимации для ком

понент тензора Ван-дер-Ваальса ридберговских S-, P-, D- и F-состояний

атомов рубидия.

2. Определение областей межатомных расстояний для ферстеровского резо

нансного дисперсионного взаимодействия ридберговских атомов, на кото

рых зависимость от расстояния вида 1/𝑅6 превращается в зависимость

вида 1/𝑅3.

3. Аналитические выражения для сечения ионизации циркулярных ридбер

говских состояний с произвольными главными квантовыми числами.

4. Количественные характеристики неопределенности частоты оптического

стандарта на атомах магния, индуцируемой нелинейными, недипольны

ми и ангармоническими эффектами взаимодействия с полем оптической
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решетки.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались

на следующих конференциях:

∙ ICONO/LAT 2013 conference, Moscow, Russia, 18-22 June, 2013.

∙ XXКонференция по фундаментальной атомной спектроскопии (ФАС-XX),

Воронеж, 23–27 сентября 2013.

∙ CEPAS 2014 6th Conference on Elementary Processes in Atomic Systems,

Bratislava, Slovakia, 9-12 July 2014.

∙ IFCS-EFTF Joint Conference of the IEEE International Frequency Control

Symposium and European Frequency and Time Forum, Denver, USA, 12-16

April, 2015.

∙ XXV Съезд по спектроскопии, Троицк, Москва, 3-7 октября 2016.

∙ Физика ультрахолодных атомов, Новосибирск, 19-21 декабря 2016.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 14 печатных ра

ботах [28–41], из них 6 статей в рецензируемых журналах [28–33] и 8 тезисов

докладов конференций [34–41].

Личный вклад автора. Практически все результаты расчетов, представ

ленные в диссертации, получены лично автором. Подготовка к публикации по

лученных результатов проводилась совместно с соавторами, причем вклад авто

ра был существенным. Содержание диссертации отражает личный вклад автора

в опубликованные работы.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

4 глав, заключения и библиографии. Общий объем диссертации 100 страниц,

из них 80 страниц текста, включая 12 рисунков и 2 таблицы. Библиография

включает 88 наименований на 12 страницах. Атомные единицы 𝑒 = 𝑚 = ~ = 1

используются в диссертации, если не указано иное.
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Глава 1

Дисперсионное взаимодействие атомов в

ридберговских состояниях

При отсутствии внешних полей, энергия взаимодействия между двумя

нейтральными атомами 𝐴 и 𝐵, находящихся на расстоянии 𝑅, которое значи

тельно превышает полную линейную размерность взаимодействующих атомов

𝑅𝐿𝑅 = 2
(︀
⟨𝑟2𝐴⟩1/2 + ⟨𝑟2𝐵⟩1/2

)︀
(радиус Леруа [42]), подчиняется закону Ван-дер

Ваальса:

Δ𝐸𝑣𝑑𝑊 = −𝐶6

𝑅6

где постоянный коэффициент 𝐶6 может быть определен по теории возмущений

второго порядка для диполь-дипольного взаимодействия атомов. Если можно

принебречь спиновыми эффектами, то постоянная Ван-дер-Ваальса 𝐶6(𝑛S) для

пары водородоподобных атомов в 𝑛S-состояниях является скалярным числом,

зависящим от энергий и матричных элементов дипольных переходов между S-

и P-состояниями (см. например [43]):

𝐶6(𝑛S) = 6
∑︁
𝑛1,𝑛2

|⟨𝑛1P|𝑑𝑧|𝑛S⟩|2|⟨𝑛2P|𝑑𝑧|𝑛S⟩|2

𝐸𝑛1P + 𝐸𝑛2P − 2𝐸𝑛S
. (1.1)

где суммирование производится по полному набору двухатомных состояний

|𝑛1P⟩|𝑛2P⟩, включая интегрирование по состояниям континуума |𝜀1P⟩|𝜀2P⟩ обо

их атомов с положительными энергиями 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0.

Распределение энергий P-состояний 𝐸𝑛1(2) P, как выше, так и ниже энер

гии 𝑛S-состояния делает расчет двукратной суммы в (1.1) довольно сложным.

Слагаемые с ближайшими к 𝑛 значениями 𝑛1 и 𝑛2 могут иметь наибольшие ве

личины, но различные знаки. Сумма таких слагаемых в (1.1) может оказаться

на один или несколько порядков меньше по абсолютной величине каждого из

них, что может привести к сокращению значащих цифр и уменьшению точно
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сти результата численного расчета.

Для состояний с ненулевым угловым моментом постоянная 𝐶6 является

тензорной величиной [44], зависящей от магнитных квантовых чисел, и, сле

довательно, от ориентации оси квантования и межатомной оси, определяемых

единичными векторами a и n соответственно (см. Рисунок 1.1). В атомах тя

желых щелочных металлов Rb и Cs тензорные свойства 𝐶6 могут возникать и

в 𝑛 2S1/2 состояниях из-за значительного расщепления тонкой структуры меж

ду 𝑛1(2)
2P𝐽 состояниями с полными моментами 𝐽 = 1/2 и 𝐽 = 3/2, которые

должны появиться в правой части уравнения (1.1) и определяют двухосевую

(двухвекторную) компоненту 𝑅𝑎𝑎 тензора 𝐶6.

Экспериментальные исследования зависимости межатомного взаимодей

ствия от ориентации межатомной оси были выполнены в [45] для атомов Rb

в состояниях 32D с использованием постоянного электрического поля, обеспе

чивающего резонансный обмен энергией с состояниями противоположной четно

сти 34(33)P и 𝑛 = 30(31) из набора вырожденных водородоподобных состояний

с орбитальными моментами 𝑙 от 5 до 𝑛− 1.

n R=nRA

θ

a

B

Рис. 1.1. Межатомное взаимодействие атомов 𝐴 и 𝐵, находящихся в одинаковых ридбергов

ских состояниях, разделенных радиус-вектором R = n𝑅. Единичный вектор n направлен из

𝐴 в 𝐵 под углом 𝜃 к единичному вектору a оси квантования для полного момента JA(B).

Основным объектом Глав 1-2 данной диссертации является взаимодействие

Ван-дер-Ваальса между двумя ридберговскими атомами в одинаковых состо
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яниях. Это взаимодействие может сдвигать ридберговские уровни, нарушая

условие резонанса с лазерным возбуждающим излучением, тем самым запре

щая одновременное возбуждение соседних атомов [46]. Этот эффект, называ

емый в литературе ”дипольная блокада”, может быть полезен для квантовой

обработки информации (см., например [2] и ссылки в ней). Сдвиг ридбергов

ского состояния |𝑛𝑙𝐽𝑀⟩ в основном определяется константой 𝐶6, которая для

сильно возбужденных состояний (обычно для 𝑛 > 20) пропорциональна 𝑛11.

Главный вклад в 𝐶6 дают состояния в правой части уравнения (1.1) с ближай

шими к 𝑛 значениями главных квантовых чисел 𝑛1, 𝑛2, которым соответствуют

наименьшие разности энергии 𝛿 = 𝐸𝑛1
+ 𝐸𝑛2

− 2𝐸𝑛 в знаменателях и ниболь

шие значения матричных элементов дипольных переходов в числителях. В этом

случае так называемого ”резонанса Ферстера” взаимодействие между атомами

может трансформироваться из обычного закона Ван-дер-Ваальса −𝐶6/𝑅
6 в ди

поль-дипольное взаимодействие вида 𝐶3/𝑅
3, которое проявляется, несмотря на

явное отсутствие постоянных электродипольных моментов в атомах. Эта ситу

ация весьма похожа на резонанс для межатомной восприимчивости атомов в

основных состояниях, которая зависит от частоты: постоянная 𝐶6 также может

усиливаться лазерным излучением с частотой, соответствующей двухатомно

му резонансу на состояниях с противоположной четностью [47], по аналогии с

эффектом резонанса Ферстеровского типа между ридберговскими состояниями

противоположной четности |𝑛p𝑛p⟩−|𝑛s𝑛′f⟩ вызываемое диполь-квадрупольным

взаимодействием для ультрахолодных атомов цезия [48].

Состояния с большими орбитальными моментами 𝑙 > 4 в многоэлектрон

ных атомах являются аналогичными вырожденным состояниям атома водоро

да. Эти состояния могут быть представлены как суперпозиции состояний с мо

ментами от 𝑙 = 5 до 𝑙 = 𝑛 − 1. Следовательно, атомы в этих состояниях обла

дают постоянными электрическими дипольными, квадрупольными, октуполь

ными и более высокими (вплоть до 22𝑛−2-польными) электромультипольными

моментами с отрицательными и положительными четностями [49]. Таким обра
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зом, поправки первого порядка к энергии, содержащие диагональные матрич

ные элементы, которые включают в себя диполь-дипольное взаимодействие,

обеспечивающее наиболее важный вклад в сдвиги уровней энергии, будут об

ратно пропорциональны кубу расстояния 𝑅: Δ𝐸d−d = 𝐶3/𝑅
3. Очевидно, что

матричный элемент первого порядка также включает диполь-квадрупольный,

Δ𝐸d−q + Δ𝐸q−d = 𝐶4/𝑅
4, диполь-октупольный, квадруполь-квадрупольный,

Δ𝐸d−o+Δ𝐸o−d+Δ𝐸q−q = 𝐶5/𝑅
5, и другие высшие-мультипольные члены дис

персионного взаимодействия [50]. Однако, так как увеличение мультипольности

сопровождается соответствующим увеличением степени 1/𝑅, учет указанных

членов для 𝑅 > 𝑅𝐿𝑅 может привнести лишь малые поправки. Постоянные

𝐶3 определяются произведениями электродипольных моментов ридберговских

состояний (каждый из которых пропорционален квадрату главного квантово

го числа) и зависят от ориентации векторов дипольного момента относитель

но межатомной оси. Для состояний |𝑛𝑙𝐽𝑀⟩ с орбитальными моментами 𝑙 < 5

в многоэлектронных атомах постоянные электрические дипольные моменты и

все 2𝑞-польные моменты с нечетным 𝑞 равны нулю. Энергия взаимодействия

первого порядка не обращается в нуль в состояниях 𝑛P3/2 и в состояниях с ор

битальными моментами 𝑙 > 1. Наименьший порядок в члене 1/𝑅 соответству

ет взаимодействию электрических квадрупольных моментов: Δ𝐸(1) = 𝐶5/𝑅
5,

где тензорная постоянная 𝐶5 зависит от магнитных квантовых чисел 𝑀 и от

относительной ориентации оси квантования и межатомной оси. Для атомов в

одинаковых ридберговских состояниях 𝐶5 пропорциональна 𝑛8.

Зависимость от 𝑛 постоянной Ван-дер-Ваальса 𝐶6, определяющей энергию

второго порядка Δ𝐸vdW, существенно сильнее, тем самым обеспечивая основ

ной вклад в межатомное взаимодействие, что позволяет например, чрезвычай

но точно контролировать эффект дипольной блокады и, наконец, обеспечивать

высокоэффективные логические операции с использованием ридберговских ато

мов. Поэтому в данной главе рассматриваются аналитические свойства энергии

Ван-дер-Ваальса Δ𝐸vdW ∝ 𝑛11/𝑅6 определяющие асимптотическое (как по 𝑛



13

так и по 𝑅) взаимодействие атомов в одинаковых ридберговских состояниях с

малыми орбитальными моментами 𝑙 ≤ 3.

1.1. Общие формулы

Оператор электростатического взаимодействия между двумя нейтральны

ми атомами 𝐴 и 𝐵 может быть представлен в виде асимптотических рядов

взаимодействия между двумя 2𝐿-польными электрическими моментами.

Q̂
A(B)
𝐿𝜇 = −

𝑍A(B)∑︁
𝑖=1

𝑟𝐿𝑖 C𝐿𝜇 (n𝑖) , (1.2)

которые учитывают вклад каждого из 𝑍𝐴 (𝑍𝐵) электронов определяемых их

радиус-векторами r𝑖 = 𝑟𝑖n𝑖 относительно атомных ядер (n𝑖 - единичный вектор,

который направлен из ядра в 𝑖-й электрон атома) [44]

𝑉AB (R) =
∞∑︁

𝐿𝐴=1

∞∑︁
𝐿𝐵=1

𝑉𝐿𝐴𝐿𝐵
(R) . (1.3)

Отдельное слагаемое этой суммы является оператором асимптотического взаи

модействия электрических 2𝐿𝐴–2𝐿𝐵-польных моментов:

𝑉𝐿𝐴𝐿𝐵
(R) =

(−1)𝐿𝐵

𝑅𝐿+1

√︃
(2𝐿)!

(2𝐿𝐴)!(2𝐿𝐵)!
×
(︁
C𝐿 (n) ·

{︁
Q̂A

𝐿𝐴
⊗ Q̂B

𝐿𝐵

}︁
𝐿

)︁
(1.4)

где: 𝐿 = 𝐿𝐴 + 𝐿𝐵, C𝐿𝜇 (n𝑖) =
√︀
4𝜋/(2𝐿+ 1)Y𝐿𝜇 (n𝑖) - модифицированная

сферическая функция. Для обозначения скалярных и неприводимых тензорных

произведений используются обычные обозначения квантовой теории угловых

моментов [51].

Первое слагаемое 𝑉11 (R) в двухкратной сумме (1.3) описывает взаимодей

ствие между виртуальными электрическими дипольными моментами атомов и

определяет в первом порядке теории возмущений диполь-дипольное взаимодей

ствие атомов в вырожденных двухатомных состояниях [45, 52] и взаимодействие

Ван-дер-Ваальса во втором порядке для атомов в невырожденных двухатомных
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состояниях [53]. Модифицированная сферическая функция C𝐿 (n) определяет

зависимость 2𝐿𝐴 − 2𝐿𝐵-польного взаимодействия от угловых переменных еди

ничного вектора n = R/𝑅 который направлен из атома 𝐴 в атом 𝐵. Таким

образом, энергия взаимодействия между двумя атомами зависит от величины

и ориентации вектора межатомного расстояния R. Зависимость от ориентации

окончательно преобразуется в зависимость от угла 𝜃 = cos−1(n · a) между век

тором n и единичным вектором a, направленным вдоль оси квантования для

полных моментов атомов JA(B) (см. Рисунок 1.1).

Представление оператора взаимодействия в виде (1.4) является наиболее

удобным, поскольку переменные ”внешнего” вектора R, собранные в тензор

C𝐿(n)/𝑅
𝐿+1, отделены от ”внутренних” переменных взаимодействующих ато

мов, формирующих тензор
{︁
Q̂A

𝐿𝐴
⊗ Q̂B

𝐿𝐵

}︁
𝐿
. Компоненты тензоров (1.2) появ

ляются явно в матричных элементах оператора 𝑉𝐿𝐴𝐿𝐵
(R), согласно правилам

отбора для угловых моментов.

Полезно отметить, что оператор диполь-дипольного взаимодействия обыч

но представляется в терминах электродипольных операторов Q̂
𝐴(𝐵)
1 ≡ d̂𝐴(𝐵),

следующим образом

𝑉11 (R) = −
√
6

𝑅3

(︁
C2 (n) ·

{︁
d̂A ⊗ d̂B

}︁
2

)︁
=

(d̂𝐴 · d̂𝐵)− 3(d̂𝐴 · n)(d̂𝐵 · n)
𝑅3

. (1.5)

Первое выражение в (1.5) представляется более удобным для аналитических

вычислений и для явного анализаR-зависимости межатомного взаимодействия

атомов в ридберговских состояниях. В частности, определение зависимости от

ориентации вектора R = 𝑅n, связанного с фиксированной внешней осью, рас

пределено по многим компонентам скалярных произведений во втором выра

жении, которые требуют трудоемких вычислений различных дипольных мат

ричных элементов уже в первом порядке теории возмущений [45, 53–55]. По

сравнению с этим, n-зависимость собрана в одном множителе C2 (n) первого

выражения, которое может быть использовано напрямую не только в первом,
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но и во втором и более высоких порядках теории возмущений.

В первом порядке теории возмущений диполь-дипольное взаимодействие

может давать вклад в сдвиг уровней энергии в атомах 𝐴 и 𝐵, но только в двух

случаях:

1. если состояния взаимодействующих атомов представляют собой суперпо

зицию дипольно-связанных состояний противоположной честности,

2. если одинаковые атомы 𝐴 и 𝐵 находятся в разных, но дипольно связанных

состояниях [43].

Для одинаковых атомов в одинаковых состояниях определенной честности вклад

диполь-дипольного взаимодействия (и всех нечетных взаимодействий , диполь

дипольных, октуполь-октупольных и т.д.) в первом порядке теории возмущений

для 𝑉𝐴𝐵 (R) равен нулю. Поэтому энергию взаимодействия атомов в состояни

ях с ненулевыми угловыми моментами в первом порядке определяют четные

электромультипольные моменты. Кроме того, высшие мультипольные взаимо

действия (квадруполь-квадрупольное, и т.д.) следует учитывать для того, что

бы контролировать применимость диполь-дипольного приближения в высших

порядках теории возмущений.

1.2. Теория возмущений первого порядка для

асимптотического взаимодействия ридберговских

атомов

Состояние двух одинаковых бесконечно удаленных друг от друга атомов

в их |𝑛𝑙𝐽𝑀⟩ ридберговских состояниях является многократно вырожденным

с кратностью вырождения равной (2𝐽 + 1)2. Очевидно, что оператор взаимо

действия (1.3) не является диагональным в двухатомной системе собственных

функций с различными магнитными квантовыми числами𝑀 . Тем не менее, для
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определения индуциованного взаимодействием сдвига энергии ридберговского

уровня, определяющего эффективность блокады возбуждения конкретного рид

берговского состояния в двух атомах одновременно, может быть использована

теория возмущений для невырожденных состояний.

Если волновая функция ⟨rA, rB|AB⟩ (в обозначениях Дирака) определя

ет состояние изолированной системы двух невзаимодействующих атомов A и B

(⟨rA, rB|AB⟩ = ⟨rA|A⟩⟨rB|B⟩) в их стационарных состояниях ⟨rA(B)|A(B)⟩ с глав

ными квантовыми числами 𝑛A(B), ненулевыми орбитальными моментами 𝑙A(B) ≥

1, и магнитными квантовыми числами𝑚A(B) (|A(B)⟩ = |𝑛A(B)𝑙A(B)𝑚A(B)⟩), тогда

сдвиг энергии первого порядка

Δ𝐸
(1)
AB = ⟨AB|𝑉AB (R) |AB⟩

теории возмущений для взаимодействия (1.3) дает сумму вкладов от четных

мультипольных моментов 𝑄2𝐿 = 𝐶 𝑙0
𝑙0 2𝐿0⟨𝑛𝑙|𝑟2𝐿|𝑛𝑙⟩ вида

Δ𝐸
(1)
AB(R) =

𝑙A∑︁
𝐿A=1

𝑙B∑︁
𝐿B=1

𝐶 𝑙A𝑚A

𝑙A𝑚A 2𝐿A0
𝐶 𝑙B𝑚B

𝑙B𝑚B 2𝐿B0

(2𝐿)!𝑄A
2𝐿A

𝑄B
2𝐿B

(2𝐿A)! (2𝐿B)!𝑅2𝐿+1
𝑃2𝐿(n · a). (1.6)

Здесь 𝐿 = 𝐿A + 𝐿B, как и в формуле (1.4), и используются стандартные

обозначения для коэффициентов Клебша-Гордана 𝐶𝑐𝛾
𝑎𝛼 𝑏𝛽, полинома Лежандра

𝑃2𝐿(cos 𝜃) = C2𝐿 0(𝜃, 𝜙) [51] и матричных элементов 𝑄
A(B)
2𝐿A(B)

. Очевидно, что глав

ный вклад в энергию взаимодействия первого порядка (1.6) дает слагаемое

наименьшего порядка по степеням 1/𝑅 определяемого электрическим квадру

польными моментами 𝑄
A(B)
2 . Следующий член, описываемый взаимодействием

моментов 𝑄
A(B)
2 и 𝑄

B(A)
4 , имеет порядок 𝑛4/𝑅2 относительно квадруполь-квад

рупольного члена. Это отношение эквивалентное отношению среднеквадратич

ного радиуса орбиты ридберговского электрона ⟨𝑛𝑙|𝑟2|𝑛𝑙⟩ ∝ 𝑛4 к квадрату рас

стояния 𝑅 между атомами, должно быть достаточно мало для обеспечения при

менимости дальнодействующего приближения (1.3), (1.4) для взаимодействия

между атомами в области 𝑅 > 𝑅𝐿𝑅 ≈ 5𝑛2, где главный вклад в энергию перво

го порядка (1.6) дает слагаемое 2𝐿A = 2𝐿B = 2, зависящее от расстояния как
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𝑅−5. Число слагаемых в правой части (1.6) равно 𝑁AB = 𝑙A𝑙B, поэтому энергия

первого порядка (1.6) равна нулю (𝑁AB = 0), если хотя бы один из атомов нахо

дится в 𝑛S-состоянии (𝑙A(B) = 0). Когда оба атома находятся в 𝑛P-состояниях,

𝑁AB = 1, поэтому в правой части (1.6) остается только квадруполь-квадру

польное слагаемое. Оценка для (1.6) в этом случае может быть записана как

Δ𝐸
(1)
AB ∝ 𝑛8/𝑅5. Для 𝑛 = 100 дальнодействующее приближение применимо при

𝑅 > 5×104 а.е. ≈ 2.6 мкм. На этом расстоянии, Δ𝐸
(1)
AB < 1 ГГц. При этом сдвиг

(1.6) будет равен нулю в узлах полинома 𝑃4(n ·a) при углах между векторами n

и a, равными 𝜃 = 30.6∘, 70.1∘, 109.9∘ и 149.4∘. Кроме того, Δ𝐸
(1)
AB(R) обращается

в нуль после усреднения по ориентациям вектора R или после усреднения по

ориентациям полного момента JA(B) (по магнитным квантовым числам 𝑀A(B))

атома 𝐴(𝐵).

1.3. Двухатомная функция Грина и высшие порядки

теории возмущений

В теории возмущений второго порядка сдвиг двухатомной энергии опреде

ляется матричным элементом

Δ𝐸
(2)
AB(R) = −⟨AB|𝑉AB(R)𝐺′

AB(rA, rB; r
′
A, r

′
B)𝑉AB (R) |AB⟩ (1.7)

с двумя операторами дисперсионного взаимодействия (1.3) и редуцированной

двухатомной функцией Грина которая включает суммы по связанным состоя

ниям и интегралы по состояниям непрерывного спектра для невзаимодейству

ющих атомов [56–58]:

𝐺′
AB(rA, rB; r

′
A, r

′
B) =

∑︁
𝑛1,𝑛2

′ ⟨rA|𝑛1⟩⟨𝑛1|r′A⟩⟨rB|𝑛2⟩⟨𝑛2|r′B⟩
𝐸𝑛1

+ 𝐸𝑛2
− 𝐸A − 𝐸B − 𝑖 · 0

. (1.8)

Суммирование выполняется по полному базису собственных векторов

|𝑛𝑖⟩ ≡ |𝑛𝑖𝑙𝑖𝐽𝑖𝑀𝑖⟩, (𝑖 = 1, 2)
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гамильтониана невзаимодействующих атомов �̂�AB = �̂�A + �̂�B, за исключени

ем собственного вектора ⟨rA, rB|AB⟩, соответствующего собственному значению

𝐸A + 𝐸B = 𝐸AB, полной энергии бесконечно удаленных друг от друга атомов.

Очевидно, что Δ𝐸
(2)
AB ̸= 0, независимо от значений орбитальных моментов 𝑙A(B),

поскольку функция Грина содержит все состояния и допускает произвольные

мультипольные переходы второго порядка между состояниями согласно закону

сохранения четности. Поэтому сдвиг второго порядка (1.7) включает в себя бес

конечный ряд членов, возникающих из разложения оператора взаимодействия

(1.3) по степеням 1/𝑅:

Δ𝐸
(2)
AB(R) = −

∞∑︁
𝑞=0

𝐶
(2)
6+2𝑞(n)

𝑅6+2𝑞
. (1.9)

Здесь бесконечная сумма учитывает все виртуальные мультипольные моменты

атомов 𝐴 и 𝐵 в операторах 𝑉𝐿𝐴𝐿𝐵
(R) от 𝐿𝐴(𝐵) = 1 до бесконечности. Следует

иметь в виду, что сумма мультипольных индексов 𝐿A(B)
Σ = 𝐿A(B)+𝐿′

A(B) должна

быть четным числом, если связанные состояния атомов ⟨r1|𝐴⟩, ⟨r2|𝐵⟩ имеют

определенные четности. Поэтому сдвиг Δ𝐸
(2)
AB(R) второго порядка теории воз

мущений разлагается по четным степеням параметра 1/𝑅. Тензорные компонен

ты 𝐶
(2)
6+2𝑞(n) включают в себя функции, зависящие от ориентации межатомной

оси n.

Основной вклад в Δ𝐸
(2)
AB(R) дает слагаемое низшего порядка по 1/𝑅, по

этому Δ𝐸
(2)
AB(R) ≈ −𝐶

(2)
6 (n)/𝑅6. Постоянная Ван-дер-Ваальса 𝐶

(2)
6 (n) описы

вает второй порядок взаимодействия виртуальных электрических дипольных

моментов атомов 𝐴 и 𝐵. Следующий член ряда (1.9) −𝐶
(2)
8 (n)/𝑅8 определяется

диполь-квадрупольным взаимодействием, которое для состояний с большими 𝑛

является величиной порядка 𝑛4/𝑅2 по сравнению с первым не исчезающим чле

ном. Для коэффициентов выполняется общее соотношение |𝐶(2)
6+2(𝑞+𝑞′)/𝐶

(2)
6+2𝑞| ∝

𝑛4𝑞′, 𝑞′ = 0, 1, 2 . . .. Поэтому отношение 𝑛2/𝑅 < 1 обеспечивает сходимость

ряда (1.9).

Высшие порядки теории возмущений для дисперсионного взаимодействия
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атомов в основных состояниях рассматривалась еще в 1980х годах (см. напри

мер [47, 57, 59] и ссылки в них). Численные данные были рассчитаны для коэф

фициентов, определяющих асимптотическое разложение третьего и четвертого

порядков для энергии дисперсионного взаимодействия нейтральных атомов во

дорода и атомов щелочных металлов. Поправки к энергии асимптотического

взаимодействия между атомами водорода в основных состояниях вплоть до

десятого порядка теории возмущений были расчитаны в [60]. Специфические

свойства ридберговских атомов, в частности, увеличение вкладов от высших

мультипольных взаимодействий уже в члене второго порядка Δ𝐸
(2)
AB(R) стиму

лируют анализ высших порядков теории возмущений в асимптотическом взаи

модействии (1.3).

Сдвиг энергии третьего порядка включает в себя матричные элементы с

тремя операторами (1.3) и две редуцированные функции Грина 𝐺′
𝐴𝐵 [59, 60]:

Δ𝐸
(3)
AB(R) = ⟨AB|𝑉AB(R)𝐺′

AB𝑉AB (R)𝐺′
AB𝑉AB (R) |AB⟩

− Δ𝐸
(1)
AB(R)

⟨
AB

⃒⃒⃒
𝑉AB(R) (𝐺′

AB)
2
𝑉AB (R)

⃒⃒⃒
AB
⟩
. (1.10)

Соответствующее асимптотическое разложение для состояний с определен

ной четностью включает только нечетные степени 1/𝑅, начиная с 1/𝑅11, и мо

жет быть записано как [59, 60]:

Δ𝐸
(3)
AB(R) =

∞∑︁
𝑞=0

𝐶
(3)
11+2𝑞(n)

𝑅11+2𝑞
, (1.11)

где коэффициенты 𝐶
(3)
11+2𝑞(n) могут быть разложены по тензорным компонентам

зависящим от направления межатомной оси n.

По аналогии с (1.7) и (1.10), четвертый порядок теории возмущений бу

дет представлять энергию асимптотического взаимодействия Δ𝐸
(4)
AB(R) в виде

суперпозиции матричных элементов четвертого порядка и произведений энер

гии первого порядка (1.6) с матричным элементом третьего порядка и энергии

второго порядка (1.9) с матричным элементом второго порядка включающим в
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себя произведение двух функций Грина (1.8) между двумя операторами (1.3).

Каждый член в суперпозиции эффективно содержит четыре оператора 𝑉AB(R)

и три функции Грина [59, 60]. Разложение энергии четвертого порядка может

быть записано в виде ряда с четными степенями 1/𝑅 аналогично (1.9), начи

ная с 1/𝑅12. Вообще говоря, энергия асимптотического взаимодействия между

нейтральными атомами в их связанных состояниях с определенными орбиталь

ными квантовыми числами может быть представлена в виде бесконечного ряда

слагаемых Δ𝐸
(𝑁)
AB (R) 𝑁 -го порядка теории возмущений для оператора (1.3)

Δ𝐸AB(R) =
∞∑︁

𝑁=1

Δ𝐸
(𝑁)
AB (R). (1.12)

В свою очередь каждое слагаемое из этих рядов может быть разложено в сте

пенные ряды по обратному межатомному расстоянию 1/𝑅:

Δ𝐸
(𝑁)
AB (R) = (−1)𝑁+1

∞∑︁
𝑞=𝑞0

𝐶
(𝑁)
3𝑁+2𝑞(n)

𝑅3𝑁+2𝑞
, (1.13)

где 𝑞 пробегает положительные целые числа, начиная с 𝑞0 = 0 для четного 𝑁 ,

𝑞0 = 1 для нечетного 𝑁 .

Таким образом ряды (1.12) в конечном итоге, преобразуются в степенные

ряды по 1/𝑅:

Δ𝐸AB(R) =
∞∑︁

𝑠=𝑠0

𝐶𝑡𝑜𝑡
𝑠 (n)

𝑅𝑠
, (1.14)

где коэффициенты 𝐶𝑡𝑜𝑡
𝑠 (n) являются суммами соответствующих коэффициен

тов 𝐶(𝑁)
𝑠 (n) разложения (1.13) для различных порядков 𝑁 теории возмущений:

𝐶𝑡𝑜𝑡
𝑠 (n) = −

[𝑠/6]∑︁
𝑘=1

𝐶(2𝑘)
𝑠 (n), для четных 𝑠 = 6, 8, 10 . . . ; (1.15)

𝐶𝑡𝑜𝑡
𝑠 (n) =

[(𝑠+1)/6]∑︁
𝑘=1

𝐶(2𝑘−1)
𝑠 (n), для нечетных 𝑠 = 5, 7, 9 . . . , (1.16)

где [𝑎] используется для обозначения целой части положительного числа 𝑎.
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Энергия первого порядка (1.6) не обращается в нуль только для состояний

с ненулевыми орбитальными моментами 𝑙𝐴(𝐵) ≥ 1, и также описывается уравне

нием (1.13), где бесконечные ряды в правой части в случае𝑁 = 1 превращаются

в сумму конечного числа слагаемых, оборванную при максимальном значении

𝑞𝑚𝑎𝑥 = 𝑙𝐴𝑙𝐵. Для 𝑁 ≥ 2 ряды (1.13) бесконечны и могут включать в себя члены

с равными степенями по 1/𝑅 в различных порядках 𝑁 теории возмущений.

Сравнение коэффициентов 𝐶
(𝑁)
3𝑁+2𝑞/𝐶

(𝑁)
3𝑁 ∝ 𝑛4𝑞 в одном и том же порядке

𝑁 теории возмущений определяет условие сходимости ряда по 1/𝑅 (1.13) при

𝑛4/𝑅2 ≪ 1. В то время как условие сходимости ряда (1.12), определяемое от

ношением членов порядка 𝑁 + 2 и 𝑁 , где учтены члены низшего порядка (по

𝑅−1), несколько сильнее:⃒⃒⃒
Δ𝐸

(𝑁+2)
AB (R)/Δ𝐸

(𝑁)
AB (R)

⃒⃒⃒
∝ 𝑛14/𝑅6 ≪ 1.

В то же время, сравнение членов от𝑁 -го и (𝑁+2𝑘)-го порядка равных степеней

𝑠 = 3𝑁 + 2𝑞 = 3(𝑁 + 2𝑘) + 2𝑞′ по 1/𝑅 (где 𝑞′ = 𝑞 − 3𝑘)⃒⃒⃒
𝐶(𝑁+2𝑘)

𝑠 (n)/𝐶(𝑁)
𝑠 (n)

⃒⃒⃒
∝ 𝑛2𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , [𝑞/3],

демонстрирует пренебрежимо малый вклад членов низшего порядка теории воз

мущений в константу 𝐶𝑡𝑜𝑡
𝑠 асимптотического разложения (1.14). Эта закономер

ность вытекает из асимптотической природы оператора взаимодействия (1.3)

и наблюдалась уже для атомов водорода в основном состоянии [60], но для

довольно далеких членов 𝑠 ≥ 30 в рядах (1.14).

Важно обратить внимание на различные знаки в правых частях уравнений

(1.15) и (1.16) для сумм четного и нечетного порядка коэффициентов 𝐶
(𝑁)
𝑠 (n),

определяющих результирующее разложение (1.14) по степеням 1/𝑅 для энер

гии межатомного взаимодействия. Это правило следует из знаков матричных

элементов высшего порядка в соответствующих выражениях теории возмуще

ний (сравнить (1.7) и (1.10)). В частности, 𝐶𝑡𝑜𝑡
𝑠 (n) = 𝐶

(1)
𝑠 (n) для 𝑠 = 5, 7, 9 и

𝐶𝑡𝑜𝑡
𝑠 (n) = −𝐶

(2)
𝑠 (n) для 𝑠 = 6, 8, 10. В дальнейшем мы ограничимся рассмот
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рением главным образом поправок второго порядка, описываемых с помощью

𝐶
(2)
6 , для которых мы используем обозначение 𝐶6, опуская верхние индексы.

1.4. Ионизация при Ван-дер-Ваальсовом взаимодействии

ридберговских атомов

Очевидно, что суммарной энергии двух атомов всегда достаточно, чтобы

отправить ридберговский электрон атома 𝐵(𝐴) в континуум, в то время как

электрона атома 𝐴(𝐵) перейдет в состояние с более низкой энергией 𝐸𝑛1(2)
<

𝐸A+𝐸B. В этом случае интеграл по непрерывному спектру атома 𝐵(𝐴) в функ

ции Грина (1.8) имеет особенность при энергии 𝜀B(A) = 𝐸A + 𝐸B − 𝐸𝑛1(2)
> 0.

Согласно теореме Сохотского, мнимая часть функции Грина задается суммой

произведений соответствующих радиальных волновых функций связанных со

стоянии и состояний континуума:

Im {𝐺AB(rA, rB; r
′
A, r

′
B)} =

𝜋
∑︁
𝑛1

⟨rA|𝑛1⟩⟨𝑛1|r′A⟩⟨rB|𝜀2⟩⟨𝜀2|r′B⟩+

𝜋
∑︁
𝑛2

⟨rB|𝑛2⟩⟨𝑛2|r′B⟩⟨rA|𝜀1⟩⟨𝜀1|r′A⟩, (1.17)

где 𝜀2(1) = 𝐸A + 𝐸B − 𝐸𝑛1(2)
> 0 это энергия состояния из континуума положи

тельной энергии атома 𝐵(𝐴).

Таким образом, энергии второго порядка (1.7) взаимодействия между дву

мя ридберговскими атомами и константы соответствующего разложения (1.13)

являются комплексными величинами, мнимые части которых определяют ско

рость ионизации для одного из атомов сопровождающейся одновременным де

возбуждением другого атома с переходом на более низкие энергетические уров

ни [61].

Этот эффект аналогичен процессу автоионизации двухэлектроных возбуж

денных состояний в многоэлектронных атомах, если энергия двухэлектронного
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возбуждения превышает одноэлектронный потенциал ионизации. Кроме того,

ионизацию ридберговских атомов, индуцированную взаимодействием Ван-дер

Ваальса, можно сравнить с так называемой ”ионизацией Пеннинга” атома с

низким потенциалом ионизации метастабильным атомом с достаточно высокой

энергией возбуждения, рассмотренной в [57] как результат дальнодействующего

взаимодействия между атомами инертных газов в метастабильных состояниях

и щелочных атомов в основных состояниях. Скорость этой ионизации без излу

чения была оценена как довольно низкая и быстро исчезающая с расстоянием

(по крайней мере как 𝑅−12, так как дипольный переход первого порядка между

метастабильным и основным состояниями строго запрещен).

Мнимые части постоянных множителей 𝐶𝑠 разложения (1.14) довольно

малы по сравнению с действительными частями Re{𝐶𝑠}. Они появляются уже

в теории возмущений второго порядка из мнимой части двухатомной функции

Грина (1.17) в интеграле по континууму атома 𝐴(𝐵) при энергии 𝐸𝑛1(𝑛2) =

𝐸A + 𝐸B − 𝐸𝑛2(𝑛1) > 0. Простые оценки показывают, что отношение между

мнимой и вещественной частями постоянной 𝐶6 может быть определено как

Im{𝐶6}
Re{𝐶6}

∝ 𝑛−𝑝, (1.18)

где показатель степени 𝑝 изменяется от 10 до 3 в области главных квантовых

чисел от 𝑛 ≈ 10 до 𝑛 ≥ 1000, тем самым поддерживая мнимую часть энергии

Ван-дер-Ваальса на уровне от 9 до 10 порядков меньше по абсолютной вели

чине, чем действительная часть во всей указанной области состояний. Таким

образом, малые значения Im{𝐶6} позволяют пренебречь уширением ридбергов

ских уровней, вызванным ионизацией, которая в свою очередь индуцирована

межатомным взаимодействием. Поэтому мы ограничимся вычислением только

вещественных частей постоянных Ван-дер-Ваальса.

Противоположный дальнодействующему случай Ридберг-Ридберг автоио

низации, был рассмотрен в [62] для системы двух ридберговских атомов, раз

деленных на расстояниях 𝑅 ≤ 𝑅𝐿𝑅, где скорость ионизации возрастает почти
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экспоненциально с перекрыванием ридберговских орбит.

1.5. Разложение тензора 𝐶6 на неприводимые части

Общее уравнение для постоянной Ван-дер-Ваальса, описывающее взаимо

действие двух одинаковых атомов в одних и тех же ридберговских состояни

ях, скажем |𝑛A𝑙A𝐽A𝑀A⟩ = |𝑛B𝑙B𝐽B𝑀B⟩ ≡ |𝑛𝑙𝐽𝑀⟩, можно получить на основе

уравнения для постоянной Ван-дер-Ваальса, определяющего межатомное взаи

модействие двух произвольных (одинаковых или различных) атомов в их про

извольных (также одинаковых или различных) возбужденных состояниях [44].

Таким образом, постоянная Ван-дер-Ваальса для подобных атомов в ридбергов

ских состояниях может быть представлена как функция магнитных квантовых

чисел 𝑀 и угла 𝜃 между единичными векторами межатомой оси n и оси кван

тования a (см. Рис 1), следующим образом:

𝐶6(𝜃;𝑛𝑙𝐽𝑀) = 𝑅𝑠𝑠 −
𝑀 2

12𝐽2
(3 cos2 𝜃 − 2)𝑅𝑎𝑎 +

3𝑀 2 − 𝐽(𝐽 + 1)

2𝐽(2𝐽 − 1)
(3 cos2 𝜃 − 1)𝑅𝑠𝑇

+
3

2

[︂
3𝑀 2 − 𝐽(𝐽 + 1)

2𝐽(2𝐽 − 1)

]︂2
(9 cos4 𝜃 − 8 cos2 𝜃 + 1)𝑅𝑇𝑇 . (1.19)

Из этого уравнения видно, что выполняется соотношение симметрии 𝐶6(𝜃) =

𝐶6(𝜋−𝜃). Первый член в левой части выражения не зависит от ориентации оси

квантования и межатомной оси. При усреднении по ориентациям межатомной

оси третий член в правой части исчезает и остается только зависимость от

магнитных квантовых чисел:

𝐶6 ≡
∫︁
Ω

𝐶6(𝜃)
𝑑Ω

4𝜋
= 𝑅𝑠𝑠 +

𝑀 2

12𝐽2
𝑅𝑎𝑎

+

[︂
3𝑀 2 − 𝐽(𝐽 + 1)

2𝐽(2𝐽 − 1)

]︂2
𝑅𝑇𝑇

5
. (1.20)

Кроме того, предполагая ориентации угловых моментов независимыми (это мо

жет произойти в результате возбуждения неполяризованным излучением) и
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усредняя по магнитным квантовым числам одного из попарно взаимодейству

ющих атомов, все члены, зависящие от 𝜃, исчезают. Таким образом, среднее

значение постоянной Ван-дер-Ваальса, усредненное по магнитным квантовым

числам𝑀𝐴 и𝑀𝐵 (что соответствует свободным ориентациям угловых моментов

𝐽𝑎 и 𝐽𝐵 взаимодействующих атомов), не зависит от угла 𝜃:

⟨𝐶6⟩ ≡
1

(2𝐽 + 1)2

∑︁
𝑀𝐴𝑀𝐵

𝐶6(𝑛𝑙𝐽 ;𝑀𝐴𝑀𝐵) = 𝑅𝑠𝑠

В данной диссертации рассматриваются только дублетные состояния (спин

𝑆 = 1/2 и полный угловой момент 𝐽 = 𝑙±1/2) ридберговских серий щелочнозе

мельных атомов. В этом случае неприводимые части 𝑅𝑠𝑠, 𝑅𝑎𝑎, 𝑅𝑠𝑇 , 𝑅𝑇𝑇 могут

быть представлены в виде комбинаций радиальных матричных элементов вто

рого порядка

𝜌𝑙1,𝐽1; 𝑙2,𝐽2 = ⟨𝑛𝑙𝐽 |⟨𝑛𝑙𝐽 |𝑟A𝑟B 𝑔𝑙1,𝐽1; 𝑙2,𝐽2 𝑟′A𝑟′B|𝑛𝑙𝐽⟩|𝑛𝑙𝐽⟩, (1.21)

с двухатомной функцией Грина 𝑔𝑙1,𝐽1; 𝑙2,𝐽2(𝑟A, 𝑟B; 𝑟
′
A𝑟

′
B). Соответствующие выра

жения могут быть записаны следующим образом

𝑅𝑠𝑠 =
1

24𝐽2(𝐽 + 1)2

[︁
(𝐽 + 1)2(2𝐽 − 1)2𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙−1,𝐽−1 + 𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙±1,𝐽

+𝐽2(2𝐽 + 3)2𝜌𝑙+1,𝐽+1; 𝑙+1,𝐽+1 + 2(𝐽 + 1)(2𝐽 − 1)𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙±1,𝐽

+2𝐽(𝐽 + 1)(2𝐽 − 1)(2𝐽 + 3)𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙+1,𝐽+1 + 2𝐽(2𝐽 + 3)𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙+1,𝐽+1

]︁
,(1.22)

𝑅𝑎𝑎 =
3

8𝐽2(𝐽 + 1)4

[︁
(𝐽 + 1)4(2𝐽 − 1)2𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙−1,𝐽−1 + 𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙±1,𝐽

+𝐽4(2𝐽 + 3)2𝜌𝑙+1,𝐽+1; 𝑙+1,𝐽+1 + 2(𝐽 + 1)2(2𝐽 − 1)𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙±1,𝐽

−2𝐽2(𝐽 + 1)2(2𝐽 − 1)(2𝐽 + 3)𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙+1,𝐽+1 − 2𝐽2(2𝐽 + 3)𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙+1,𝐽+1

]︁
,(1.23)

𝑅𝑠𝑇 = 𝑅𝑇𝑠 =
−(2𝐽 − 1)

24𝐽2(𝐽 + 1)3

[︁
(𝐽 + 1)3(2𝐽 − 1)𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙−1,𝐽−1 − 𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙±1,𝐽

+𝐽3(2𝐽 + 3)𝜌𝑙+1,𝐽+1; 𝑙+1,𝐽+1 − (𝐽 − 2)(𝐽 + 1)𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙±1,𝐽

+𝐽(𝐽 + 1)(4𝐽2 + 4𝐽 + 3)𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙+1,𝐽+1 − 𝐽(𝐽 + 3)𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙+1,𝐽+1

]︁
,(1.24)
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𝑅𝑇𝑇 =
(2𝐽 − 1)2

24𝐽2(𝐽 + 1)4

[︁
(𝐽 + 1)4𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙−1,𝐽−1 + 𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙±1,𝐽

+𝐽4𝜌𝑙+1,𝐽+1; 𝑙+1,𝐽+1 − 2(𝐽 + 1)2𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙±1,𝐽

−2𝐽2𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙+1,𝐽+1 + 2𝐽2(𝐽 + 1)2𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙+1,𝐽+1

]︁
. (1.25)

Для состояний с 𝐽 = |𝑀 | (орбита находится в плоскости, перпендикуляр

ной оси квантования) множители sin2 𝜃, зависящие от ориентации, появляются

в нескольких членах постоянной 𝐶6 и вклад в 𝐶6 радиальных матричных эле

ментов 𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙−1,𝐽−1 и 𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙±1,𝐽 исчезает при 𝜃 = 0. Например

𝐶6

⃒⃒⃒
𝐽=|𝑀 |=1/2

(𝜃 = 0) =
2

81

(︁
2𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙±1,𝐽 + 11𝜌𝑙+1,𝐽+1; 𝑙+1,𝐽+1 + 14𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙+1,𝐽+1

)︁
, (1.26)

𝐶6

⃒⃒⃒
𝐽=|𝑀 |=3/2

(𝜃 = 0) =
4

1875

(︁
3𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙±1,𝐽 + 63𝜌𝑙+1,𝐽+1; 𝑙+1,𝐽+1

+125𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙+1,𝐽+1 + 34𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙+1,𝐽+1

)︁
, (1.27)

𝐶6

⃒⃒⃒
𝐽=|𝑀 |=5/2

(𝜃 = 0) =
4

12005

(︁
10𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙±1,𝐽 + 465𝜌𝑙+1,𝐽+1; 𝑙+1,𝐽+1

+162𝜌𝑙±1,𝐽 ; 𝑙+1,𝐽+1 + 2058𝜌𝑙−1,𝐽−1; 𝑙+1,𝐽+1

)︁
. (1.28)

1.6. Численные расчеты неприводимых компонент

тензора 𝐶6 для атомов рубидия в ридберговских

состояниях

Радиальная функция Грина (1.8) в матричных элементах (1.21) может

быть представлена как спектральное разложение в гильбертовом пространстве

двухатомных состояний с фиксированными орбитальными 𝑙1, 𝑙2 и полными уг

ловыми моментами 𝐽1, 𝐽2 следующим образом

𝑔𝑙1,𝐽1; 𝑙2,𝐽2(𝑟A𝑟B; 𝑟
′
A𝑟

′
B) =

∑︁
𝑛1, 𝑛2

⟨𝑟A|𝑛1𝑙1𝐽1⟩⟨𝑛1𝑙1𝐽1|𝑟′A⟩⟨𝑟B|𝑛2𝑙2𝐽2⟩⟨𝑛2𝑙2𝐽2|𝑟′B⟩
𝐸𝑛1𝑙1𝐽1 + 𝐸𝑛2𝑙2𝐽2 − 𝐸A − 𝐸B − 𝑖 · 0

, (1.29)

где выполняется суммирование по полному набору радиальных собственных

функций изолированных атомов 𝐴 и 𝐵. Подстановка выражения (1.29) для
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функции Грина превращает правую часть радиального матричного элемента

(1.21) в двукратную бесконечную сумму по полному набору состояний, вклю

чая континуумы, произведений радиальных амплитуд первого порядка для ди

польных переходов в атомах 𝐴 и 𝐵.

Основные вклады в матричный элемент второго порядка дают слагаемые с

наиболее близкими к 𝑛 главными квантовыми числами 𝑛1 и 𝑛2 и в то же время с

наименьшими по абсолютным величинам разностями энергий для обоих атомов

𝛿𝑛1(2)
= 𝐸𝑛1(2)𝑙1(2)𝐽1(2) −𝐸A(B). Максимальный вклад соответствует сумме энергий

𝛿1 и 𝛿2 с противоположными знаками, так что абсолютное значение суммарного

энергетического дефекта

𝛿 = 𝛿𝑛1
+ 𝛿𝑛2

(1.30)

по крайней мере на порядок меньше, чем абсолютные значения отдельных ве

личин 𝛿𝑛1(2)
.

Вклад остальных членов спектрального разложения (1.29) быстро умень

шается с увеличением абсолютных значений разностей между главными кванто

выми числами 𝑛−𝑛1(2). Численные расчеты для радиальных матричных элемен

тов показывают довольно быструю сходимость ряда по связанным состояниям.

Поэтому учет членов из области |𝑛1(2)−𝑛| ≤ 8 обеспечивает хорошую точность

результатов вычисления матричных элементов (с относительной неопределен

ностью вклада остаточной бесконечной суммы по дискретному и интеграла по

непрерывному спектру ниже 10−4–10−5).

В рамках модельного потенциала Фьюса (см., например, [56]–[58]) в одно

электронном приближении можно получить аналитическое представление для

радиального матричного элемента в виде

⟨𝑛 𝑙 𝐽 | 𝑟 |𝑛′𝑙′𝐽 ′⟩ = Γ(𝑏)

4𝑍

(︂
2𝜈

𝜈 + 𝜈 ′

)︂𝜆′+2(︂
2𝜈 ′

𝜈 + 𝜈 ′

)︂𝜆+2

×

√︃
(𝑐)𝑛𝑟

(𝑐′)𝑛′
𝑟

𝑛𝑟!𝑛′
𝑟!Γ(𝑐)Γ(𝑐

′)
𝐹2

(︂
𝑏; −𝑛𝑟,−𝑛′

𝑟; 𝑐; 𝑐
′;

2𝜈 ′

𝜈 + 𝜈 ′
,

2𝜈

𝜈 + 𝜈 ′

)︂
, (1.31)

где 𝑏 = 𝜆+𝜆′+4, 𝑐 = 2𝜆+2, 𝑐′ = 2𝜆′+2; и использованы обычные обозначения
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для гамма функции Эйлера Γ и символа Похгаммера (𝑎)𝑛 = Γ(𝑎+𝑛)/Γ(𝑎) [63].

Здесь 𝑛𝑟 представляет радиальное квантовое число, которое нумерует состоя

ния заданных 𝑛𝑙𝐽-серий и связано с эффективным главным квантовым числом

𝜈 = 1 + 𝑛𝑟 + 𝜆, 𝑍-заряд остаточного иона (𝑍 = 1 для нейтрального атома).

𝐹2 - обобщенная гипергеометрическая функция (Функция Аппеля) пяти па

раметров и двух аргументов, которая может быть представлена в виде суммы

произведений гипергеометрических функций Гаусса 2𝐹1. Точность вычисления

гипергеометрической функции быстро уменьшается с ростом 𝑛𝑟, из-за сильно

го сокращения значащих цифр в соответствующих суммах знакопеременных

слагаемых. Преобразование [63]

𝐹2(𝛼;−𝑛𝑟,−𝑛′
𝑟; 𝛾, 𝛾

′;𝑥, 𝑦) =

min(𝑛𝑟,𝑛
′
𝑟)∑︁

𝑝 = 0

(𝛼)𝑝
𝑝!

(−𝑛𝑟)𝑝(−𝑛′
𝑟)𝑝

(𝛾)𝑝(𝛾′)𝑝
(𝑥𝑦)𝑝

×2𝐹1(𝛼 + 𝑝, 𝑝− 𝑛𝑟; 𝛾 + 𝑝;𝑥)2𝐹1(𝛼 + 𝑝, 𝑝− 𝑛′
𝑟; 𝛾

′ + 𝑝; 𝑦) (1.32)

оказывается наиболее полезным для ридберговских сстояний, потому что основ

ной вклад обеспечивают последние несколько членов (𝑝 ∼ 𝑛𝑟 ∼ 𝑛′
𝑟), имеющие

одинаковые знаки.

Параметры модельного потенциала Фьюса (1.31) определяются из наибо

лее точных данных для уровней энергии атомов и ионов [64]. Основой для оцен

ки параметров модельного потенциала может служить так называемый кван

товый дефект уровня энергии 𝜇𝑛𝑙𝐽 = 𝑛 − 𝜈𝑛𝑙𝐽 , который определяет разность

между главным 𝑛 и эффективным главным квантовым числом, определяемым

по значению энергии |𝑛𝑙𝐽⟩-состояния 𝜈𝑛𝑙𝐽 = 𝑍/
√
−2𝐸𝑛𝑙𝐽 . Поскольку имеющие

ся данные для энергий в каждой серии ограничены конечным числом уровней,

квантовый дефект позволяет экстраполировать энергии и, следовательно, па

раметры волновых функций, вплоть до порогра ионизации 𝑛 → ∞. Данные

для квантовых дефектов из [65] (S- и D-состояния), [66, 67] (P-состояния) и

[68] (F-состояния) использовались для определения параметров модельного по

тенциала для волновых функций ридберговских состояний, а также для вы
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числения двухатомных дефектов частот (1.30). Для экстраполяции квантовых

дефектов использовано соотношение

𝜇𝑙𝐽(𝑛) = 𝜇
(0)
𝑙𝐽 +

𝜇
(2)
𝑙𝐽(︁

𝑛− 𝜇
(0)
𝑙𝐽

)︁2 . (1.33)

Параметры 𝜇
(0,2)
𝑙𝐽 являются постоянными для состояний 𝑛𝑙𝐽-серий с фиксиро

ванными орбитальным 𝑙 и полным 𝐽 моментами и различными главными кван

товыми числами 𝑛. В то же время абсолютные значения 𝜇
(0,2)
𝑙𝐽 быстро убывают

с увеличением орбитального момента 𝑙, так что для 𝑙 > 4 можно положить

𝜇𝑙𝐽(𝑛) = 0.

Состояния с довольно большими абсолютными значениями магнитных кван

товых чисел 𝑚A(B) и, следовательно, с большими угловыми моментами (𝑙A(B) ≥

|𝑚A(B)| ≥ 5) эквивалентны вырожденным состояниям атома водорода. Эти со

стояния не имеют определенной четности и поэтому обладают как четными,

так и нечетными постоянными электрическими мультипольными моментами,

которые также могут давать вклад в сумму (1.14) [49]. Электрические диполь

ные моменты направлены вдоль оси квантования и могут быть записаны через

параболические квантовые числа 𝑛1, 𝑛2 [43] и единичный вектор a, в виде

d = −3

2
𝑛(𝑛1 − 𝑛2)a. (1.34)

Таким образом, диполь-дипольное взаимодействие (1.5) двух ридберговских

атомов в вырожденных водородоподобных состояниях с 𝑛 > 𝑙 ≥ 5, с фикси

рованными параболическими квантовыми числами |𝑛𝑛1𝑛2⟩, определяет дально

действующий энергетический сдвиг, который для 𝑅 > 𝑅𝐿𝑅 может быть записан

как

Δ𝐸𝑑 = ⟨𝑛𝑛1𝑛2|𝑉11|𝑛𝑛1𝑛2⟩ =
𝐶3(𝑛𝑛1𝑛2; 𝜃)

𝑅3
,

где коэффициент

𝐶3(𝑛𝑛1𝑛2; 𝜃) =
9

4
𝑛2𝑞2(1− 3 cos2 𝜃)
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определяет индуцированные асимптотическим взаимодействием сдвиг и рас

щепление водородоподобного-вырожденного ридберговского состояния, пропор

циональное квадрату произведения главного 𝑛 и дипольного 𝑞 = 𝑛1−𝑛2 кванто

вых чисел. Зависимость от ориентации пропорциональна полиному Лежандра

второго порядка

𝑃2(cos 𝜃) = (3 cos2 𝜃 − 1)/2,

что типично для взаимодействия двух постоянных электрических дипольных

моментов (1.34), параллельных друг другу и направленных под углом 𝜃 отно

сительно вектора межатомной оси R.

Некоторые численные данные для постоянных Ван-дер-Ваальса двухатом

ных состояний с одинаково возбужденными атомами рубидия в 𝑛D5/2𝑀 состоя

ниях с 𝑛 = 42, 43, 44 представлены на Рисунке 1.2 как функции от угла ориен

тации 𝜃 для магнитных квантовых чисел |𝑀 | = 1/2 [График (1)] и |𝑀 | = 5/2

[График (2)]. Зависимость от 𝜃 постоянной 𝐶6 для |𝑀 | = 3/2 состояний анало

гична зависимостям для |𝑀 | = 1/2 и 5/2 и ее абсолютные значения являются

промежуточными между представленными на графиках (1) и (2). Величины с

отрицательными (отталкивающими) значениями 𝐶6 для 43D5/2 состояний пре

вышают по абсолютному значению 𝐶6 для состояний 42D5/2 и 44D5/2 более чем

на один порядок. Это свойство обусловлено резонансным поведением спектра

двухатомных (𝑛+2)P-, 𝑛D- и (𝑛−2)F-состояний: разность между энергией двух

атомов в 43D5/2 состояниях и полной энергией одного атома в 45P3/2 и друго

го в 41F7/2 состоянии 𝛿 = 𝐸45P3/2
+ 𝐸41F7/2

− 2𝐸43D5/2
≈ −8.75 МГц примерно

на два порядка меньше по величине, чем разность энергий других ближайших

дипольно связанных двухатомных состояний. Поэтому взаимодействие атомов

рубидия в состояниях 43D5/2 в определенной области межатомных расстояний

𝑅𝐿𝑅 < 𝑅 < 𝑅𝐹 , где 𝑅𝐿𝑅 ≈ 0.5𝜇m и 𝑅𝐹 ≈ 7𝜇m, следует рассматривать на основе

теории возмущений для близких состояний. В области расстояний больше ”ради

уса Ферстера” 𝑅 > 𝑅𝐹 сдвиг, индуцированный взаимодействием, меньше, чем
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”резонансная расстройка” 𝛿, и для постоянной Ван-дер-Ваальса 𝐶6(43D5/2𝑀),

представленной на Рисунке 1.2 кривой 𝑏, применима обычная теория возмуще

ний для невырожденных состояний.

Кривые 𝑎 и 𝑐 для постоянных Ван-дер-Ваальса соседних состояний

𝐶6(42D5/2𝑀) и 𝐶6(44D5/2𝑀) построены для сравнения и для того чтобы проде

монстрировать подобие 𝜃-зависимостей энергий атомов рубидия в 𝑛𝐷5/2𝑀 состо

яниях с различными проекциями полного момента . Отрицательные значения

постоянных 𝐶6 при 𝑛 = 42, 43 соответствуют отталкиванию между атомами, в

то время как положительные значения 𝐶6(44D5/2𝑀) определяют притяжение.

Важно отметить, что ван-дер-ваальсово взаимодействие не обращается в нуль

в указанных ридберговских состояниях для всех ориентаций полных угловых

моментов (определяемых магнитными квантовыми числами 𝑀) и для всех ори

ентаций межатомной оси (определяемых углами 𝜃).

1.7. Асимптотическое представление 𝐶6 для

высоковозбужденных состояний

Представление рассчитанных данных для постоянной Ван-дер-Ваальса и

его тензорных компонент (1.22)–(1.25) может быть сведено к табличным дан

ным для нескольких констант, определяющих асимптотическую зависимость

рассчитанных значений от главного квантового числа ридбеговского состояния.

Результаты численных расчетов демонстрируют общие закономерности за

висимости 𝐶6 от квантовых чисел ридберговских состояний. Прежде всего мы

исходим из зависимости (1.33) квантовых дефектов 𝜇𝑙𝐽(𝑛) для различных

𝑛𝑙𝐽-серий, используемых для определения энергий и их разностей (1.30) в спек

тральном разложении функции Грина (1.29). Для ридберговских серий в атомах

рубидия дефект энергии (1.30) является монотонно убывающей функцией 𝑛. В

сериях состояний с орбитальными моментами 𝑙 ̸= 0 дефект 𝛿 для состояний, да

ющих наибольший вклад, может стремиться к нулю и менять свой знак между
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Рис. 1.2. Зависимость коэффициентов Ван-дер-Ваальса 𝐶6(𝑛D5/2𝑀) (в единицах ГГц×𝜇m6)

от угла 𝜃 между межатомной осью и осью квантования для атомов рубидия в состояниях

𝑛D5/2𝑀 с магнитными квантовыми числами: |𝑀 | = 1/2 [график (1)], |𝑀 | = 5/2 [график (2)].

Кривые a и b соответствуют главным квантовым числам 𝑛 = 42 и 𝑛 = 44. Кривые b дают

значения 0.1× 𝐶6(43D5/2𝑀).
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”резонансными” состояниями с главными квантовыми числами 𝑛𝑟𝑒𝑠 и 𝑛𝑟𝑒𝑠 ± 1.

Эта ситуация возникает для 𝐶6 компонент 𝑃 -, 𝐷- и 𝐹 -состояний.

Тем не менее основное поведение постоянной Ван-дер-Ваальса и ее компо

нент, как функции главного квантового числа пары одинаковых ридберговских

состояний, почти одно и то же, и может быть представлено в общей аналитиче

ской форме вида:

𝐶6(𝑛𝑙𝐽) = 𝐴(𝑙𝐽)𝑛11

(︂
1 +

𝑎(1)(𝑙𝐽)

𝑛
+

𝑎(2)(𝑙𝐽)

𝑛2
+ . . .

)︂
. (1.35)

Однако коэффициенты 𝐴(𝑙𝐽) и 𝑎(𝑖)(𝑙𝐽) в правой части этого уравнения зависят

от магнитных квантовых чисел 𝑀 и от угла 𝜃 ориентации межатомной оси. По

этому удобнее использовать асимптотический ряд вида (1.35) для независящих

от 𝑀 и 𝜃 неприводимых компонент (1.22)–(1.25) постоянной Ван-дер-Ваальса

(1.19).

Асимптотический ряд в круглых скобках уравнения (1.35) может быть усе

чен до полинома по обратным степеням главного квантового числа. Численные

расчеты показывают, что для 𝑛 ≥ 30, полином третьего порядка Π3(1/𝑛) по

степеням 𝑛−1 определяет компоненты постоянной 𝐶6 с погрешностью ниже 1%.

Поэтому мы ограничимся асимптотическим уравнением

𝑅𝛼𝛽(𝑛𝑙𝐽) = 𝐴𝛼𝛽(𝑙𝐽)𝑛
11Π3(1/𝑛), (1.36)

где в качестве 𝛼 и 𝛽 должны подставляться индексы 𝑠, 𝑎, 𝑇 для обозначения

соответствующих компонент постоянной 𝐶6 (𝑅𝑠𝑠, 𝑅𝑎𝑎, 𝑅𝑠𝑇 и 𝑅𝑇𝑇 ). Полином

третьего порядка

Π3(𝑥) = 1 + 𝑎
(1)
𝛼𝛽(𝑙𝐽)𝑥+ 𝑎

(2)
𝛼𝛽(𝑙𝐽)𝑥

2 + 𝑎
(3)
𝛼𝛽(𝑙𝐽)𝑥

3

асимптотически стремиться (при 𝑛 → ∞) к единице, Π3(0) = 1. Коэффициенты

𝑎
(𝑖)
𝛼𝛽(𝑙𝐽), 𝑖 = 1, 2, 3 могут быть определены из стандартной процедуры полино

миальной апроксимации численно заданной кривой (см., например, [69, 70]).

Таким образом, наиболее важная часть зависимости от главного квантового
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числа компонент постоянной 𝐶6 определяется множителем 𝑛11 с амплитудами

𝐴𝑠𝑠(𝑙𝐽), 𝐴𝑎𝑎(𝑙𝐽), 𝐴𝑠𝑇 (𝑙𝐽) и 𝐴𝑇𝑇 (𝑙𝐽). Отдельные слагаемые полинома Π3(1/𝑛)

учитывают более низкие степени (𝑛10, 𝑛9, 𝑛8), вклады от которых постепенно

исчезают, когда 𝑛 → ∞.

В случае ”резонансов”, когда дефект энергии (1.30) состояний дающих наи

больший вклад меняет свой знак, асимптотическое уравнение (1.36) можно обоб

щить следующим образом:

𝑅𝛼𝛽(𝑛𝑙𝐽) =
𝐴𝛼𝛽(𝑙𝐽)

(𝑛− �̃�
(1)
𝛼𝛽(𝑙𝐽))(𝑛− �̃�

(2)
𝛼𝛽(𝑙𝐽))

𝑛13Π3(1/𝑛), (1.37)

где �̃�
(1,2)
𝛼𝛽 (𝑙𝐽) - эмпирические значения, практически независящие от индексов

𝛼𝛽 между главными квантовыми числами 𝑛1(2) = 𝑛𝑟𝑒𝑠 и 𝑛𝑟𝑒𝑠±1 двух состояний

в 𝑙𝐽 сериях, для которых энергетические дефекты 𝛿 имеют противоположные

знаки. Выражение (1.37) записано для двух возможных резонансов, которые

появляются, например для |𝑛D3/2⟩ состояний. В случае только одного резонанса

достаточно положить �̃�
(2)
𝛼𝛽(𝑙𝐽) = 0. Если резонансы отсутствуют в зависимости

𝛿 от главного квантового числа ридберговского состояния 𝑛, тогда �̃�
(1)
𝛼𝛽(𝑙𝐽) =

�̃�
(2)
𝛼𝛽(𝑙𝐽) = 0, как это имеет место в случае состояний |𝑛S1/2⟩- и |𝑛P1/2⟩-серий

рубидия (см. Таблицу 1.1).

Численные значения множителя𝐴𝛼𝛽(𝑙𝐽), резонансные параметры �̃�
(1,2)
𝛼𝛽 (𝑙𝐽)

и полиномиальные коэффициенты 𝑎
(1,2,3)
𝛼𝛽 (𝑙𝐽) асимптотического представления

(1.37) для неприводимых компонент постоянных Ван-дер-Ваальса атомов руби

дия в одинаковых ридберговских состояниях |𝑛𝑙𝐽𝑀⟩ представлены в Таблице

1.1.

Существенно отличающиеся от (1.37) асимптотические аппроксимации дис

персионного взаимодействия атомов были представлена в [71], где обсуждались

межатомные потенциалы в двухатомных молекулах. В частности, зависимо

сти от главных квантовых чисел 𝑛 для постоянной Ван-дер-Ваальса вместе с

основным членом 𝑐0𝑛
11 для 𝑛𝑠-𝑛𝑠 и 𝑛𝑝-𝑛𝑝 асимптотических состояний, вклю

чают также члены 𝑐1𝑛
12 и 𝑐2𝑛

13, которые начинают доминировать уже при
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Таблица 1.1. Коэффициенты (в атомных единицах) для аппроксимаций неприводимых ком

понент постоянной Ван-дер-Ваальса 𝐶6 атомов рубидия в одинаковых ридберговских состо

яниях |𝑛𝑙𝐽𝑀⟩

𝑅𝛼𝛽(𝑛𝑙𝐽) 𝐴𝛼𝛽(𝑙𝐽), а.е. �̃�
(1)
𝛼𝛽(𝑙𝐽) �̃�

(2)
𝛼𝛽(𝑙𝐽) 𝑎

(1)
𝛼𝛽(𝑙𝐽) 𝑎

(2)
𝛼𝛽(𝑙𝐽) 𝑎

(3)
𝛼𝛽(𝑙𝐽)

𝑅𝑠𝑠(𝑛S1/2) −70.9493 0 0 −58.1774 1483.95 −15315.5

𝑅𝑎𝑎(𝑛S1/2) −8.31468 0 0 −86.5096 2941.02 −36108.9

𝑅𝑠𝑠(𝑛P1/2) −0.72910 0 0 −192.969 4250.76 −67452.7

𝑅𝑎𝑎(𝑛P1/2) 27.4073 0 0 −16.4848 75.5419 3929.00

𝑅𝑠𝑠(𝑛P3/2) 6.49104 38.0528 0 −6.79382 −289.414 3761.25

𝑅𝑎𝑎(𝑛P3/2) 112.333 38.0528 0 −36.4838 552.365 −3521.18

𝑅𝑠𝑇 (𝑛P3/2) −8.32662 38.0528 0 −21.0358 130.272 35.0750

𝑅𝑇𝑇 (𝑛P3/2) 10.1141 38.0528 0 −29.3512 360.584 −1924.71

𝑅𝑠𝑠(𝑛D3/2) 40.3517 39.5728 58.4180 −84.9677 1336.23 17955.6

𝑅𝑎𝑎(𝑛D3/2) −206.652 39.5513 58.4180 −85.1857 1366.57 17228.2

𝑅𝑠𝑇 (𝑛D3/2) −20.0634 39.6145 58.4181 −82.9888 1177.92 21554.6

𝑅𝑇𝑇 (𝑛D3/2) 6.45440 39.5728 58.4180 −82.5907 1146.66 22261.3

𝑅𝑠𝑠(𝑛D5/2) 32.9534 43.1113 0 −44.2979 307.619 −5245.68

𝑅𝑎𝑎(𝑛D5/2) −204.812 43.1139 0 −45.7028 369.796 −5524.51

𝑅𝑠𝑇 (𝑛𝐷5/2) −21.4608 43.1133 0 −44.6768 322.812 −5277.76

𝑅𝑇𝑇 (𝑛D5/2) 9.57341 43.1209 0 −44.4747 306.531 −5000.21

𝑅𝑠𝑠(𝑛F5/2) 30.5200 90.8537 0 −90.2408 −43.3648 2488.29

𝑅𝑎𝑎(𝑛F5/2) 177.092 90.8537 0 −90.3121 −44.2493 2404.11

𝑅𝑠𝑇 (𝑛F5/2) −10.2820 90.8537 0 −90.2957 −36.3784 2523.22

𝑅𝑇𝑇 (𝑛F5/2) 3.55565 90.8537 0 −90.4571 −20.7632 2561.81

𝑅𝑠𝑠(𝑛F7/2) 30.4162 90.7199 0 −90.1068 −43.2921 2479.81

𝑅𝑎𝑎(𝑛F7/2) 195.089 90.7199 0 −90.1811 −43.9872 2396.60

𝑅𝑠𝑇 (𝑛F7/2) −11.9271 90.7199 0 −90.1622 −36.1657 2514.51

𝑅𝑇𝑇 (𝑛F7/2) 4.79304 90.7199 0 −90.3280 −19.9966 2553.14
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𝑛 > 50 для всех симметрий двухатомных молекул, тем самым давая непра

вильную зависимость от 𝑛 для 𝐶6 высоковозбужденных ридберговских атомов

с большими значениями n. Для асимптотических состояний 𝑛𝑝-𝑛𝑝 молекуляр

ных симметрий 1Σ+
𝑔 и 3Σ+

𝑢 появляется дополнительный член ”резонансного”

типа 𝑐−1𝑛
11/(𝑛 − 29.5). Также для состояний 𝑛𝑑-𝑛𝑑 члены 𝑐1𝑛

12 включаются с

дополнительными ”резонансными” членами 𝑐−1𝑛
11/(𝑛−35.14). Уравнение (1.37)

и данные Таблицы 1.1 показывают, что расположения резонансов, представлен

ные в 2005 году в работе [71], отличаются от представленных в таблице, которые

были определены с помощью более современных данных о квантовых дефектах

[65], [66]–[68] и уровней энергии [64].

Очевидно, полиномиальные аппроксимации для 𝐶6 в [71] могут работать

только в узкой области 𝑛 между 30 и 90 и становятся неправильными для

𝑛 > 100. Основной целью исследований в [71] были дальнодействующие мо

лекулярные потенциалы. Индивидуальные атомные состояния там не рассмат

ривались. Кроме того, данные для квантовых дефектов еще не были настолько

подробными, как в настоящее время. Поэтому полиномиальные аппроксимации

в [71] не могли учитывать ни современных данных о резонансах типа Ферстера,

ни тонкой структуры ридберговских состояний.

Постоянные Ван-дер-Ваальса (1.19) также могут быть записаны в виде раз

ложения по степеням геометрического множителя cos2(𝜃), следующим образом

𝐶6(𝜃) = 𝐵
(0)
𝑛𝑙𝐽𝑀 +𝐵

(2)
𝑛𝑙𝐽𝑀 cos2(𝜃) +𝐵

(4)
𝑛𝑙𝐽𝑀 cos4(𝜃), (1.38)

где независящие от 𝜃 коэффициенты 𝐵
(𝑘)
𝑛𝑙𝐽𝑀 (𝑘 = 0, 2, 4) могут быть представ

лены как комбинации неприводимых частей 𝑅𝑠𝑠, 𝑅𝑎𝑎, 𝑅𝑠𝑇 , и 𝑅𝑇𝑇 вместе с соот
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ветствующими множителями, зависящими от 𝑀 . В частности,

𝐵
(0)
𝑛𝑙𝐽𝑀 = 𝑅𝑠𝑠 +

𝑀 2

6𝐽2
𝑅𝑎𝑎 − 𝑈𝐽𝑀𝑅𝑠𝑇 +

3

2
(𝑈𝐽𝑀)2𝑅𝑇𝑇 ;

𝐵
(2)
𝑛𝑙𝐽𝑀 = −𝑀 2

4𝐽2
𝑅𝑎𝑎 + 3𝑈𝐽𝑀𝑅𝑠𝑇 − 12 (𝑈𝐽𝑀)2𝑅𝑇𝑇 ;

𝐵
(4)
𝑛𝑙𝐽𝑀 =

27

2
(𝑈𝐽𝑀)2𝑅𝑇𝑇 , (1.39)

где использовано обозначение

𝑈𝐽𝑀 =
3𝑀 2 − 𝐽(𝐽 + 1)

2𝐽(2𝐽 − 1)
.

Наконец, коэффициенты 𝐵
(𝑘)
𝑛𝑙𝐽𝑀 могут быть записаны как комбинации двухатом

ных радиальных матричных элементов (1.21), для которых также справедливо

асимптотическое представление вида (1.37).

Численные значения для коэффициентов постоянной 𝐶6, определенные из

уравнений (1.19)–(1.39) и из данных Таблицы 1.1, демонстрируют хорошее со

гласие с приближением для |𝐴⟩ = |𝐵⟩ = |𝑛S1/2⟩-состояний представленным

в [71] внутри области 30 ≤ 𝑛 ≤ 95. Не представляется возможным сравнить

результаты для 𝑃 - и 𝐷-состояний, поскольку данные Таблицы 1.1 учитывают

расщепление тонкой структуры и относительную ориентацию оси квантовая и

межатомной оси, которые для данных из [71] являются скрытыми в молекуляр

ных симметриях. Кроме того, численные результаты, приведенные в настоящей

диссертации, демонстрируют удовлетворительное согласие с данными, приве

денными в [53] для зависимости постоянной Ван-дер-Ваальса от ориентации

межатомной оси (угол 𝜃) для взаимодействия атомов рубидия в их 60𝐷5/2 зее

мановских состояниях. Некоторые расхождения могут быть вызваны различия

ми между новейшими данными квантовых дефектов и теми что испольованись

в работе [53].

Отрицательное асимптотическое значение 𝐵(0)
𝑛𝑆1/21/2 = −72.3𝑛11 указывает

на отталкивающее взаимодействие Ван-дер-Ваальса между атомами в

𝑛S-состояниях, при любой ориентации межатомной оси, поскольку зависимость
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от угла 𝜃 определяется асимптотической постоянной 𝐵
(2)
𝑛S1/21/2 = 2.08𝑛11. Этот

коэффициент существенно уступает абсолютному значению величины 𝐵(0), так

что отталкивающее взаимодействие сохраняется вплоть до бесконечных глав

ных квантовых чисел |𝑛𝑆1/2⟩-состояний.

Для состояний 𝑛P3/2, 𝑛D5/2 и 𝑛F5/2,7/2 особенности появляются в окрестно

стях �̃�𝛼𝛽(P3/2) ≈ 38, �̃�𝛼𝛽(D5/2) ≈ 43 и �̃�𝛼𝛽(F5/2,7/2) ≈ 91, соответственно. Ком

понента 𝑅𝑠𝑠 дает основной вклад в постоянную 𝐶6, как следует из уравнения

(1.19). Поскольку значения 𝑅𝑠𝑠 положительны для всех |𝑛𝑙𝐽⟩-серий представ

ленных в Таблице 1.1 для 𝐽 ≥ 3/2, ван-дер-ваальсово взаимодействие атомов в

состояниях с 𝑛 < �̃� является отталкивающим (𝐶6 < 0), тогда как для 𝑛 > �̃� вза

имодействие становится притягивающим (𝐶6 > 0). Это свойство представляется

довольно общим, но зависимости от магнитного квантового числа и угла 𝜃 явно

демонстрируемые в правой части уравнения (1.19) могут привести к некото

рым отклонениям от этой закономерности. В частности, серия 𝑛𝑃3/2-состояний

сохраняет эту закономерность только для состояний с магнитным квантовыми

числом 𝑀 = ±1/2. Состояния с 𝑀 = ±3/2 демонстрируют значительно откло

нение от указанного свойства для угла 𝜃 = 0 (межатомная ось направлена вдоль

оси квантования, которая при |𝑀 | = 𝐽 оказывается перпендикулярной к орбите

ридберговского электрона). Постоянная 𝐶6 для 𝜃 = 0 равна сумме коэффици

ентов 𝐵(0,2,4)
𝑛P3/2|𝑀 |=3/2 уравнения (1.38). Эта сумма на 3-4 порядка меньше положи

тельного коэффициента 𝐵
(2)
𝑛P3/2|𝑀 |=3/2 который отличается от абсолютного зна

чения суммы двух отрицательных коэффициентов 𝐵(0)
𝑛P3/2|𝑀 |=3/2+𝐵

(4)
𝑛P3/2|𝑀 |=3/2 в

третьем или четвертом знаке. Этот эффект происходит из-за выпадания ради

ального матричного элемента 𝜌𝑙−1, 𝐽−1; 𝑙−1, 𝐽−1 из правой части выражения (1.19)

при 𝜃 = 0. Таким образом, отталкивающее взаимодействие атомов рубидия

остается только при малых углах 𝜃 для всех 𝑛P3/2𝑀 = 3/2 состояний (𝑛 > 39).

Здесь имеет место следующая закономерность: чем больше 𝑛 тем больше об

ласть ”отталкивающих углов” 𝜃 < 𝜃0. В частности, 𝜃0 ≈ 12.6∘, 28.8∘ и 32.5∘ для

𝑛 = 39, 𝑛 = 100 и для всех 𝑛 > 3000, соответственно.
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Резонансные особенности соответствуют обращению в нуль двухатомной

разности энергий. В частности,

𝛿 = 𝐸𝑛S1/2 + 𝐸(𝑛+1)S1/2 − 2𝐸𝑛P3/2
≈ 0,

которая меняет свой отрицательный знак в состояниях 𝑛 ≤ 38 < �̃�𝛼𝛽(P3/2) ≈

38.053 на положительный для 𝑛 ≥ 39 > �̃�𝛼𝛽(P3/2), достигая минимума абсолют

ной величины в состоянии 𝑛 = 38. Согласно выражению (1.27) для |𝑀 | = 3/2,

вклад радиального матричного элемента с этой особенностью отсутствует при

𝜃 = 0 вместе с особенностью в зависимости 𝐶6 от главного квантового числа 𝑛.

Этот эффект подтверждается асимптотическими значениями коэффициентов

разложения (1.38), следующих из данных Таблицы 1.1: каждый коэффициент

𝐵
(𝑘)
𝑛P3/23/2 более чем на три порядка превосходит по абсолютной величине сумму∑︀
𝑘 𝐵

(𝑘)
𝑛P3/23/2, определяющую значение постоянной 𝐶6(𝜃 = 0).

”Резонансное” увеличение постоянной 𝐶6(38P3/2𝑀) для атомов рубидия

может привести к переходу от энергии взаимодействия Ван-дер-Ваальса вида

−𝐶6/𝑅
6 к выражению для энергии специфического вида, описываемого функ

цией 𝐶3(𝜃)/𝑅
3. Однако эта зависимость от 𝑅 имеет место только в области

межатомных расстояний, ограниченной сверху и снизу до области 𝑅𝑚𝑖𝑛 < 𝑅 <

𝑅𝑚𝑎𝑥, где 𝑅𝑚𝑖𝑛 и 𝑅𝑚𝑎𝑥 зависят от дефекта энергии (1.30) и от матричных

элементов дипольных переходов в резонансные состояния. Кроме того, угло

вая зависимость постоянной 𝐶3(𝜃) не подчиняется закону полинома Лежандра

𝑃2(cos 𝜃) = (3 cos2 𝜃 − 1)/2, характерного для взаимодействия между постоян

ными диполями, и кроме того зависит от полного углового момента 𝐽 и магнит

ного квантовых числа𝑀 ридберговского состояния |𝑛𝑙𝐽𝑀⟩, что будет показано

в следующей главе диссертации.

Для состояний 𝑛D3/2 резонансные особенности появляются вблизи 𝑛 = 39

и 𝑛 = 58. В обоих случаях имеются доказательства аномальной зависимости

постоянной 𝐶6 от главного квантового числа. Однако притягивающая природа

взаимодействия Ван-дер-Ваальса для состояний с главными квантовыми чис
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лами 𝑛 < �̃�
(1)
𝛼𝛽 ≈ 39.6 остается также притягивающей для 𝑛 ≥ 40 и становится

отталкивающей только для состояний с 𝑛 ≥ 55 вплоть до 𝑛 = 58. Для со

стояния 39D3/2 с магнитным квантовыми числом 𝑀 = ±3/2 знак постоянной

Ван-дер-Ваальса зависит от угла 𝜃, изменяясь от отталкивания (𝐶6 < 0) в об

ласти 0.1𝜋 < 𝜃 < 0.3𝜋 до притяжения (𝐶6 > 0) в областях 𝜃 < 0.1𝜋 и 𝜃 > 0.3𝜋

с максимумом при 𝜃 = 𝜋/2.

Особенность в 𝑛D5/2 серии состояний появляется для состояния с 𝑛 = 43.

Однако знак постоянной 𝐶6(𝜃;𝑛𝐷5/2) не зависит от 𝜃, оставаясь отрицательным

для 𝑛 ≤ 43 и положительным для 𝑛 ≥ 44 (cм. Рисунок 1.2).

1.8. Выводы

В данной главе была изложена теория возмущений для изолированных со

стояний, которая позволяет описывать асимптотическое взаимодействие меж

ду ридберговскими атомами. Проведены численные расчеты для энергии ван

дер-ваальсова взаимодействия щелочных атомов в ридберговских состояниях,

результаты расчетов представлены в виде простых аппроксимационных зави

симостей от главного квантового числа для неприводимых компонент тензора

Ван-дер-Ваальса. Данные аппроксимации справедливы для произвольных глав

ных квантовых чисел и дают возможность получить постоянную 𝐶6 в зависи

мости от ориентаций оси квантования относительно межатомной оси.
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Глава 2

Резонансные эффекты в дисперсионном

взаимодействии ридберговских атомов

При больших главных квантовых числах 𝑛 появляются специфические ”ре

зонансные” эффекты, когда знаменатели одного или нескольких слагаемых в

(1.1) достигают почти нулевого значения. В случае 𝑛1 и 𝑛2 близких к 𝑛, эти ”ре

зонансные” слагаемые дают основной вклад в двукратную сумму и делают абсо

лютное значение 𝐶6(𝑛𝑆) настолько большим, что в определенной области меж

атомных расстояний 𝑅𝐿𝑅 < 𝑅 < 𝑅𝐹 величина Δ𝐸vdW становится сравнимой

и даже превосходит величину разности энергий в знаменателе. В этом случае

(известном в литературе как ”резонанс Ферстера” [1, 2, 54, 72]) теория возмуще

ний для изолированных состояний может стать неприменимой. Следовательно в

области расстояний меньше 𝑅𝐹 (”радиуса Ферстера”) следует использовать тео

рию возмущений для состояний с близкими энергиями. При этом резонансные

состояния необходимо удалить из гильбертова пространства функции Грина

(из суммы по 𝑛1, 𝑛2 в (1.1)) и рассматривать их как отдельное подпространство

вырожденных состояний, где оператор межатомного взаимодействия должен

быть диагонализован. Редуцированная функция Грина будет появляться в мат

ричных элементах высших порядков [73]. Диагональные матричные элементы

второго порядка добавляются к расстройке 𝛿 = 𝐸𝑛1
+ 𝐸𝑛2

− 2𝐸𝑛 двухатомных

состояний бесконечно удаленных друг от друга атомов. Такая сумма становится

зависящей от расстояния 𝑅 расстройкой Δ(𝑅), которая при определенном рас

стоянии 𝑅 = 𝑅0 может обратиться в нуль, тем самым увеличивая роль недиаго

нального матричного элемента с зависимостью 𝑅−3 и, следовательно, усиливая

энергию межатомного взаимодействия в указанной выше области расстояний.

Таким образом, при 𝑅 ≈ 𝑅0 состояния каждого атома могут перемешиваться

с состояниями противоположной четности, создавая вырожденное состояние с
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большим постоянным электрическим дипольным моментом, аналогичным тому,

которое создается под действием электрического и/или магнитного поля [74].

Детальный анализ на основе данных для квантовых дефектов ридбер

говских состояний Rb обнаруживает указанный тип вырождения для 38𝑃3/2,

39𝐷3/2, 43𝐷5/2 и 58𝐷3/2 состояний [65] – [53]. Энергия двух атомов в этих со

стояниях отделена от ближайших дипольно-связанных двухатомных уровней

энергетической щелью 𝛿 всего лишь в несколько мегагерц, что по крайней мере

на два порядка меньше, чем разделение порядка гигагерца от любого другого

состояния. Энергия резонансного взаимодействия обычно рассматривается как

энергия диполь-дипольного взаимодействия первого порядка с зависимостью от

растояния как 𝑅−3 [3, 45, 52, 53]. Энергия Ван-дер-Ваальса, оцененная как квад

ратичная диполь-дипольная энергия деленная на независимую от межатомного

расстояния 𝑅 расстройку 𝛿 [53], соответствует учету только одного резонансно

го слагаемого в бесконечном ряде, представленным в правой части уравнения

(1.1). Однако резонансная оценка для значения 𝐶6 справедлива только в том

случае, когда вклад нерезонансных слагаемых в бесконечное суммирование в

(1.1) не существенен.

В данной главе определяется энергия асимптотического взаимодействия с

использованием теории возмущений высших порядков для близких состояний

[73]. Преобразование зависимости сдвига энергии, индуцированного взаимодей

ствием, из закона Ван-дер-Ваальса Δ𝐸vdW = −𝐶6/𝑅
6 в диполь-дипольный за

кон Δ𝐸d = 𝐶3/𝑅
3, можно определить как качественно, так и количественно

из общих уравнений учитывающих изменение резонансной расстройки, вызван

ное взаимодействием атомов. В качестве численного примера ниже рассмотрен

случай двухатомных состояний атомов рубидия в состояниях 38P3/2, которые

всего на 4 МГц больше совместной энергии 39S- и 38S-состояний [1], а так

же 43D5/2-состояния, двухатомная энергия которых больше суммы 45P3/2 и

41F5/2-состояний всего на 6 МГц.
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2.1. Теория возмущений для резонансного

асимптотического взаимодействия

Если условие теории возмущений |Δ𝐸vdW/𝛿| ≪ 1 не выполняется для од

ного из расщеплений 𝛿 = 𝐸2 − 𝐸1 между энергиями 𝐸1 ≡ 𝐸AB = 𝐸A + 𝐸B =

2𝐸𝑛 начального двухатомного состояния ⟨r1r2|1⟩ = ⟨r1r2|AB⟩ = ⟨r1|𝑛⟩⟨r2|𝑛⟩ и

𝐸2 ≡ 𝐸𝑛1𝑛2
= 𝐸𝑛1

+ 𝐸𝑛2
промежуточного состояния ⟨r1r2|2⟩ = ⟨r1|𝑛1⟩⟨r2|𝑛2⟩ =

⟨r2|𝑛1⟩⟨r1|𝑛2⟩ в сумме, определяющей двухатомную функцию грина (1.8), тогда

должна применяться теория возмущений для близких состояний. Очевидно,

что для одинаковых индивидуальных состояний |A⟩ = |B⟩ = |𝑛𝑙𝐽𝑀⟩ взаимо

действующих атомов в двухатомном состоянии |1⟩, в близком к нему состоянии

⟨r1, r2|2⟩ = ⟨r1|𝑛1𝑙1𝐽1⟩⟨r2|𝑛2𝑙2𝐽2⟩ одноатомные волновые функции ⟨r1|𝑛1𝑙1𝐽1⟩ и

⟨r2|𝑛2𝑙2𝐽2⟩ будут разными. В состоянии |2⟩, выполняется суммирование по маг

нитным квантовым числам 𝑀1 и 𝑀2, как это подразумевается в уравнении для

функции Грина (1.8), поэтому проекции орбитальных моментов здесь даже не

упоминаются.

Обмен индивидуальными состояниями между атомами соответствует тре

тьему близкому состоянию ⟨r1, r2|3⟩ = ⟨r1|𝑛2𝑙2𝐽2⟩⟨r2|𝑛1𝑙1𝐽1⟩, равному по энер

гии состоянию ⟨r1, r2|2⟩, и также участвующему в полном наборе двухатомных

состояний разложения функции Грина (1.8). Следовательно подпространство

близких состояний включает в себя по крайней мере три различных двухатом

ных состояния: |1⟩, |2⟩ и |3⟩, где последние два состояния имеют одинаковые

двух-атомные энергии 𝐸3 = 𝐸2 = 𝐸𝑛1
+ 𝐸𝑛2

. Состояния |2⟩ и |3⟩ могут быть

объедены в пару альтернативных резонансных состояний, |±⟩ = (|2⟩ ± |3⟩) /
√
2.

Однако состояние |−⟩ не взаимодействуем с начальным состоянием |1⟩ и не дает

вклада в резонансное усиление 𝐶6 (”темное состояние”), поэтому в дальнейшем

в качестве базиса близких состояний мы принимаем состояния: |1⟩, |2⟩, |3⟩.

В этом случае энергия взаимодействия между атомами Δ𝐸 может быть

определена в произвольных порядках оператора (1.3) из решения уравнения
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третьего порядка:

det||𝑊𝑖𝑗 + (𝜀𝑖 −Δ𝐸)𝛿𝑖𝑗|| = 0, (2.1)

которое эквивалентно диагонализации матрицы 3 × 3 (здесь 𝛿𝑖𝑗 - символ Кро

некера, для краткости в матричном элементе опущен аргумент R) [73, 75]:

𝑊𝑖𝑗 =

⟨
𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑉AB(R)

{︁
1 +𝐺′

𝐸

[︁
𝑉AB(R)−Δ𝐸

]︁}︁−1
⃒⃒⃒⃒
𝑗

⟩
, (2.2)

где: 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3 соответствуют близким состояниям, которые исключаются

из двухкратного спектрального суммирования в функции Грина (1.8). Сдвиг,

индуцированный взаимодействием Δ𝐸 = 𝐸 − 𝐸, относится к энергии функ

ции Грина, которую можно принять за среднюю энергию близких состояний

𝐸 = (𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸3)/3 [73]. Однако, поскольку мы ищем сдвиг Δ𝐸 = 𝐸 − 𝐸1

уровня энергии 𝐸1, и энергии двух уровней одинаковы, 𝐸2 = 𝐸3, удобно поло

жить 𝐸 = 𝐸1. Тогда сдвиги 𝜀𝑖 = 𝐸𝑖 − 𝐸 уравнения (2.1) 𝜀1 = 0 и 𝜀2 = 𝜀3 = 𝛿

определяют три решения Δ𝐸1(2,3) = 𝜀1(2,3) кубического уравнения для беско

нечно удаленных друг от друга атомов (𝑅 → ∞, где матричные элементы 𝑊𝑖𝑗

равны нулю).

Формальное разложение оператора взаимодействия 𝑉𝐴𝐵(R) в степенной

ряд по 1/𝑅 для матричного элемента (2.2)

𝑊𝑖𝑗 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑊
(𝑘)
𝑖𝑗 (2.3)

позволяет получить соответствующие ряды для энергиии Ван-дер-Ваальса [60]

Δ𝐸 =
∞∑︁
𝑘=1

𝐸(𝑘). (2.4)

Как следует из разложения (1.3), каждое слагаемое из ряда для матричных

элементов (2.3) и каждое слагаемое из ряда для энергии (2.4) также могут быть

разложены по степеням 1/𝑅.

Поэтому в первом порядке (𝑘 = 1) мы имеем сумму конечного числа слага

емых, которые включают только разрешенные мультипольные переходы между
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начальными и конечными состояниями атомов 𝐴 и 𝐵, аналогично сдвигу пер

вого порядка (1.6) для изолированного состояния |𝐴𝐵⟩

𝑊
(1)
𝑖𝑗 =

⟨
𝑖
⃒⃒⃒
𝑉AB(R)

⃒⃒⃒
𝑗
⟩
=

𝐿Σ+1∑︁
𝑞=𝑞1

𝑤
(1)
𝑖𝑗 (𝑞,n)

𝑅𝑞
, (2.5)

где: 𝐿Σ = 𝑙A(𝑖)+𝑙A(𝑗)+𝑙B(𝑖)+𝑙B(𝑗) это сумма всех орбитальных моментов обоих

атомов в их начальных |𝑖⟩ и конечных |𝑗⟩ состояния (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3). Начальный

индекс 𝑞1 также зависит от орбитальных моментов двухатомных состояний |𝑖⟩

и |𝑗⟩. Если состояния |𝑖⟩ и |𝑗⟩ являются дипольно связанными для обоих атомов

(Δ𝑙A(B) = |𝑙A(B)(𝑖) − 𝑙A(B)(𝑗)| = 1), тогда суммирование в недиагональном мат

ричном элементе (2.5) начинается с 𝑞1 = 3. В противном случае, если состояния

являются дипольно связанными только для одного из атомов, а для другого

разрешен квадрупольный переход, тогда 𝑞1 = 4; если дипольные переходы за

прещены, а квадрупольные переходы разрешены для обоих атомов, то сумма

для матричного элемента первого порядка (2.5) начинается с квадруполь-квад

рупольного слагаемого, как в разложении для энергии первого прядка (1.6),

определяемой диагональным элементом 𝑊
(1)
𝑖𝑖 , где минимальная степень 𝑞1 = 5.

Член второго порядка в разложении (2.3) может быть представлен в виде

бесконечного ряда

𝑊
(2)
𝑖𝑗 = −

⟨
𝑖
⃒⃒⃒
𝑉AB(R)𝐺′

𝐸
𝑉AB(R)

⃒⃒⃒
𝑗
⟩
=

∞∑︁
𝑞=𝑞2

𝑤
(2)
𝑖𝑗 (𝑞,n)

𝑅𝑞
, (2.6)

где сумма для диагональных матричных элементов 𝑊
(2)
𝑖𝑖 выполняется по чет

ным степеням 1/𝑅, начиная с 𝑞2 = 6. Четность и начальное значение 𝑞2 степени

𝑞 для недиагональных матричных элементов 𝑊
(2)
12 = 𝑊

(2)
13 зависят от соотноше

ния между четностями индивидуальных одноатомных состояний в начальном

|1⟩ и конечных |2⟩, |3⟩ двухатомных состояниях. В случае противоположных

четностей только для одного из двух атомов, 𝑞2 = 7 и сумма (2.6) включает в

себя только нечетные индексы 𝑞. В случае противоположных честностей состо

яний для обоих атомов, сумма начинается с 𝑞2 = 8 и включает в себя только
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четные степени 𝑞. Однако мы ограничимся наиболее интересным случаем ди

польно связанных состояний |1⟩ и |2⟩ (|3⟩), поэтому достаточно учесть только

дипольный член превого порядка 𝑊
(1)
12 ∝ 1/𝑅3.

С учетом матричных элементов низшего порядка (2.5) и (2.6) и тождеств

𝑊
(1)
12 = 𝑊

(1)
21 = 𝑊

(1)
13 = 𝑊

(1)
31 ,

𝑊
(2)
22 = 𝑊

(2)
33 , 𝑊

(2)
23 = 𝑊

(2)
32 ,

решения уравнения (2.1) могут быть представлены в виде:

Δ𝐸1,2 ≡ Δ𝐸± = 𝑊
(2)
11 +

Δ(R)

2
±

√︃(︂
Δ(R)

2

)︂2

+ 2|𝑊 (1)
12 |2,

Δ𝐸3 = 𝛿 +𝑊
(2)
22 −𝑊

(2)
23 (2.7)

гдеΔ(R) = 𝛿−𝑊
(2)
11 +𝑊

(2)
22 +𝑊

(2)
23 - дефект энергий резонансных состояний с уче

том нерезонансных ван-дер-ваальсовских сдвигов. Решение Δ𝐸3 соответствует

расщеплению полностью вырожденных состояний |2⟩ и |3⟩, причем второе ре

шение Δ𝐸2 = Δ𝐸+ = 𝛿 + 𝑊
(2)
22 + 𝑊

(2)
23 будет соответствовать расщеплению

состояний |2⟩ и |3⟩ в отсутствие взаимодействия с начальным состоянием |1⟩

(положив 𝑊
(1)
12 ≡ 0 и предполагая Δ(R) > 0). Следует отметить, что такое вы

рождение двухатомных состояний, связанное с перестановкой между атомами

A и B индивидуальных одноатомных состояний, всегда должно учитываться

при расчете ван-дер-ваальсовского взаимодействия между одинаковыми атома

ми [43].

Диагональные матричные элементы являются быстро убывающими функ

циями от межатомного расстояния, как видно из асимптотических зависимо

стей как в первом порядке 𝑊
(1)
𝑖𝑖 ∝ 𝑛8/𝑅5 так и во втором порядке 𝑊

(2)
𝑖𝑖 ∝

𝑛11/𝑅6. Поэтому, на больших расстояниях 𝑅 > 𝑛3 основной вклад в Δ(R) дает

независимая от 𝑅 разность двухатомных энергий 𝛿. В частности, для 𝑛 ≈ 50

состояний и |𝛿| > 100МГц, относительная разница междуΔ(R) и 𝛿 составит ме

нее 10% при 𝑅 > 10мк. Недиагональный матричный элемент 𝑊 (1)
12 ∝ 𝑛4/𝑅3 так

же является быстро убывающей функцией расстояния 𝑅, поэтому в указанной



47

области 𝑅 > 𝑛3 имеет место неравенство |Δ(R)|2 ≫ 8|𝑊 (1)
12 |2 и приближенные

решения для (2.1) будут иметь вид (предполагая Δ(R) > 0)

Δ𝐸1 ≡ Δ𝐸− = 𝑊
(2)
11 − 2|𝑊 (1)

12 |2

Δ(R)
,
(︁
lim
𝑅→∞

Δ𝐸1 → 𝜀1 = 0
)︁
;

Δ𝐸2 ≡ Δ𝐸+ = Δ(R) +𝑊
(2)
11 +

2|𝑊 (1)
12 |2

Δ(R)
,
(︁
lim
𝑅→∞

Δ𝐸2 → 𝜀2 = 𝛿
)︁
,

которые описывают сдвиги Ван-дер-Ваальса верхнего |1⟩ и одного из нижних

(|2⟩ и |3⟩) двухатомных состояний соответственно. Очевидно, что дробь с удво

енным квадратом недиагонального элемента первого порядка 𝑊 (1)
12 в числителе

заменяет опущенные члены в редуцированной функции Грина.

В противоположном случае 8|𝑊 (1)
12 |2 ≫ |Δ(𝑅)|2, когда расщеплением 𝛿

между двумя близкими уровнями можно пренебречь, основной вклад дается

вторым слагаемым подкоренного выражения уравнения (2.7). Тогда два реше

ния (2.7) будут:

Δ𝐸± ≈ ±
√
2|𝑊 (1)

12 |

⎡⎢⎣1 + (Δ(R))2

16
⃒⃒⃒
𝑊

(1)
12

⃒⃒⃒2
⎤⎥⎦+𝑊

(2)
11 +

Δ(R)

2
. (2.8)

Этот случай характерен для так называемого ”резонанса Ферстера”, когда за

висимость для энергии Ван-дер-Ваальсова взаимодействия 6-й степени Δ𝐸 =

−𝐶6/𝑅
6 может превращаться в зависимость 3-й степении для энергии диполь

дипольного взаимодействия Δ𝐸 = 𝐶3/𝑅
3 [1, 72], определяемую недиагональ

ным матричным элементом первого порядка 𝑊
(1)
12 . На самом деле такой ”резо

нанс” для близких состояний |1⟩, |2⟩ и |3⟩ полностью эквивалентен двухатомно

му резонансу в электромагнитных восприимчивостях двух асимптотически вза

имодействующих атомов во внешнем поле, зависящем от частоты [47]. Однако,

и |𝑊 (1)
12 |, и |Δ(𝑅)| являются функциями зависящими от 𝑅, поэтому неравенство

8|𝑊 (1)
12 |2 ≫ |Δ(𝑅)|2 нарушается как на малых расстояниях, когда |𝑊 (1)

12 |/|Δ(𝑅)|

стремиться к нулю как ∝ 𝑅3 при 𝑅 → 0, так и на больших расстояниях, когда

|𝑊 (1)
12 |/|Δ(𝑅)| стремится к нулю как ∝ 𝑅−3 при 𝑅 → ∞ (с учетом только чле

нов низших порядков для (2.3) и (2.5)). Поэтому диапазон расстояний 𝑅, где
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выполняется соотношение (2.8), ограничен как снизу, так и сверху. Более того,

зависимость матричного элемента от ориентации межатомного вектора R (от

угла 𝜃) подчиняется функции близкой к корню квадратному от функции угла

𝜃 из уравнения (1.19) для резонансной части 𝐶6(𝜃) и может быть представлена

следующим образом:

𝑊
(1)
12 (𝑅, 𝜃) =

𝑑𝐴𝐵

𝑅3
𝒵𝐽,𝑀

𝐽1;𝐽2
(𝜃) (2.9)

где редуцированный матричный элемент диполь-дипольного взаимодействия

𝑑𝐴𝐵 ≡ ⟨1‖Q𝐴
1Q

𝐵
1 ‖2⟩ выделен в отдельный коэффициент и выполнено сумми

рование по магнитным квантовым числам 𝑀1,𝑀2 резонансного двухатомного

состояния |2⟩ = |𝑛1𝑙1𝐽1𝑀1⟩|𝑛2𝑙2𝐽2𝑀2⟩ при расчете квадрата матричного элемен

та 𝑊
(1)
12 в подкоренном выражении решения (2.8). Поэтому уравнения (2.8) и

(2.9) явно свидетельствуют о наличии сдвига Ферстеровского типа для диполь

дипольной энергии

Δ𝐸± = ±𝐶3(𝑀, 𝜃)

𝑅3
, (2.10)

но только в ограниченной области расстояний. Эта область может быть расши

рена в случае точного резонанса 𝛿 = 0, когда уравнения (2.8), (2.10) и соот

ветствующее условие 8|𝑊 (1)
12 |2 ≫ |Δ(𝑅)|2 справедливы для любых расстояний

𝑅 > 𝑅𝐿𝑅 вплоть до 𝑅 → ∞. Поэтому для детального изучения пространствен

ной зависимости взаимодействия Ферстера используются различные методы

снижения энергетического дефекта во внешних статических или радио-частот

ных полях [54], [52], [50], [55], [76].
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2.2. Резонансное взаимодействие атомов рубидия в

ридберговских состояниях

Множитель 𝐶3(𝑀, 𝜃), зависящий от 𝑀 и 𝜃, может быть явно выражен из

уравнений (2.8) – (2.9):

𝐶3 =
√
2|𝑑𝐴𝐵|𝒵𝐽,𝑀

𝐽1;𝐽2
(𝜃), (2.11)

где введены обозначения:

𝒵𝐽,𝑀
𝐽1;𝐽2

(𝜃) =

{︃
2

3(2𝐽 + 1)2
+

[︂
2𝑀

(2𝐽)3

]︂2
𝑋1𝑋2

2
(2− 3 cos2 𝜃)

+
[3𝑀 2 − 𝐽(𝐽 + 1)](𝑌1 + 𝑌2)

3(2𝐽 + 1)(2𝐽 − 1)5
(1− 3 cos2 𝜃)

+

[︂
3𝑀 2 − 𝐽(𝐽 + 1)

(2𝐽 − 1)5

]︂2
𝑌1𝑌2(1− 8 cos2 𝜃 + 9 cos4 𝜃)

}︃1/2

, (2.12)

здесь 𝑋1(2) = 𝐽(𝐽 +1)+2−𝐽1(2)(𝐽1(2)+1) и 𝑌1(2) = 3𝑋1(2)(𝑋1(2)−1)−8𝐽(𝐽 +1).

В отличие от электростатической энергии двух независимых диполей, сдвиг

(2.10) не исчезает ни при усреднении по ориентациям межатомной оси, ни при

усреднении по ориентациям орбитальных моментов (по магнитным квантовым

числам 𝑀). Важно отметить, что суммирование по магнитным квантовым чис

лам состояний |2⟩ и |3⟩ было выполнено при определении квадрата матричного

элемента
⃒⃒⃒
𝑊

(1)
12 (𝑅, 𝜃)

⃒⃒⃒2
в подкоренном выражении (2.7), так как все зеемановские

подуровни резонансных состояний |2⟩ и |3⟩ имеют равные энергии и поэтому бы

ли введены в подпространство близких состояний |1⟩ и |2⟩.

На Рисунке 2.1, представлены множители (1) 𝒵5/2,𝑀
7/2;3/2(𝜃) и (2) 𝒵5/2,𝑀

5/2;3/2(𝜃)

которые определяют угловую зависимость матричного элемента первого по

рядка (2.9) диполь-дипольного перехода между двухатомными состояниями

|1⟩ = ⟨r1|𝑛D5/2𝑀⟩⟨r2|𝑛D5/2𝑀⟩ и |2⟩ = ⟨r1|𝑛1F7/2,5/2⟩⟨r2|𝑛2P3/2⟩ для различных

квантовых чисел 𝑀 = 1/2, 3/2 и 5/2. Очевидное различие между угловыми

зависимостями для состояний тонкой структуры 𝐽 = 5/2 и 7/2 резонанса 𝑛1𝐹𝐽

видно явно из (2.12), а также из Рис. 2.1. Однако при 𝜃 = 0 множитель 𝑍(𝜃)
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для 𝐽 = 7/2 превосходит такой же множитель для 𝐽 = 5/2, оставаясь около

0.12÷0.14 и почти равными друг другу при 𝜃 ̸= 0.

Аналогичное различие имеет место для угловых множителей 𝑍
3/2,𝑀
1/2;1/2(𝜃)

(𝑀 = 1/2, 3/2) и 𝑍
3/2,3/2
5/2;3/2(𝜃), представленных на Рисунке 2.2. Первый из них

определяет угловую зависимость матричного элемента первого порядка (2.9)

диполь-дипольного перехода из состояния |1⟩ = ⟨r1|𝑛P3/2𝑀⟩⟨r2|𝑛P3/2𝑀⟩ в со

стояние |2⟩ = ⟨r1|𝑛S1/2⟩⟨r2|𝑛S1/2⟩ при 𝑀 = 1/2, 3/2 (кривые a и b соответ

ственно), второй - из состояния |1⟩ = ⟨r1|𝑛D3/2,3/2⟩⟨r2|𝑛D3/2,3/2⟩ в состояние

|2⟩ = ⟨r1|𝑛F5/2⟩⟨r2|𝑛P3/2⟩ (кривая с). Здесь наблюдается очевидная разница

в множителях угловых зависимостей как между резонансами на различных

двухатомных состояниях, так и между разными значениями проекций орби

тального момента𝑀 состояния |1⟩. Так например резонанс между состояниями

2× (𝑛P3/2,3/2) → 𝑛1S1/2 + 𝑛2S1/2 исчезает при углах 𝜃 = 𝑘𝜋, где 𝑘 = 0, 1.

Из данных Таблицы 1.1, можно видеть области двухатомных резонансов,

которые локализуются вблизи главных квантовых чисел 𝑛 порядка �̃�, однако

диапазон расстояний 𝑅, где недиагональный член подкоренного выражения в

уравнении (2.7) существенно превосходит первый член, представляется доволь

но узкой. Кроме того, угловая зависимость матричного элемента (2.9) не зави

сит от диполь-дипольного взаимодействия, описываемого полиномом Лежандра

𝑃2(cos 𝜃).

2.2.1. Резонанс на состояниях 38𝑃3/2

Для двух атомов рубидия в одинаковых состояниях |𝑛P3/2𝑀 = 1/2, 3/2⟩,

наименьший по абсолютной величине Ферстеровский дефект энергий имеет ме

сто при 𝑛 = 38:

𝛿(38P3/2) = 𝐸(39S1/2) + 𝐸(38S1/2)− 2𝐸(38P3/2) ≈ −4.62МГц, (2.13)

𝛿(𝑛P3/2) изменяет свой знак с положительного на отрицательный при переходе

из состояния с 𝑛 = 38 в состояние 𝑛 = 39. Численные данные Таблицы 1.1 могут
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(1)
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Рис. 2.1. Множитель угловой зависимости 𝒵5/2,𝑀
𝐽1;𝐽2

(𝜃) матричного элемента первого порядка

(2.9) для диполь-дипольного перехода между близкими двухатомными состояниями:

(1) 2× (𝑛D5/2,𝑀) → 𝑛1F7/2 + 𝑛2P3/2;

(2) 2× (𝑛D5/2,𝑀) → 𝑛1F5/2 + 𝑛2P3/2 состояния:

𝑀 = 1/2 (a), 𝑀 = 3/2 (b), 𝑀 = 5/2 (c).
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a
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c
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Рис. 2.2. Множитель угловой зависимости 𝒵𝐽,𝑀
𝐽1;𝐽2

(𝜃) матричного элемента первого порядка

(2.9) для диполь-дипольного перехода между близкими двухатомными состояниями:

2× (𝑛P3/2,𝑀) → 𝑛1S1/2 + 𝑛2S1/2, 𝑀 = 1/2 (a), 𝑀 = 3/2 (b);

2× (𝑛D3/2,3/2) → 𝑛1F5/2 + 𝑛2P3/2 (c).
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быть использованы для вычисления матричного элемента второго порядка

𝑊
(2)
11 = −

𝐶6(38P3/2𝑀)

𝑅6
, (2.14)

где 𝐶6(38P3/2𝑀) = 𝐶6(38P3/2𝑀) − 2(𝑊
(1)
12 )

2/𝛿 представляет собой постоянную

Ван-дер-Ваальса вычисленную с редуцированной функцией Грина. Диагональ

ный матричный элемент второго порядка, вычисленный методом модельного

потенциала Фьюса (в атомных единицах):

𝑊
(2)
22 = 𝑊

(2)
33 = −�̃�𝑠𝑠/𝑅

6 = 5.144× 1018/𝑅6; (2.15)

при этом недиагональный матричный элемент:

𝑊
(2)
23 = 4.097× 1018/𝑅6 (2.16)

Сумма по зеемановским подуровням исключает вклад 𝑅𝑎𝑎 компоненты в тензор

𝐶6 = 𝐶6(38S− 39S)− 2(𝑊
(1)
12 )

2/𝛿 для атомов взаимодействующих в состояниях

38S1/2 и 39S1/2 оставляя только �̃�𝑠𝑠 член. Вычисление радиальных матричных

элементов диполь-дипольных переходов дает не зависящий от угла 𝜃 и рассто

яния 𝑅 коэффициент в недиагональном матричном элементе первого порядка

(2.9)

𝑑𝐴𝐵 =
4

3
⟨38P3/2|𝑟𝐴|38S1/2⟩⟨38P3/2|𝑟𝐵|39S1/2⟩ = −2.544× 106 (а.е.) (2.17)

и позволяет определить сдвиги (2.7) – (2.8), вызванные дисперсионным вза

имодействием атомов. Зависимость от 𝑅 отношения подкоренных слагаемых

𝜒(𝑅, 𝜃) = 8|𝑊12(𝑅, 𝜃)/Δ(𝑅, 𝜃)|2 уравнения (2.7), представленная на Рисунке

2.3, позволяет оценить область межатомных расстояний 𝑅, где ван-дер-вааль

совская зависимость для сдвига уровня энергии Δ𝐸𝑣𝑑𝑊 = −𝐶6/𝑅
6 превраща

ется в зависимость диполь-дипольного типа Δ𝐸𝑑−𝑑 = 𝐶3/𝑅
3. Как видно из

рисунка, в области 1 < 𝑅 < 5.5мкм, абсолютное значение матричного элемен

та 𝑊
(1)
12 перехода между двухатомными состояниями |1⟩ и |2(3)⟩ существенно

превосходит по своей величине расстройку двухатомной энергии Δ(𝑅) (первое
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слагаемое подкоренного выражения в уравнении (2.7)), которая обращается в

нуль при 𝑅 ≈ 2.61мкм. Это отношение зависит от угла между осью квантова

ния и межатомной осью, достигая своего максимального значения при 𝜃 = 0.

В состояниях с магнитным квантовыми числом 𝑀 = 3/2 зависимость от

угла 𝜃 𝑅-области где выполняется неравенство 𝜒(𝑅, 𝜃) >> 1 становится еще

сильнее так как 𝑊
(1)
12 = (𝑅, 𝜃 = 0) ≡ 0 и область зависимости вида (2.10) при

𝜃 = 0 вообще не существует. Для 𝜃 = 𝜋/6 эта область сводится к интервалу

1.8 < 𝑅 < 3.7мкм; для 𝜃 = 𝜋/2 неравенство 𝜒(𝑅, 𝜃) >> 1 выполняется в

области 1.2 < 𝑅 < 5.8мкм которая совпадает с областью 𝜒(𝑅, 𝜃 = 0) >> 1 для

состояний с 𝑀 = 1/2.

2.2.2. Резонанс на состояниях 43𝐷5/2

Еще один интересный случай представляет другой резонанс, где два ато

ма рубидия находятся в одинаковых состояниях |43D5/2𝑀 = 1/2, 3/2, 5/2⟩ и,

наименьший по абсолютной величине, Ферстеровский дефект энергии равен:

𝛿(43D5/2) = 𝐸(41F5/2(7/2)) +𝐸(45P3/2)− 2𝐸(43D5/2) ≈ −6.1(−8.7)МГц, (2.18)

где 𝛿(𝑛D5/2) изменяет свой знак с отрицательного на положительный при пере

ходе от 𝑛 = 43 к 𝑛 = 44.

На основе данных из Таблицы 1.1 вычисляется матричный элемент второ

го порядка аналогичный (2.14) c постоянной Ван-дер-Ваальса 𝐶6(43D5/2𝑀, 𝜃) =

𝐶6(43D5/2𝑀, 𝜃)−(𝐶3(𝑀, 𝜃))2 /𝛿 , определяемой с редуцированной функцией Гри

на. Метод модельного потенциала Фьюса дает для диагонального матричного

элемента второго порядка (в атомный единицах):

𝑊
(2)
22 = 𝑊

(2)
33 = − 32

�̃�𝑠𝑠

𝑅6
= 1.845× 1020/𝑅6, (2.19)

и для недиагонального:

𝑊
(2)
23 = 2.786× 1017/𝑅6. (2.20)
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Рис. 2.3. Зависимость отношения подкоренных членов уравнения (2.7) 𝜒(𝑅, 𝜃) =

8|𝑊12(𝑅, 𝜃)/Δ(𝑅, 𝜃)|2 от межатомного расстояния 𝑅 для атомов рубидия в состояниях

38P3/2,𝑀=1/2 при углах 𝜃 = 0 (кривые a), 𝜃 = 𝜋/6 (b) и 𝜃 = 𝜋/2 (c). Две области, где 𝜒(𝑅, 𝜃) >

10, разделены щелью сингулярности: график (1) отражает область 1.5мкм < 𝑅 < 2.2мкм

в то время как график (2) представляет область 3.2мкм < 𝑅 < 5.5мкм. Между этими

областями (для 2.2мкм < 𝑅 < 3.2мкм) 𝜒(𝑅, 𝜃) стремиться к бесконечности из-за узла фер

стеровского энергетического дефекта Δ(𝑅, 𝜃) = 0 в точке 𝑅 ≈ 2.61мкм, практически не

зависящей от 𝜃.
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В данном случае суммирование по зеемановским подуровням исключает вклад

𝑅𝑎𝑎, 𝑅𝑠𝑇 , 𝑅𝑇𝑇 компонент в 𝐶6 = 𝐶6(41F7/2 − 45P3/2) − 2(𝑊
(1)
12 𝑅

3)2/𝛿, оставляя

только изотропную компоненту 32�̃�𝑠𝑠(41F7/2−45P3/2). Матричный элемент ди

поль-дипольного перехода в выражении (2.9) будет равен:

𝑑𝐴𝐵 = −
√︂

288

35
⟨43D5/2|𝑟𝐴|41F7/2⟩⟨43D5/2|𝑟𝐵|45P3/2⟩

= 5.373× 106 а.е. (2.21)

Все эти данные для матричных элементов позволяют определить сдвиги, инду

цированные дисперсионным взаимодействием по формулам (2.7) – (2.8).

Упомянутое в (2.18) различие между резонансными расстройками из-за

тонкой структуры состояния 41𝐹𝐽 (𝐽 = 5/2, 7/2) не компенсирует разницу меж

ду угловыми множителями:
√︀

72/175 для 𝐽 = 5/2, примерно в 4.5 раза мень

шим чем множитель
√︀
288/35 для 𝐽 = 7/2 уравнения (2.21). В то же время

соответствующие радиальные матричные элементы совпадают до 5-го десятич

ного знака. Кроме того, зависящие от 𝜃 множители 𝒵5/2,𝑀
7/2;3/2(𝜃) и 𝒵5/2,𝑀

5/2;3/2(𝜃) не

демонстрируют существенной разницы (сравните соответствующие графики на

Рисунке 2.1) и даже могут усилить доминирование вклада от состояния 41𝐹7/2,

в окрестности 𝜃 ≈ 0. Таким образом, вклад резонанса на состоянии 41𝐹5/2 в

энергию (2.7) составляет менее 5 процентов от вклада резонанса на состоянии

41𝐹7/2 и поэтому может быть опущен в нашем рассмотрении.

Зависимость от 𝑅 отношения 𝜒1/2(𝑅, 𝜃) = 8|𝑊 (1)
12 (𝑅, 𝜃)/Δ(𝑅, 𝜃)|2 для под

коренных членов уравнения (2.7), представленная на Рисунке 2.4, позволяет

аналогичным образом оценить область межатомных расстояний 𝑅, где ван-дер

ваальсова зависимость Δ𝐸𝑣𝑑𝑊 = −𝐶6/𝑅
6 сдвига уровня энергии 43D5/2𝑀=1/2

превращается в диполь-дипольный сдвиг Δ𝐸𝑑−𝑑 = 𝐶3/𝑅
3. На рисунке видно,

что в области 2 < 𝑅 < 5мкм, абсолютное значение матричного элемента 𝑊
(1)
12

превосходит на порядок и более значение двухатомной отстройки энергииΔ(𝑅),

которая зависит от расстояния и обращается в нуль при 𝑅 ≈ 3.9мкм. Отноше

ние 𝜒(𝑅, 𝜃) = 8|𝑊12(𝑅, 𝜃)/Δ(𝑅, 𝜃)|2 зависит от угла между осью квантования и
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межатомной осью и достигает максимума приΔ(R) ≈ 0. В состояниях с магнит

ными квантовыми числами 𝑀 = 3/2, 5/2 зависимость от угла 𝜃 области 𝑅, где

выполняется неравенство 𝜒(𝑅, 𝜃) ≫ 1, проявляется сильнее, так как матричный

элемент первого порядка уменьшается по сравнению со случаем 𝑀 = 1/2.

Область диполь-дипольного взаимодействия между ридберговскими ато

мами ограничена конечным значением энергетического дефекта 𝛿 между ди

польно-связанными двухатомными уровнями энергии: чем меньше |𝛿|, тем ши

ре область межатомных расстояний, где выполняется диполь-дипольный закон

взаимодействия первого порядка (2.10) между атомами. Поэтому были раз

работаны и экспериментально подтверждены различные методы расширения

области диполь-дипольного взаимодействия Ферстера с использованием стати

ческих и/или радиочастотных электрических полей для уменьшения величи

ны дефекта энергии 𝛿 [50, 52, 54, 55, 76]. Однако в современной литературе

отсутствуют последовательные теоретические рассмотрения резонанса Ферсте

ра, индуцированного внешним полем, с учетом одновременного действия поля

и межатомного взаимодействия ридберговских атомов. Решение этой задачи

может быть основано на использовании теории возмущений высших порядков

для атомно-полевых и атомно-атомных взаимодействий по аналогии со случаем

атомов в основных состояниях в поле [47]. Соответствующие восприимчивости

двухатомной системы описывают зависимость энергетического сдвига от ампли

туды внешнего поля и от относительной ориентации векторов межатомной оси

R и оси квантования.

Вне области Ферстера энергия взаимодействия между ридберговскими ато

мами следует закону Ван-дер-Ваальса Δ𝐸𝑣𝑑𝑊 = −𝐶6/𝑅
6. Численные расчеты

показывают, что вклад в индуцированный взаимодействием сдвиг энергии со

стояний 38𝑃3/2 и 43𝐷5/2, от всех оставшихся ”нерезонансных” членов двухатом

ного базиса для функции Грина (1.8) в области ”ферстеровских расстояний”

соответственно 1мкм < 𝑅 < 6мкм и 2мкм < 𝑅 < 5мкм будет более чем на

3 порядка меньше чем вклад от резонансных членов. Вне этой области (для
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Рис. 2.4. Зависимость соотношения подкоренного член уравнения (2.7) 𝜒(𝑅, 𝜃) =

8|𝑊12(𝑅, 𝜃)/Δ(𝑅, 𝜃)|2 от межатомного расстояния 𝑅 в атомов рубидия в 43D5/2,𝑀=1/2 состоя

ниях при углах 𝜃 = 0 (кривые a), 𝜃 = 𝜋/6 (b) и 𝜃 = 𝜋/2 (c). Две области, где 𝜒(𝑅, 𝜃) > 10,

разделены щелью сингулярности: график (1) отражает область 2.6мкм < 𝑅 < 3.5мкм в то

время как график (2) представляет область 4.4мкм < 𝑅 < 5.5мкм. Между этими областями

(для 3.5мкм < 𝑅 < 4.5мкм) 𝜒(𝑅, 𝜃) стремиться к бесконечности из-за узла ферстеровского

энергетического дефекта Δ(𝑅, 𝜃) = 0 в точке 𝑅 ≈ 3.88мкм, практически не зависящей от 𝜃.
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𝑅 > 5мкм и 𝑅 > 6мкм соответственно) этот сдвиг следует обычному зако

ну Ван-дер-Ваальса Δ𝐸𝑣𝑑𝑊 = −𝐶6/𝑅
6 с постоянной 𝐶6 выражения (1.19), где

асимптотическое уравнение (1.37) и численные данные Таблицы 1.1 могут быть

использованы для определения неприводимых компонент (1.22) – (1.25).

2.3. Выводы

В рамках теории возмущений для вырожденных состояний определены

условия превращения зависимости вида −𝐶6/𝑅
6 для энергии асимптотическо

го межатомного взаимодействия в условиях ферстеровского резонанса в зави

симость вида 𝐶3/𝑅
3. Определены межатомные расстояния, на которых такое

изменение зависимостей возникает. Определена постоянная 𝐶3(𝜃, 𝑛𝑙𝐽𝑀) маг

нитного квантового числа 𝑀 и угла ориентации оси квантования относительно

межатомной оси.
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Глава 3

Вероятности радиационных переходов из

ридберговских состояний атомов

Поскольку ридберговские атомы очень чувствительны к внешним полям,

важной задачей является изучение их взаимодействия со слабыми полями, на

пример, с полем теплового излучения. Такое взаимодействие приводит к термо

индуцированным сдвигам и уширениям ридберговских уровней. В частности,

изучение абсолютно черного тела индуцирует вынужденные процессы радиаци

онного распада, возбуждения, ионизации и штарковского сдвига уровней. Кро

ме того, свой вклад в уширение вносят также и процессы спонтанного распада

ридберговских состояний. Основной вклад в амплитуды таких процессов дают

электродипольные переходы.

В данной главе будут аналитически получены асимптотики для амплитуд

радиационных переходов из циркулярных ридберговских состояний атомов. В

качестве примера на основе этих асимптотик будут выведены аналитические

зависимости сечений пороговой и надпороговой ионизаций циркулярных состо

яний от главного квантового числа 𝑛.

Циркулярные ридберговские состояния представляют собой атомные со

стояния с большими главными квантовыми числами 𝑛 и максимально возмож

ными орбитальными квантовыми числами 𝑙 = 𝑛 − 1. В таких состояниях про

странственное распределение электронной плотности внешнего электрона ока

зывается близким к циркулярной боровской орбите что делает их квазикласси

ческими системами с особыми свойствами и позволяет описывать такие состоя

ния во всех атомах одними и теми же волновыми функциями [77].

Поскольку циркулярные ридберговские состояния идентичны соответству

ющим состояниям атома водорода, начнем рассмотрение с радиальной волновой
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функции водородоподобного атома в связанном состоянии

𝑅𝑛𝑙(𝑟) =
2𝑍3/2

𝑛2

√︃
(2𝑙 + 2)𝑛𝑟

𝑛𝑟!Γ(2𝑙 + 2)

(︂
2𝑍𝑟

𝑛

)︂𝑙

exp

(︂
−𝑍𝑟

𝑛

)︂
1𝐹1

(︂
−𝑛𝑟; 2𝑙 + 2;

2𝑍𝑟

𝑛

)︂
(3.1)

где:

1𝐹1 (𝑎; 𝑐;𝑥) - конфлюэнтная (вырожденная) гипергеометрическая функция,

(𝑎)𝑘 = 𝑎(𝑎+ 1)(𝑎+ 2) · · · (𝑎+ 𝑘 − 1) - символ Похгаммера, 𝑛 - главное, 𝑙 - орби

тальное, 𝑛𝑟 = 𝑛− 𝑙 − 1 - радиальное квантовые числа, 𝑍-заряд остова.

Радиальный матричный элемент дипольного перехода между связанными со

стояниями может быть выражен через обобщенную гипергеометрическую функ

цию двух переменных 𝐹2 (𝑎; 𝑏1, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦):

⟨𝑛′, 𝑙′|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ = Γ(𝑙 + 𝑙′ + 4)

4𝑍
√︀
Γ(2𝑙 + 2)Γ(2𝑙′ + 2)

√︃
(2𝑙 + 2)𝑛𝑟

(2𝑙′ + 2)𝑛′
𝑟

𝑛𝑟!𝑛′
𝑟!

(︂
2𝑛′

𝑛+ 𝑛′

)︂𝑙+2

×
(︂

2𝑛

𝑛+ 𝑛′

)︂𝑙′+2

𝐹2

(︂
𝑙 + 𝑙′ + 4;−𝑛𝑟,−𝑛′

𝑟; 2𝑙 + 2, 2𝑙′ + 2;
2𝑛′

𝑛+ 𝑛′ ,
2𝑛

𝑛+ 𝑛′

)︂
(3.2)

где для целых отрицательных параметров −𝑛𝑟 и −𝑛′
𝑟 функцию 𝐹2 удобно пред

ставить в виде однократной суммы гипергеометрических функций Гаусса 2𝐹1

[63]:

𝐹2 (𝑎;−𝑛𝑟,−𝑛′
𝑟; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) =

𝑛𝑟∑︁
𝑘=0

(𝑎)𝑘(−𝑛𝑟)𝑘
(𝑐)𝑘𝑘!

𝑥𝑘2𝐹1 (𝑎+ 𝑘,−𝑛′
𝑟; 𝑐2; 𝑦) , (3.3)

где каждая функция 2𝐹1 в свою очередь представляет собой полином 𝑛′
𝑟-го

порядка от аргумента 𝑦.

Для циркулярных состояний 𝑙 = 𝑛−1 и радиальное квантовое число равно

нулю 𝑛𝑟 = 0, следовательно от суммы в (3.3) остается только одно слагаемое с

𝑘 = 0 и матричный элемент (3.2) приобретает вид:

⟨𝑛′, 𝑙′|𝑟|𝑛, 𝑙 = 𝑛− 1⟩ = Γ(𝑛+ 𝑙′ + 3)

4𝑍
√︀

Γ(2𝑛)Γ(2𝑙′ + 2)

√︃
(2𝑙′ + 2)𝑛′

𝑟

𝑛′
𝑟!

×
(︂

2𝑛′

𝑛+ 𝑛′

)︂𝑛+1(︂
2𝑛

𝑛+ 𝑛′

)︂𝑙′+2

2𝐹1

(︂
𝑛+ 𝑙′ + 3,−𝑛′

𝑟; 2𝑙
′ + 2;

2𝑛

𝑛+ 𝑛′

)︂
. (3.4)
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Для матричных элементов циркулярно-циркулярных переходов 𝑛𝑟 = 0 и

𝑛′
𝑟 = 0, функция 2𝐹1 обращается в единицу. В частности, для переходов в со

стояния с бо́льшим на единицу орбитальным моментом 𝑙′ = 𝑙 + 1 (𝑛′ = 𝑛 + 1)

получим:

⟨𝑛′, 𝑙 + 1|𝑟|𝑛, 𝑙 = 𝑛− 1⟩ = 𝑛′

𝑍

√︃
(𝑛′ − 1)3

𝑛′ − 1
2

(︂
1− 1

(2𝑛′ − 1)2

)︂𝑛′

, (3.5)

а с меньшим на единицу орбитальным моментом 𝑙′ = 𝑙 − 1 (𝑛′ = 𝑛− 1):

⟨𝑛′, 𝑙 − 1|𝑟|𝑛, 𝑙 = 𝑛− 1⟩ = (𝑛′ + 1)

𝑍

√︃
(𝑛′)3

𝑛′ + 1
2

(︂
1− 1

(2𝑛′ + 1)2

)︂𝑛′+1

. (3.6)

Выражения (3.5) и (3.6) демонстрируют в явном виде пропорциональность мат

ричных элементов квадрату главного квантового числа при больших 𝑛.

3.1. Асимптотики дискретно-дискретных переходов из

циркулярных состояний

Для матричных элементов дипольных переходов из циркулярных ридбер

говских состояний 𝑛 >> 1 в произвольные ридберговские с 𝑛′ >> 𝑛 может

быть получена только асимптотика. Для того, чтобы сократить число слагае

мых (𝑛′
𝑟 + 1) в сумме для функции 2𝐹1, можно воспользоваться соотношением

Куммера [78]

2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) = (1− 𝑧)𝑐−𝑎−𝑏
2𝐹1(𝑐− 𝑎, 𝑐− 𝑏; 𝑐; 𝑧), (3.7)

позволяющим записать 2𝐹1 в виде суммы двух (для 𝑙′ = 𝑙+1) или четырех (для

𝑙′ = 𝑙 − 1) слагаемых. Используя также асимптотику Гамма-функции [63]:

Γ(𝑧) ∼ 𝑧𝑧−
1
2 exp(−𝑧)

√
2𝜋 (3.8)

получим асимптотические выражения для матричного элемента (3.4) диполь

ных переходов между ридберговскими состояниями с главными квантовыми
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числами 1 << 𝑛 << 𝑛′. В частности, для переходов из циркулярных состояний

в состояние |𝑛′𝑙′⟩ с орбитальным моментом 𝑙′ = 𝑙 + 1:

⟨𝑛′, 𝑙 + 1|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ → 2𝑛+2

𝑍
4

√︂
𝑛

𝜋
𝑒−𝑛 𝑛

2

𝑛′ 32
, (3.9)

в то время как для переходов в состояния с орбитальным моментом 𝑙′ = 𝑙 − 1:

⟨𝑛′, 𝑙 − 1|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ →
2𝑛

5
4

(︀
2
𝑒

)︀𝑛
4
√
𝜋𝑍𝑛′ 32

. (3.10)

где 𝑒-основание натурального логарифма.

Эти соотношения демонстрируют экспоненциальное убывание амплитуд

дипольных переходов в состояния дискретного спектра с ростом 𝑛, что позво

ляет, в частности, пренебрегать вкладом возбуждений в выше лежащие связан

ные состояния, индуцируемых тепловым излучением для ридберговского атома

в циркулярном состоянии. Очевидно, аналогичное экспоненциальное убывание

должно наблюдаться и для сечений ионизационных переходов в состояния кон

тинуума.

3.2. Сечение пороговой ионизации ридберговского атома

из циркулярных состояний

Чтобы получить радиальную волновую функцию электрона в состоянии

непрерывного спектра с нулевой энергией и орбитальным моментом 𝑙, необхо

димо взять предел волновой функции (3.1) при 𝑛𝑟 → ∞:

𝑅𝐸=0 𝑙(𝑟) = lim
𝑛𝑟→∞

√︂
𝑛3

𝑍2
𝑅𝑛𝑙(𝑟) = 2

√
𝑍(2𝑍𝑟)𝑙

Γ(2𝑙 + 2)
0𝐹1(2𝑙+2;−2𝑍𝑟) =

√︂
2

𝑟
𝐽2𝑙+1(2

√
2𝑍𝑟)

(3.11)

где 𝐽𝑝(𝑥)-функция Бесселя. Множитель
√︀

𝑛3/𝑍2 учитывает различие между

нормировкой волновых функции дискретного и непрерывного спектров. Из этой

волновой функции может быть получено асимптотическое поведение волновой



64

функции связанного состояния (3.1) при 𝑛 >> 1 [79]:

𝑅𝑛𝑙(𝑟) ≈
√︂

𝑍2

𝑛3
𝑅𝐸=0 𝑙(𝑟) exp

(︂
−𝑍𝑟

𝑛

)︂
(3.12)

Радиальный матричный элемент дипольного перехода из связанного состо

яния в пороговое выражается через волновые функции (3.1) и (3.11):

⟨𝐸 = 0, 𝑙′|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ =
∞∫︁
0

𝑅*
𝐸=0 𝑙(𝑟)𝑟𝑅𝑛𝑙(𝑟)𝑟

2𝑑𝑟. (3.13)

Этот интеграл может быть вычислен аналитически как предел при 𝑛′ → ∞

матричного элемента (3.2):

⟨𝐸 = 0, 𝑙′|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ = lim
𝑛′→∞

⟨𝑛′, 𝑙′|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ = 2𝑙(2𝑛)𝑙
′+2Γ(𝑙 + 𝑙′ + 4)

𝑍2Γ(2𝑙 + 2)Γ(2𝑙′ + 2)

√︃
Γ(2𝑙 + 2 + 𝑛𝑟)

𝑛𝑟!

×Ψ1(𝑙 + 𝑙′ + 4;−𝑛𝑟; 2𝑙 + 2, 2𝑙′ + 2; 2,−2𝑛) (3.14)

где Ψ1(𝑎; 𝑏; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) - вырожденный ряд двух переменных [63], который появ

ляется как предел функции (3.3) и для целых отрицательных 𝑛𝑟 может быть

представлен в виде суммы конфлюэнтных гипергеометрических функций 1𝐹1:

Ψ1(𝑎;−𝑛𝑟; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) =

𝑛𝑟∑︁
𝑘=0

(𝑎)𝑘(−𝑛𝑟)𝑘
𝑘!(𝑐1)𝑘

𝑥𝑘1𝐹1(𝑎+ 𝑘; 𝑐2; 𝑦) (3.15)

Для циркулярных связанных начальных состояний от суммы по 𝑘 в (3.15) оста

ется только одно слагаемое с 𝑘 = 0 и матричный элемент (3.14) приобретает

вид:

⟨𝐸 = 0, 𝑙′|𝑟|𝑛, 𝑙 = 𝑛− 1⟩ = 2𝑛−1(2𝑛)𝑙
′+2Γ(𝑛+ 𝑙′ + 3)

𝑍2
√︀

Γ(2𝑛)Γ(2𝑙′ + 2)
1𝐹1(𝑛+ 𝑙′ + 3; 2𝑙′ + 2;−2𝑛)

(3.16)

Для того чтобы бесконечный ряд 1𝐹1 стал конечным, воспользуемся пре

образованием Куммера [63]:

1𝐹1(𝑎; 𝑏; 𝑧) = exp(𝑧)1𝐹1(𝑏− 𝑎; 𝑏;−𝑧). (3.17)
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Используя асимптотику Гамма функции (3.8), получаем асимптотики для мат

ричных элементов дипольных переходов из циркулярных ридберговских состо

яний в пороговые (𝑛′ → ∞). В частности, для переходов в пороговые состояния

с орбитальным моментом 𝑙′ = 𝑙 + 1:

⟨𝑛′ → ∞, 𝑙 + 1|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ → 4𝑛
9
4

𝑍2 4
√
𝜋

(︂
2

𝑒

)︂𝑛

, (3.18)

в то время как для переходов в пороговые состояния с орбитальным моментом

𝑙′ = 𝑙 − 1 будут иметь вид:

⟨𝑛′ → ∞, 𝑙 − 1|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ → 2𝑛
5
4

𝑍2 4
√
𝜋

(︂
2

𝑒

)︂𝑛

. (3.19)

Пороговая ионизация представляет собой частный случай однофотонной

ионизации при частоте фотона 𝜔, равной по абсолютной величине энергии свя

занного состояния атома |𝐸𝑛𝑙|, с сечением

𝜎𝑡ℎ𝑟
𝑛𝑙 = 𝜎𝑛𝑙(𝜔 = |𝐸𝑛𝑙|), (3.20)

где сечение фотоионизации излучением частоты 𝜔 (𝑐-скорость света):

𝜎𝑛𝑙(𝜔) =
4𝜋𝜔

3𝑐(2𝑙 + 1)

(︀
𝑙|⟨𝜖𝑙 − 1|𝑟|𝑛𝑙⟩|2 + (𝑙 + 1)|⟨𝜖𝑙 + 1|𝑟|𝑛𝑙⟩|2

)︀
(3.21)

выражается через матричные элементы дискретно-непрерывных дипольных пе

реходов в состояния континуума с орбитальными моментами 𝑙′ = 𝑙± 1. Так как

циркулярные ридберговские состояния произвольного многоэлектронного ато

ма практически совпадают с водородоподобными, в качестве энергии 𝐸𝑛𝑙 можно

взять боровскую энергию 𝐸𝑛𝑙 = − 𝑍2

2𝑛2 .

Подставив в (3.20) асимптотики (3.18) и (3.19) можно получить сечение

пороговой ионизации циркулярных состояний в виде:

𝜎𝑡ℎ𝑟
𝑛,𝑙=𝑛−1 =

16𝜋3/2𝑛5/2

3𝑍2𝑐

(︂
2

𝑒

)︂2𝑛(︂
1 +

1

2𝑛
+

1

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛3

)︂)︂
. (3.22)

Как видно на Рисунке 3.1, сечение пороговой ионизации для циркулярных со

стояний убывает экспоненциально с ростом главного квантового числа 𝑛.
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Рис. 3.1. Зависимость сечения пороговой ионизации (3.22) циркулярных состояний с 𝑙 =

𝑛 − 1 от главного квантового числа 𝑛. Вертикальная ось представлена в логарифмическом

масштабе.

3.3. Сечение надпороговой ионизации ридберговского

атома из циркулярных состояний

Чтобы получить сечение надпороговой ионизации, необходима радиальная

волновая функция электрона водородоподобного атома в состоянии непрерыв

ного спектра c энергией 𝐸 > 0:

𝑅𝐸𝑙(𝑟) =
|Γ(2𝑙 + 1 + 𝑖𝑍

𝜅 )|
Γ(2𝑙 + 2)

√︂
2𝜅

𝜋
exp

(︂
𝜋𝑍

2𝜅
− 𝑖𝜅𝑟

)︂
(2𝜅𝑟)𝑙1𝐹1

(︂
𝑙 + 1 +

𝑖𝑍

𝜅
; 2𝑙 + 2; 2𝑖𝜅𝑟

)︂
(3.23)

где: 𝜅 =
√
2𝐸 - импульс свободного электрона.

Радиальный матричный элемент дипольного перехода из связанного состояния

в континуум выражается через волновые функции (3.1) и (3.23)

⟨𝐸, 𝑙′|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ =
∞∫︁
0

𝑅*
𝐸𝑙(𝑟)𝑟𝑅𝑛𝑙(𝑟)𝑟

2𝑑𝑟. (3.24)
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Этот интеграл может быть вычислен аналитически и выражен через обобщен

ную гипергеометрическую функцию двух переменных 𝐹2 как:

⟨𝐸, 𝑙′|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ =
Γ(𝑙 + 𝑙′ + 4)|Γ(2𝑙′ + 1 + 𝑖𝑍

𝜅 )|
4𝜅𝑍Γ(2𝑙′ + 2)

√
2𝜋𝑍𝜅

exp

(︂
𝜋𝑍

2𝜅

)︂√︃
(2𝑙 + 2)𝑛𝑟

Γ(2𝑙 + 2)𝑛𝑟!
𝑥𝑙+2
1

×(−𝑖𝑥)𝑙
′+2
2 𝐹2

(︂
𝑙 + 𝑙′ + 4;−𝑛𝑟, 𝑙

′ + 1 +
𝑖𝑍

𝜅
; 2𝑙 + 2, 2𝑙′ + 2;𝑥1, 𝑥2

)︂
(3.25)

где: 𝑥1 = 2𝑍
𝑍+𝑖𝜅𝑛 , 𝑥2 = 2 − 𝑥1 = 2𝑖𝜅𝑛

𝑍+𝑖𝜅𝑛 . Энергия свободного электрона будет

зависеть от частоты поглощенного фотона 𝜔:

𝐸 = 𝜔 − 𝑍2

2𝑛2
. (3.26)

Используя формулы (3.3) и (3.8) аналогично получаем асимптотики для ди

польных переходов из связанных циркулярных в произвольные непрерывные

состояния с орбитальным моментом 𝑙′ = 𝑙 + 1:

⟨𝐸, 𝑙 + 1|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ → 4𝑛
9
4

𝑍2 4
√
𝜋(
√
1 + 𝜀)7/4

(︂
2

𝑒

)︂𝑛
⎛⎝exp

(︁
1− arctg

√
𝜀√

𝜀

)︁
√
1 + 𝜀

⎞⎠𝑛

=
⟨𝑛′ → ∞, 𝑙 + 1|𝑟|𝑛, 𝑙⟩

(
√
1 + 𝜀)7/4

⎛⎝exp
(︁
1− arctg

√
𝜀√

𝜀

)︁
√
1 + 𝜀

⎞⎠𝑛

, (3.27)

и с орбитальным моментом 𝑙′ = 𝑙 − 1:

⟨𝐸, 𝑙 − 1|𝑟|𝑛, 𝑙⟩ → 2𝑛
5
4

𝑍2 4
√
𝜋(
√
1 + 𝜀)7/4

(︂
2

𝑒

)︂𝑛
⎛⎝exp

(︁
1− arctg

√
𝜀√

𝜀

)︁
√
1 + 𝜀

⎞⎠𝑛

=
⟨𝑛′ → ∞, 𝑙 − 1|𝑟|𝑛, 𝑙⟩

(
√
1 + 𝜀)7/4

⎛⎝exp
(︁
1− arctg

√
𝜀√

𝜀

)︁
√
1 + 𝜀

⎞⎠𝑛

, (3.28)

где 𝜀 ≡ 𝐸
|𝐸𝑛𝑙| = 𝜅2𝑛2

𝑍2 - отношение энергии свободного электрона (3.26) к абсо

лютному значению Боровской энергии 𝐸𝑛𝑙 = − 𝑍2

2𝑛2 . Подставляя асимптотики

(3.27) и (3.28) в выражение (3.21), находим сечение надпороговой ионизации

циркулярных состояний:

𝜎𝑛,𝑙=𝑛−1 = 𝜎𝑡ℎ𝑟
𝑛,𝑙=𝑛−1𝑓𝑛(𝜔) (3.29)
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Рис. 3.2. Зависимость фактора (3.30) для сечения надпороговой фотоионизации (3.29) от

нормированной частоты фотона Ω = 𝜔/|𝐸𝑛𝑙| для циркулярных ридберговских стояний с

𝑛 = 10 (кривая a), 𝑛 = 20 (кривая b) и 𝑛 = 30 (кривая с). Вертикальная ось представлена в

логарифмическом масштабе.

где 𝜎𝑡ℎ𝑟
𝑛,𝑙=𝑛−1-сечение пороговой ионизации (3.22),

𝑓𝑛(𝜔) =
1

Ω5/2

⎛⎝exp
(︁
1− arctan

√
Ω−1√

Ω−1

)︁
√
Ω

⎞⎠2𝑛

(3.30)

где Ω = 𝜔/|𝐸𝑛𝑙| = 𝜀 + 1. Как видно на Рисунке 3.2, множитель (3.30) являет

ся быстро убывающим с ростом частоты фотона и главного квантового числа.

Это свойство является существенным аргументом для возможности пренебречь

вкладом процессов ионизации в уширение циркулярных ридберговских состоя

ний излучением черного тела.

3.4. Выводы

В настоящей главе были получены асимптотики амплитуд для дискретно

дискретных, дискретно-пороговых и дискретно-непрерывных радиационных пе
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реходов из циркулярных состояний ридберговских атомов. Поскольку амплиту

ды радиационных переходов экспоненциально убывают с увеличением разности

|𝑛′−𝑛| пропорционально exp(−|𝑛′−𝑛|), основной вклад в скорость спонтанного

распада и депопуляции, индуцированной излучением черного тела, для состо

яний с большими орбитальными моментами 𝑙, дают переходы в ближайшие

верхние и нижние состояния 𝑛′ = 𝑛 ± 1. Также аналитически получена зави

симость сечения пороговой и надпороговой ионизаций циркулярных состояний

от главного квантового числа 𝑛. Так как данные сечения быстро убывают с

ростом 𝑛, вклад континуума в сдвиги и уширения состояний с высокими 𝑙 и 𝑛

пренебрежимо мал.
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Глава 4

Эффекты высших порядков во взаимодействии

нормальных и метастабильных атомов с полем

оптической решетки

4.1. Оптические решетки с магической длиной волны

В настоящее время наилучшие результаты по созданию оптических стан

дартов частоты и времени на холодных атомах и ионах были достигнуты на

ионах 𝐴𝑙+ в электромагнитной ловушке Пауля [23] с относительной погрешно

стью порядка ∼ 10−18 и на нейтральных атомах 𝑆𝑟 в оптической решетке [80]

с неопределенностью на уровне 2× 10−18. Однако дальнейшее увеличение точ

ности оптических стандартов частоты наталкивается на ряд фундаментальных

физических проблем и ограничений, связанных, в частности с излучением абсо

лютно черного тела, что приводит к существованию предела воспроизводимости

и стабильности частоты измеряемых переходов. С другой стороны, достижение

в оптических стандартов частоты относительной погрешности воспроизведения

единиц измерения времени и частоты 10−17 − 10−18 требует оценки роли выс

ших порядков оптической нелинейности, обусловленных влиянием оптической

решетки на сдвиг частоты часового перехода. Основным подходом к решению

этой важной проблемы является использование так называемой магической дли

ны волны лазерного поля, формирующего оптическую решетку для удержания

атомов в стандарте частоты.

Захват охлажденных щелочно-земельно-подобных атомов в ловушку опти

ческой решетки с магической длиной волны 𝜆𝑚𝑎𝑔 дает возможность наблюдать

часовые переходы между основным 6𝑠21(S0)- и возбужденным метастабильным

6𝑠6𝑝(3P0)-состояниями атомов, свободные от штарковских и доплеровских сдви
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гов частоты. Лазерное охлаждение и захват атомов в оптическую решетку поз

воляет локализовать их в областях много меньших длины волны детектирую

щего лазера устранив таким образом линейный эффект Доплера [81]. В то вре

мя как на магической длине волны динамический эффект Штарка приводит к

одинаковым сдвигам энергий основного и возбужденного часовых уровней, что

позволяет в принципе полностью компенсировать эффект Штарка в часовом

переходе оптического стандарта частоты [82]. Важно отметить, что совпадение

значений линейных по интенсивности 𝐼 поля динамических поляризуемостей

𝛼𝑒(𝜔𝑚𝑎𝑔) = 𝛼𝑔(𝜔𝑚𝑎𝑔) на магической длине волны 𝜆𝑚𝑎𝑔 = 2𝜋𝑐/𝜔𝑚𝑎𝑔, вовсе не га

рантирует эквивалентности поправок нелинейных по интенсивности. В первую

очередь это касается гиперполяризуемостей 𝛽𝑒(𝜔𝑚𝑎𝑔) и 𝛽𝑔(𝜔𝑚𝑎𝑔), которые квад

ратичны по интенсивности поля решетки.

Кроме того, помимо дипольных поляризуемостей 𝛼𝐸1
𝑒(𝑔)(𝜔𝑚𝑎𝑔) (𝐸1) суще

ствуют ещё и мультипольные поляризуемости высшего порядка, в первую оче

редь магнито-дипольная 𝛼𝑀1
𝑒(𝑔)(𝜔𝑚𝑎𝑔) (𝑀1) и электрическая квадрупольная

𝛼𝐸2
𝑒(𝑔)(𝜔𝑚𝑎𝑔) (𝐸2) поляризуемости, которые вносят ненулевой вклад в линейный

по интенсивности поля 𝐼 динамический эффект Штарка. Хотя поправки на

мультипольные взаимодействия и имеют порядок малости 10−6 − 10−7, по

отношению к электрическому дипольному взаимодействию (𝐸1), их простран

ственное распределение в решетке существенно отличается от распределения

𝐸1-взаимодействия и должно быть учтено в прецезионных измерениях часто

ты. В частности, поправки от 𝐸2 и 𝑀1-взаимодействий могут влиять на ма

гические длины волн в зависимости от конкретных условий эксперимента. На

пример, в бегущей волне пространственное распределение интенсивности поля

вдоль оси лазерного пучка является однородным, линейный по интенсивности

𝐼 и штарковский сдвиг определяется суммой поляризуемостей

𝛼
∑︀
𝑒(𝑔) = 𝛼𝐸1

𝑒(𝑔)(𝜔
𝑡
𝑚𝑎𝑔) + 𝛼𝑞𝑚

𝑒(𝑔)(𝜔
𝑡
𝑚𝑎𝑔) (4.1)
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где: 𝛼𝑞𝑚
𝑒(𝑔)(𝜔

𝑡
𝑚𝑎𝑔) = 𝛼𝐸2

𝑒(𝑔)(𝜔
𝑡
𝑚𝑎𝑔) + 𝛼𝑀1

𝑒(𝑔)(𝜔
𝑡
𝑚𝑎𝑔) - сумма 𝐸2- и 𝑀1-поляризуемостей.

Между тем в стоячей волне оптической решетки 𝐸2- и 𝑀1-взаимодействия от

стают по фазе на четверть длины волны от 𝐸1-взаимодействия и, следователь

но, соответствующие поляризуемости необходимо вычесть из𝐸1-поляризуемости

путем введения комбинированной дипольно-мультипольной поляризуемости

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑒(𝑔) (𝜔

𝑠
𝑚𝑎𝑔) = 𝛼𝐸1

𝑒(𝑔)(𝜔
𝑠
𝑚𝑎𝑔)−𝛼𝑞𝑚

𝑒(𝑔)(𝜔
𝑠
𝑚𝑎𝑔) и поэтому магическая длина волны 𝜆

𝑡(𝑠)
𝑚𝑎𝑔 =

2𝜋𝑐/𝜔
𝑡(𝑠)
𝑚𝑎𝑔 определяется по-разному для бегущей (𝑡) и стоячей (𝑠) волн оптиче

ской решетки. Так для бегущей волны магическая длина волны определяется

условием:

𝛼
∑︀
𝑒 (𝜔𝑡

𝑚𝑎𝑔) = 𝛼
∑︀
𝑔 (𝜔𝑡

𝑚𝑎𝑔) (4.2)

в то время как для стоячей волны подобное условие будет иметь вид:

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑒 (𝜔𝑠

𝑚𝑎𝑔) = 𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔 (𝜔𝑠

𝑚𝑎𝑔) (4.3)

[83]. Важно подчеркнуть, что в настоящее время в принципе возможно экспери

ментально измерить разность магических длин волн в бегущей 𝜆𝑡
𝑚𝑎𝑔 и стоячей

волне 𝜆𝑠
𝑚𝑎𝑔 оптической решетки, однако даже минимальная отстройка длины

волны от магической может быть использована для контроля вклада эффектов

высшего порядка в погрешность оптических стандартов частоты и времени. В

дополнение к определения магической длины волны, представленным формула

ми (4.2-4.3), существует также промежуточный случай эквивалентности только

дипольных поляризуемостей основного и возбужденного состояний:

𝛼𝐸1
𝑔 (𝜔𝑑

𝑚𝑎𝑔) = 𝛼𝐸1
𝑒 (𝜔𝑑

𝑚𝑎𝑔) (4.4)

Именно такое определение для магической длины волны наиболее часто ис

пользуется на практике. В работе [84] было впервые отмечено, что влияние

мультипольных эффектов может вызвать появление дополнительных вкладов

в погрешность оптических стандартов частоты и времени.



73

Помимо различия магических частот для бегущей и стоячей волн, магиче

ские длины волн разделяются еще на два типа по способу захвата ультрахолод

ных атомов в ловушку:

1. магическая длина волны с ”красной” отстройкой: в ловушке реализуют

ся притягивающие потенциалы, в которых потенциальная энергия атомов

имеет минимум и захваченные атомы локализуются в окрестностях пуч

ностей лазерной решетки;

2. магическая длина волны с ”голубой” отстройкой: в ловушке реализуются

отталкивающие потенциалы и атомы локализуются в окрестностях узлов

лазерной решетки с 𝐼 = 0.

Очевидно, что в последнем случае, роль эффектов высших порядков существен

ной снижается по сравнению со случаем красной отстройки. Однако для голу

бой отстройки магической длины волны необходима трехмерная модификация

конструкции оптической решетки, поскольку из-за свойств отталкивающих по

тенциалов ее одномерный вариант практически невозможен.

В данной главе рассматриваются оба варианта оптической решетки, с це

лью анализа эффектов, которые не могут быть скомпенсированы подходящим

выбором магической длины волны и, следовательно, должны корректно учиты

ваться при анализе результатов измерений частоты часового перехода. В каче

стве примера рассмотрено влияние эффектов высших порядков на неопределен

ности стандартов частоты на атомах магния.
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4.2. Нелинейные, недипольные и ангармонические

эффекты во взаимодействии атома с полем

оптической решетки

4.2.1. Оптические решетки с красной магической длиной волны

Сдвиг частоты вследствие взаимодействия c полем решетки представляет

собой разность штарковских энергий для основного и возбужденного состояний

часового перехода. Штарковские сдвиги энергии часовых уровней определяют

потенциальную энергию атома в решетке. Вектор напряженности электрическо

го поля стоячей электромагнитной волны оптической решетки можно предста

вить в виде

E(𝑋, 𝑡) = 2E0 cos(𝑘𝑋) cos(𝜔𝑡), (4.5)

осциллирующем во времени с частотой 𝜔 и распределенным в пространстве с

периодом, равным половине длины волны 𝜆 = 2𝜋/𝑘, где 𝑘 - волновое число,

определяющее абсолютную величину волнового вектора лазерного излучения

k = 𝑘e𝑥 (𝑘 = 𝜔/𝑐); 𝑋 - смещение атома относительно положения равновесия -

в пучности стоячей волны решетки. Взаимодействие атома с решеткой описы

вается оператором 𝑉 (𝑋, 𝑡) = 𝑅𝑒[𝑉 (𝑋) exp(−𝑖𝜔𝑡)] в этом выражении простран

ственный фактор 𝑉 (𝑋) определяется как [83]

𝑉 (𝑋) = 𝑉𝐸1 cos(𝑘𝑋) + (𝑉𝐸2 + 𝑉𝑀1) sin(𝑘𝑋), (4.6)

где операторы E1-, E2- и M1-взаимодействий имеют вид

𝑉𝐸1 = rE0;

𝑉𝐸2 =
𝛼𝜔√
6
𝑟2 ({E0 ⊗ n}2C2(𝜃, 𝜙)) ; (4.7)

𝑉𝑀2 =
𝛼

2

{︁
[n× E0](Ĵ+ Ŝ)

}︁
.

Здесь: r = 𝑟n - радиус-вектор валентного электрона; C2(𝜃, 𝜙) - модифицирован

ная сферическая функция угловых переменных 𝜃 и 𝜙 радиус-вектора оптиче
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ского электрона; Ĵ и Ŝ - полный угловой и спиновый моменты атома.

Учитывая члены второго и четвертого порядка по взаимодействию атомов с по

лем решетки (т.е. линейных и квадратичных по интенсивности поля решетки 𝐼

[82]) формулы (4.7) определяют потенциальные ямы 𝑈 решетки [83] в основном

или возбужденном состоянии

𝑈 𝑙𝑎𝑡𝑡
𝑔(𝑒)(𝑋, 𝐼) ≈ −𝐷𝑔(𝑒)(𝐼) + 𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚

𝑔(𝑒) (𝐼)𝑋2 − 𝑈𝑎𝑛ℎ
𝑔(𝑒)(𝐼)𝑋

4 + ... (4.8)

где потенциальная энергия отсчитывается от ее наименьшего значения 𝑈 𝑙𝑎𝑡𝑡
𝑔(𝑒)(0, 𝐼) =

−𝐷𝑔(𝑒)(𝐼) - глубина потенциальных ям

𝐷𝑔(𝑒) = 𝛼𝐸1
𝑔(𝑒)(𝜔)𝐼 + 𝛽𝑔(𝑒)(𝜔)𝐼

2 (4.9)

определяется электродипольными поляризуемостями 𝛼𝐸1
𝑔(𝑒)(𝜔) и гиперполяризу

емостями 𝛽𝑔(𝑒)(𝜔) атомов в основном или возбужденном состоянии. Коэффици

ент перед квадратом смещения

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚
𝑔(𝑒) (𝐼) =

[︁
𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔)𝐼 + 2𝛽𝑔(𝑒)(𝜔)𝐼

2
]︁
𝑘2 =

𝑀Ω2
𝑔(𝑒)(𝐼)

2
(4.10)

где 𝑀 - масса атома, определяется зависящей от интенсивности собственной ча

стотой осцилляций Ω𝑔(𝑒)(𝐼) для основного и возбужденного состояний атома в

потенциальной яме (4.8). Коэффициент перед четвертой степенью 𝑋 определя

ет ангармоническую поправку низшего порядка штарковского потенциала в сто

ячей волне решетки, зависящую от комбинаций 𝐸1-,𝐸2-, и𝑀1-поляризуемостей

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔) = 𝛼𝐸1

𝑔(𝑒)(𝜔)− 𝛼𝑞𝑚
𝑔(𝑒)(𝜔) и гиперполяризуемостей

𝑈𝑎𝑛ℎ
𝑔(𝑒)(𝐼) =

[︁
𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔)𝐼 + 5𝛽𝑔(𝑒)𝐼

2
]︁ 𝑘4
3

(4.11)

Уравнение (4.8) описывает потенциал решетки в пространственной обла

сти |𝑋| ≪ 𝜆/4, где 𝜆 - длина волны лазерного излучения, создающего стоячую

волну решетки; атомы в решетке локализованы с пространственной периодич

ностью 𝜆/2. Атом, захваченный в лазерную решетку, совершает колебания в
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стационарном состоянии с энергией

ℰ𝑣𝑖𝑏
𝑔(𝑒)(𝐼, 𝑛) = −𝐷𝑔(𝑒)(𝐼) + Ω𝑔(𝑒)(𝐼)

(︂
𝑛+

1

2

)︂
− ℰ𝑎𝑛ℎ

𝑔(𝑒)(𝐼)

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
, (4.12)

где второе слагаемое представляет собой энергию гармонического осциллятора

в состоянии с колебательным квантовым числом 𝑛, а третье учитывает ангар

монические поправки, связанные с последним членом в выражении для потен

циальной энергии (4.8). Таким образом, сдвиг частоты, индуцированный полем

решетки, возникает как разность осцилляторных энергий (4.12) атома в основ

ном и возбужденном состояниях.

Если предположить, что колебательные квантовые числа 𝑛 для переходов

между часовыми состояниями являются одинаковыми (режим Лэмба-Дике), то

сдвиг частоты этого перехода определяется выражением

Δ𝜈 𝑙𝑎𝑡𝑡𝑐𝑙 (𝐼, 𝑛) = ℰ𝑣𝑖𝑏
𝑒 (𝐼, 𝑛)− ℰ𝑣𝑖𝑏

𝑔 (𝐼, 𝑛) =

= −Δ𝐷(𝐼) + ΔΩ(𝐼)

(︂
𝑛+

1

2

)︂
−Δℰ𝑎𝑛ℎ(𝐼)

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
, (4.13)

где:

Δ𝐷(𝐼) = 𝐷𝑒(𝐼)−𝐷𝑔(𝐼);

ΔΩ(𝐼) = Ω𝑒(𝐼)− Ω𝑔(𝐼); (4.14)

Δℰ𝑎𝑛ℎ(𝐼) = ℰ𝑎𝑛ℎ
𝑒 (𝐼)− ℰ𝑎𝑛ℎ

𝑔 (𝐼).

Разности (4.14) соответствуют:

1. глубинам потенциальных барьеров (4.9);

2. частотам гармонических осцилляций атома в потенциале (4.8)

Ω𝑔(𝑒)(𝐼) = 2

√︂
ℰ𝑟𝑒𝑐

[︁
𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔)𝐼 + 𝛽𝑔(𝑒)(𝜉, 𝜔)𝐼2

]︁
, (4.15)

которые определяются энергиями отдачи фотона ℰ𝑟𝑒𝑐 = 𝑘2/(2𝑀) и коэф

фициентом (4.10) гармонической части потенциала (4.8) (𝜉-степень цир

кулярной поляризации (−1 ≤ 𝜉 ≤ 1));
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3. ангармоническим поправкам к колебаниям атомов в ловушке с разделен

ными потенциальными барьерами оптической решетки

ℰ𝑎𝑛ℎ
𝑔(𝑒)(𝐼) =

ℰ𝑟𝑒𝑐

2

[︃
1 +

3𝛽𝑔(𝑒)(𝜉, 𝜔)𝐼

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔)

]︃
, (4.16)

которые соответствуют последнему члену в правой части формулы (4.8).

Разность мультипольных и дипольных поляризуемостей 𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔) (вместо

суммы 𝛼Σ
𝑔(𝑒)(𝜔) = 𝛼𝐸1

𝑔(𝑒)(𝜔) + 𝛼𝑞𝑚
𝑔(𝑒)(𝜔), которая появляется в случае взаимодей

свия атома с бегущей волной решетки) возникает из-за сдвига на четверть пе

риода как для временно́й, так и для пространственных переменных между 𝐸1-

и (𝐸2 + 𝑀1)-взаимодействиями атома со стоячей волной оптической решетки

[84]. Как следует из уравнений (4.9)-(4.16), зависящие от интенсивности разно

сти энергий, определяющие сдвиг частоты (4.13), могут быть представлены в

виде [83, 85]

Δ𝐷 =
[︀
𝛼𝐸1
𝑒 (𝜔)− 𝛼𝐸1

𝑔 (𝜔)
]︀
𝐼 + [𝛽𝑒(𝜉, 𝜔)− 𝛽𝑔(𝜉, 𝜔)] 𝐼

2;

ΔΩ = 2

[︂√︁
𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑒 (𝜔) + 2𝛽𝑒(𝜉, 𝜔)𝐼 −

√︁
𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔 (𝜔) + 2𝛽𝑔(𝜉, 𝜔)𝐼

]︂√
ℰ𝑟𝑒𝑐𝐼;

Δℰ𝑎𝑛ℎ =
3

2
ℰ𝑟𝑒𝑐

[︃
𝛽𝑒(𝜉, 𝜔)

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑒 (𝜔)

− 𝛽𝑔(𝜉, 𝜔)

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔 (𝜔)

]︃
𝐼. (4.17)

В итоге, сдвиг частоты часового перехода индуцированный лазерным по

лем решетки с учетом поправок, квадратичных по интенсивности 𝐼 поля, можно

представить в виде [85]

Δ𝜈 𝑙𝑎𝑡𝑡𝑐𝑙 (𝑛, 𝜉, 𝐼) = 𝑐1/2(𝑛)𝐼
1/2 + 𝑐1(𝑛, 𝜉)𝐼 + 𝑐3/2(𝑛, 𝜉)𝐼

3/2 + 𝑐2(𝜉)𝐼
2. (4.18)

Перестраивая частоту излучения оптической решетки в окрестности маги

ческой, можно добиться оптимальных значений не зависящих от интеснивоcти

поля коэффициентов 𝑐𝑖(𝑖 = 1/2, 1, 3/2, 2), позволяющих достичь минимальных

значений сдвига частоты (4.18). Дробные показатели степени у интнсивности 𝐼

в формуле (4.18) возникают из-за корневой зависимости от 𝐼 собственных ча

стот (4.15). Например, коэффициент 𝑐1/2 определяется разностью комбинаций
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поляризуемостей 𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔). Линейный по 𝐼 член зависит главным образом от раз

ности электрических дипольных поляризуемостей 𝛼𝐸1
𝑔(𝑒)(𝜔) (существенно мень

шая по амплитуде поправка на гиперполяризуемсть для линейного по 𝐼 члена

появляется из-за ангармонической поправки в (4.17)). Коэффициенты 𝑐3/2 и 𝑐2

зависят от разности гиперполяризуемостей Δ𝛽(𝜉, 𝜔) = 𝛽𝑒(𝜉, 𝜔) − 𝛽𝑔(𝜉, 𝜔) вхо

дящих в формулы для собственных частот Ω𝑔(𝑒) и глубин потенциальных ям

𝐷𝑔(𝑒). Гиперполяризуемости помимо частоты лазерной решетки также зависят

от поляризации лазерного излучения [86]. Эту зависимость можно представить

в виде линейной комбинации тензорных компонент гиперполяризуемости:

𝛽𝑔(𝑒)(𝜉, 𝜔) = 𝛽𝑙𝑖𝑛
𝑔(𝑒)(𝜔) + 𝜉2

[︁
𝛽𝑐𝑖𝑟𝑐
𝑔(𝑒)(𝜔)− 𝛽𝑙𝑖𝑛

𝑔(𝑒)(𝜔)
]︁

(4.19)

где: 𝛽𝑙𝑖𝑛(𝑐𝑖𝑟𝑐)
𝑔(𝑒) - гиперполяризуемость для линейной (циркулярной) поляризации

поля лазерной решетки. Противоположные знаки величин Δ𝛽𝑙𝑖𝑛 и Δ𝛽𝑐𝑖𝑟𝑐 обес

печивают существование ”магической эллиптичности”, которой соответствует

”магическая степень циркулярной поляризации”

𝜉𝑚𝑎𝑔 = ± 1√︁
1− Δ𝛽𝑐𝑖𝑟𝑐

Δ𝛽𝑙𝑖𝑛

(4.20)

при которой разность гиперполяризуемостей для часового перехода в (4.19) мо

жет обращаться в нуль. Этот эффект имеет место, в частности, на магических

длинах волн в атомах иттербия и ртути [85, 87].

4.2.2. Оптические решетки c синей магической длиной волны

Для магической длины волны, соответствующей отталкивающим потен

циалам оптической решетки, численные значения дипольной поляризуемости

отрицательны, 𝛼𝐸1
𝑔(𝑒)(𝜔) < 0, а штарковская энергия - положительна, поэтому

положения равновесия атомов находятся вблизи узлов стоячей волны решетки

с вектором напряженности электрического поля

E(𝑋, 𝑡) = 2E0 sin(𝑘𝑋) sin(𝜔𝑡). (4.21)
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Пространственная часть оператора взаимодействия атома с полем решетки (4.21)

определяется выражением

𝑉 (𝑋) = 𝑉𝐸1 sin(𝑘𝑋) + (𝑉𝐸2 + 𝑉𝑀1) cos(𝑘𝑋) (4.22)

с операторами 𝐸1-, 𝐸2- и 𝑀1-взаимодействий в виде (4.7). Захватывающий

потенциал оптической решетки с магической длиной волны учитывающей зави

симость от эффектов гиперполяризуемости и ангармонизма, может быть пред

ставлен аналогично случаю магической длины волны с красной отстройкой в

виде (4.8). Основное преимущество отталкивающего потенциала состоит в том,

что области локализации атомов располагаются вблизи узлов стоячей волны

решетки, где поле решетки обращается в нуль. Следовательно, эффекты ги

перполяризуемости не могут возникать в областях минимума потенциальной

энергии и влиять на собственные частоты колебательных уровней:

𝑈
(0)
𝑔(𝑒)(𝐼) ≡ 𝑈 𝑙𝑎𝑡𝑡

𝑔(𝑒)(𝑋 = 0, 𝐼) = −𝛼𝑞𝑚
𝑔(𝑒)(𝑤)𝐼

Ω𝑔(𝑒) = 2
√︁

−ℰ𝑟𝑒𝑐𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔)𝐼 (4.23)

Энергии колебательных уровней атома в окрестностях узлов стоячей волны с

синей магической частотой определяются выражением

ℰ𝑣𝑖𝑏
𝑔(𝑒)(𝐼, 𝑛) = 𝑈 0

𝑔(𝑒) + Ω𝑔(𝑒)

(︂
𝑛+

1

2

)︂
− ℰ𝑎𝑛ℎ

𝑔(𝑒)(𝐼)

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
, (4.24)

в котором гиперполяризуемости могут появляться только в ангармонической

поправке, внося линейный по интенсивности вклад в энергию колебаний (4.24):

ℰ𝑎𝑛ℎ
𝑔(𝑒)(𝐼) =

1

2
ℰ𝑟𝑒𝑐

[︃
1−

3𝛽𝑔(𝑒)(𝜔)𝐼

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔(𝑒) (𝜔)

]︃
. (4.25)

Разность вибрационных энергий (4.24) определяет сдвиг частоты стандарта:

Δ𝜈 𝑙𝑎𝑡𝑡𝑐𝑙 (𝜔𝑚𝑎𝑔, 𝐼, 𝑛) = ℰ𝑣𝑖𝑏
𝑒 − ℰ𝑣𝑖𝑏

𝑔 = 𝑐1/2(𝑛)𝐼
1/2 + 𝑐1(𝑛)𝐼, (4.26)
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где:

𝑐1/2(𝑛) =
√
ℰ𝑟𝑒𝑐

(︂√︁
−𝛼𝑑𝑞𝑚

𝑒 (𝜔𝑚𝑎𝑔)−
√︁
−𝛼𝑑𝑞𝑚

𝑔 (𝜔𝑚𝑎𝑔)

)︂
(2𝑛+ 1);

𝑐1(𝑛) = −Δ𝛼𝑞𝑚(𝜔𝑚𝑎𝑔) +
3ℰ𝑟𝑒𝑐

2

[︃
𝛽𝑒(𝜔𝑚𝑎𝑔)

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑒 (𝜔𝑚𝑎𝑔)

− 𝛽𝑔(𝜔𝑚𝑎𝑔)

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔 (𝜔𝑚𝑎𝑔)

]︃(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
.

Отсутствие слагаемых, пропорциональных интенсивности 𝐼 в степени выше пер

вой, существенно упрощает измерение и контроль сдвига (4.26) по сравнению со

сдвигом (4.18) в поле решетки с красной магической частотой. Главный вклад

в сдвиг частоты часового перехода (4.26), индуцированный полем оптической

решетки, описывается вторым членом в правой части уравнения (4.24). Поэто

му выбор магической частоты заключается в обеспечении равенства собствен

ных частот колебаний (4.23) атомов в основном и возбужденном состояниях:

Ω𝑔 = Ω𝑒, которые имеют корневую зависимость от интенсивности лазерного

поля 𝐼. При таком равенстве коэффициент 𝑐1/2(𝑛) может обратиться в нуль, и

в результате в выражении (4.26) остается лишь линейная по 𝐼 зависимость.

4.3. Операционная магическая длина волны

Очевидно, что главный вклад в шатрковскую энергию атома (4.12) в ло

вушке на магической длине волны определяется 𝐸1-поляризуемостью, которая

превышает 𝑀1- и 𝐸2-поляризуемости более чем на шесть порядков. Поэтому

различие в магических длинах волн, определяемых формулами (4.2-4.4), может

проявляться лишь на уровне шестого десятичного знака. Тем не менее это раз

личие может существенно влиять на численные значения коэффициентов при

интенсивностях лазерного поля в целых и дробных степенях и, следовательно,

на сдвиг частоты часового перехода (4.18). В данном разделе будут рассмотре

ны способы определения операционных магических длин волн, минимизирую

щих индуцируемые полем решетки сдвиги с учетом поляризационно-частотных

зависимостей линейных и нелинейных восприимчивостей атомов.
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4.3.1. Эквивалентность сдвигов часовых уровней в бегущей волне

Электрическое дипольное (𝐸1), электрическое квадрупольное (𝐸2) и маг

нитодипольное (𝑀1) взаимодействия атома в поле бегущей волны являются

синхронными. Поэтому сдвиг частоты часового перехода в первом порядке по

интенсивности поля 𝐼 определяется суммой дипольных и мультипольных поля

ризуемостей 𝛼
∑︀
𝑔(𝑒)(𝜔) (4.1). Для того чтобы исключить этот сдвиг, производится

настройка частоты поля оптической решетки на магическую частоту 𝜔 = 𝜔𝑡
𝑚𝑎𝑔,

для которой выполняется условие (4.2). На этой частоте глубина потенциала

(4.9) и все коэффициенты в (4.18) имеют ненулевые значения:

𝑐𝑡1/2(𝑛) = −2Δ𝛼𝑞𝑚
𝑡

√︃
ℰ𝑟𝑒𝑐
𝑡

𝛼
∑︀
𝑡

(︂
𝑛+

1

2

)︂
;

𝑐𝑡1(𝜉, 𝑛) = Δ𝛼𝑞𝑚
𝑡 − 3ℰ𝑟𝑒𝑐

𝑡

2𝛼
∑︀
𝑡

Δ𝛽𝑡(𝜉)

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
; (4.27)

𝑐𝑡3/2(𝜉, 𝑛) = 2Δ𝛽𝑡(𝜉)

√︃
ℰ𝑟𝑒𝑐
𝑡

𝛼
∑︀
𝑡

(︂
𝑛+

1

2

)︂
;

𝑐𝑡2(𝜉) = −Δ𝛽𝑡(𝜉).

Где индекс 𝑡 соответствует бегущей волне. Поправки на эффекты гиперполяри

зуемости для низших колебательных уровней с 𝑛 < 3 пренебрежимо малы при

интенсивностях, необходимых для захвата атомов в ловушку.

4.3.2. Равенство сдвигов часовых уровней в стоячей волне

В стоячей волне оптической решетки атомы охлаждаются до температур

𝑇 < Ω/2 ≈ ℰ𝑟𝑒𝑐/𝑘𝑏 ≈ 1 мкК, что делает возможным захват атомов в ловушку с

наименьшей вибрационной энергией, соответствующей состоянию с колебатель

ным квантовым числом 𝑛 = 0. Исключить корневой по интенсивности поля

член в правой части выражения (4.18) можно при выполнении условий

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑔 (𝜔𝑠

𝑚𝑎𝑔) = 𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑒 (𝜔𝑠

𝑚𝑎𝑔) ≡ 𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑠 . (4.28)
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В этих условиях 𝑐𝑠1/2 = 0 и сдвиг частоты часового перехода принимает вид

Δ𝜈𝑠𝑐𝑙(𝜉, 𝑛, 𝐼) = 𝑐𝑠1(𝜉, 𝑛)𝐼 + 𝑐𝑠3/2(𝜉, 𝑛)𝐼
3/2 + 𝑐𝑠2(𝑛)𝐼

2; (4.29)

где:

𝑐𝑠1(𝜉, 𝑛) = −Δ𝛼𝑞𝑚
𝑠 − 3ℰ𝑟𝑒𝑐

𝑠

2𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑠

Δ𝛽𝑠(𝜉)

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
;

𝑐𝑠3/2(𝜉, 𝑛) = 2Δ𝛽𝑠(𝜉)

√︃
ℰ𝑟𝑒𝑐
𝑠

𝛼𝑑𝑞𝑚
𝑠

(︂
𝑛+

1

2

)︂
; (4.30)

𝑐𝑠2(𝜉) = −Δ𝛽𝑠(𝜉).

Индекс 𝑠 соответствует стоячей волне. Как и в случае бегущей волны, основная

поправка к сдвигу определяется линейным по 𝐼 членом, зависящим главным

образом от разности мультипольных поляризуемостей Δ𝛼𝑞𝑚
𝑠 .

4.3.3. Равенство дипольных поляризуемостей для часовых переходов

В случае 𝛼𝐸1
𝑔 (𝜔𝐸1

𝑚𝑎𝑔) = 𝛼𝐸1
𝑒 (𝜔𝐸1

𝑚𝑎𝑔) ≡ 𝛼𝐸1
𝑚𝑎𝑔 поправки первого порядка для глу

бины потенциала (4.9) являются одинаковыми. Следовательно, главная поправ

ка к коэффициенту 𝑐1, определяемая в (4.27) и (4.30) разностью мультипольных

поляризуемостей Δ𝛼𝑞𝑚
𝑡(𝑠), исчезает, и остается лишь поправка на гиперполяризу

емость. Одновременно коэффициент 𝑐𝐸1
1/2 равен лишь половине коэффициента

𝑐𝑡1/2 в выражении (4.27). В этом случае коэффициенты в правой части выраже

ния (4.18) могут быть представлены в следующем виде:

𝑐𝐸1
1/2(𝑛) = −Δ𝛼𝑞𝑚

𝑚𝑎𝑔

√︃
ℰ𝑟𝑒𝑐
𝐸1

𝛼𝐸
𝑚𝑎𝑔

(︂
𝑛+

1

2

)︂
;

𝑐𝐸1
1 (𝜉, 𝑛) = − 3ℰ𝑟𝑒𝑐

𝐸1

2𝛼𝐸1
𝑚𝑎𝑔

Δ𝛽𝐸1(𝜉)

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
; (4.31)

𝑐𝐸1
3/2(𝜉, 𝑛) = 2Δ𝛽𝐸1𝜉

√︃
ℰ𝑟𝑒𝑐
𝐸1

𝛼𝐸
𝑚𝑎𝑔

(︂
𝑛+

1

2

)︂
;

𝑐𝐸1
2 (𝜉) = −Δ𝛽𝐸1(𝜉).

Таким образом, в случае равных дипольных поляризуемостей коэффициент

𝑐𝐸1
1 (𝜉, 𝑛) существенно меньше коэффициента 𝑐𝑡1 для бегущей волны, посколь
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ку вместе с коэффициентами 𝑐𝐸1
3/2(𝜉, 𝑛) и 𝑐𝐸1

2 (𝜉) он пропорционален разности

гиперполяризуемостей Δ𝛽𝐸1(𝜉).

4.4. Влияние эффектов высших порядков на

неопределенности стандартов частоты на атомах

магния

В последнее время был достигнут прогресс в экспериментальном обнару

жении часового перехода 3P0−1S0 в нейтральных атомах магния и определении

магической длины волны 𝜆𝑚𝑎𝑔 = 468.46 нм [88], что открывает путь к разработ

ке нового стандарта времени и частоты на атомах магния в оптической решетке.

Для того чтобы обеспечить неопределенность частоты ниже 10−17, необходимо

оценить роль нелинейный и недипольных эффектов, обусловленных влиянием

оптической решетки на сдвиг частоты часового перехода. Охлажденные атомы

магния захватываются в оптическую решетку, созданную стоячей волной маги

ческой частоты с красной отстройкой - такой выбор является оптимальным для

удержания атомов, компенсации штарковского сдвига частоты часового перехо

да и противодействия разогреванию атомов фотонами оптической решетки.

Основные вклады в сдвиг (4.13) дают разности электрических диполь

ных поляризуемостей Δ𝛼𝐸1(𝜔) = 𝛼𝐸1
𝑒 (𝜔) − 𝛼𝐸1

𝑔 (𝜔). Эта разность должна об

ращаться в нуль на ”магической частоте” определяемой условием (4.4). Равен

ство 𝐸1-поляризуемостей означает эквивалентность только линейных по интен

сивности 𝐼 членов в выражении (4.9) для глубин потенциальных ям. Однако

неизбежная на практике неопределенность магической частоты Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 может

вносить соответствующие неопределенности в разности электрических диполь

ных поляризуемостей, которые входят в Δ𝐷 и ΔΩ формул (4.17). В частно

сти, эта неопределенность повлияет на коэффициенты 𝑐𝐸1
1/2(𝑛) ≡ 𝑐1/2(𝑛, 𝜔

𝑑
𝑚𝑎𝑔) и

𝑐𝐸1
1 (𝑛) ≡ 𝑐1(𝑛, 𝜉, 𝜔

𝑑
𝑚𝑎𝑔) в выражении (4.18) на магической частоте 𝜔

𝑑
𝑚𝑎𝑔. Однако,
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помимо описанных выше стратегий, существует еще одна возможность умень

шить сдвиг (4.18) - путем настройки лазерной решетки на такую операционную

магическую частоту, в которой учитывается зависимость дипольной поляри

зуемости от частоты лазера [85], [87]. Для этого можно перестроить частоту

магической решетки 𝜔 = 𝜔𝑑
𝑚𝑎𝑔 +Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 таким образом, чтобы минимизировать

коэффициенты 𝑐𝐸1
1/2(𝑛) и 𝑐𝐸1

1 (𝜉, 𝑛) (4.31) с учетом этой зависимости:

𝑐𝐸1
1/2(𝑛) =

(︃
𝜕Δ𝛼𝐸1

𝑚𝑎𝑔

𝜕𝜔
Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 −Δ𝛼𝑞𝑚

𝑚𝑎𝑔

(︂
1 +

1

2

)︂)︃√︃
ℰ𝑟𝑒𝑐
𝐸1

𝛼𝐸
𝑚𝑎𝑔

;

𝑐𝐸1
1 (𝜉, 𝑛) = −

𝜕Δ𝛼𝐸1
𝑚𝑎𝑔

𝜕𝜔
Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 −

3ℰ𝑟𝑒𝑐
𝐸1

2𝛼𝐸1
𝑚𝑎𝑔

Δ𝛽𝐸1(𝜉)

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
, (4.32)

где Δ𝛼𝐸1
𝑚𝑎𝑔 = 𝛼𝐸1

𝑒 (𝜔)− 𝛼𝐸1
𝑔 (𝜔) - разность дипольных поляризуемостей часовых

уровней на произвольной частоте 𝜔,
𝜕Δ𝛼𝐸1

𝑚𝑎𝑔

𝜕𝜔
=

𝜕Δ𝛼𝐸1(𝜔)

𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜔𝑑

𝑚𝑎𝑔

- производная этой разности на магической часто

те 𝜔 = 𝜔𝑑
𝑚𝑎𝑔. Таким образом, расстройку Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 можно рассматривать как до

полнительный параметр для настройки частоты решеточного лазера, который

можно использовать в дополнение к квантовому числу осциллятора 𝑛 и степе

ни циркулярной поляризации 𝜉 для того, чтобы уменьшить сдвиг, вызванный

взаимодействием атома с решеткой до такой величины, которая обеспечит мини

мально возможную неопределенность частоты стандарта. Для этого параметр

Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 следует выбирать таким образом, чтобы обеспечить минимально возмож

ные отклонения сдвига Δ𝜈 𝑙𝑎𝑡𝑡𝑐𝑙 (𝑛, 𝜉,Δ𝜔𝑚𝑎𝑔, 𝐼) в максимально широком диапазоне

рабочих интенсивностей лазера 𝐼.

Для получения численного значения сдвига (4.13) должны быть извест

ны 𝐸1-, 𝐸2-, 𝑀1-поляризуемости и гиперполяризуемости на магической часто

те. Для описания волновых функций в одноэлектронном приближении был ис

пользован метод модельного потенциала Фьюса [56]–[58], с модификациями, вве

денными для наиболее точного описания состояний валентных электронов 3s2

оболочки [56, 85]. Модификации параметров потенциала Фьюса выполнялись

также для учета вклада 3s электрона в поляризуемость метастабильного ча
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сового состояния 3𝑠3𝑝(3𝑃0). Результаты расчетов характеристик атома магния

представлены в Таблице 4.1. Эти данные позволяют определить оптимальные

значения 𝜉 и Δ𝜔𝑚𝑎𝑔.

Таблица 4.1. Характеристики атома магния в оптической решетке на магической длине волны

468.46 нм.

𝜈𝑐𝑙𝑜𝑐𝑘 655 (ТГц)

𝛼𝐸1
𝑚𝑎𝑔 17.5

(︁
кГц

кВт/см2

)︁
𝛼𝑞𝑚
𝑚𝑎𝑔 5.48

(︁
мГц

кВт/см2

)︁
Δ𝛽𝑙

𝑚𝑎𝑔 111 + 5.88𝚤
(︁

мкГц

(кВт/см2)2

)︁
Δ𝛽𝑐

𝑚𝑎𝑔 1735 + 8.69𝚤
(︁

мкГц

(кВт/см2)2

)︁
𝜕Δ𝛼𝐸1

𝑚𝑎𝑔

𝜕𝜔 0.42
(︁

10−9

кВт/см2

)︁
ℰ𝑟𝑒𝑐
𝐸1 37.9 (кГц)

На Рисунке 4.1 представлена зависимость от интенсивности лазера 𝐼 сдви

га часовой частоты в атомах магния, индуцированного влиянием оптической

решетки. Неопределенность сдвига, индуцированного взаимодействием атома с

полем решетки, из-за неоднородности распределения интенсивности по располо

жению атомов магния в оптической решетке между 140 и 160 кВт/см2 достигает

23 мГц при отстройке магической частоты Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 = −75 МГц. Чтобы умень

шить неопределенность Δ𝜈 𝑙𝑎𝑡𝑡𝑐𝑙 до уровня 0.5 мГц, относительная неопределен

ность распределения операционной интенсивности по позициям атомов магния

в решетке не должна превышать 2% в окрестности 𝐼 = 145 кВт/см2.

4.5. Выводы

В данной главе представлена теория нелинейных, недипольных и ангар

монических эффектов, на основе которой получены оценки неопределенности
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Рис. 4.1. Зависимость от интенсивности лазера сдвига часовой частоты, индуцированного

влиянием оптической решетки в атомах магния. Кривая (a) представляет сдвиг магической

частоты Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 = −74.9 МГц, кривая (b) - Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 = −75.0 МГц, кривая (c) - Δ𝜔𝑚𝑎𝑔 = −74.9

МГц.

стандарта частоты, индуцируемые взаимодействием атома с полем оптической

решетки магической частоты.

На основе численных значений дипольных и мультипольных поляризуе

мостей атомов магния, рассчитанных в работах [29, 31], предложена стратегия

определения операционной магической длины волны оптической решетки, обес

печивающей минимальные значения неопределенностей.

Для всех трех описанных выше стратегий определения магических длин

волн коэффициенты 𝑐3/2, 𝑐2 пропорциональны Δ𝛽(𝜉). Коэффициент при корне

вой зависимости от интенсивности 𝐼 исчезает для магической частоты стоячей

волны, 𝑐𝑠1/2 = 0, в то время как для магических частот, определяемых уравне

ниями (4.2) и (4.4), эти коэффициенты практически одинаковы 𝑐𝐸1
1/2 ≈ 0.5𝑐𝑡1/2 и

пропорциональны разности мультипольных поляризуемостей Δ𝛼𝑞𝑚
𝑚𝑎𝑔.

Определены верхние и нижние границы интенсивности поля оптической

решетки, обеспечивающие точность измерения частоты стандарта на атомах

магния на уровне 17-18-го десятичного знака.
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Заключение

В настоящей диссертации проведено теоретическое исследование эффек

тов межатомного взаимодействия и радиационных процессов в ридберговских

атомах, а также эффектов высших порядков во взаимодействии атомов с по

лем оптической решетки в стандартах частоты на атомах магния. В частности,

было изучено ван-дер-ваальсово взаимодействие щелочных атомов в ридбергов

ских состояниях и условия проявления в нем резонансов Ферстера. Полученные

характеристики могут оказаться полезными для проектирования и разработки

квантовых логических элементов. Получены асимптотические формулы для ве

роятностей радиационных переходов из циркулярных ридберговских состояний.

Этот результат может быть использован для оценки параметров теплового из

лучения и его влияния на энергии атомных уровней. Помимо этого были опре

делены количественные характеристики эффектов высших порядков во взаи

модействия атомов магния с оптической решеткой магической частоты. Учет

этих характеристик позволит контролировать точность стандарта частоты на

атомах магния.

Основные результаты данной диссертационной работы можно сформули

ровать следующим образом:

1. Получены аналитические выражения для зависимости постоянной ван

дер-ваальсова взаимодействия двух одинаковых ридберговских атомов от

ориентации межатомной оси и орбитальных моментов. Тензорные компо

ненты постоянной Ван-дер-Ваальса для щелочных атомов в ридбергов

ских состояниях представлены в виде полиномов от главных квантовых

чисел. Для S-, P-, D- и F-серий атомов рубидия получены численные зна

чения коэффициентов полиномов.

2. Определены количественные критерии проявления резонансов Ферстера

в энергиях ван-дер-ваальсова взаимодействия ридберговских атомов.
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3. Получены аналитические выражения для амплитуд радиационных перехо

дов из циркулярных ридберговских состояний, с помощью которых могут

быть определены вклады состояний дискретного и непрерывного спектров

в сдвиг и уширение ридберговских уровней излучением черного тела. Про

демонстрировано быстрое уменьшение относительного вклада удаленных

дискретных состояний и континуума в термоиндуцированные сдвиги и

уширения ридберговских состояний с ростом главного квантового числа.

4. Получены количественные характеристики неопределенностей частоты ча

сового перехода в атомах магния, индуцируемых взаимодействием атомов

с оптической решеткой магической частоты.
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