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Введение

Актуальность темы. Обыкновенное дифференциальное уравнение

−(pu�)� + qu = f(= λmu)

более двух столетий служит основой самых разнообразных моделей есте-
ствознания, поэтому к настоящему времени изучению данного уравнения
посвящено достаточно большое количество работ (например, [1], [9], [10],
[15] – [19], [23], [45], [48], [61] – [64], [69]). Попытки распространения тео-
рии таких моделей на случай нерегулярных физических систем начались
еще в 19 веке. Так Стилтьесом было предпринято исследование знаменитой
задачи о «нити с бусинками», когда

−u�� = λmu,

где (в современных терминах) m(x) =
n�

i=1

miδ(x − ξi). Здесь δ(x) – функ-

ция Дирака, ξi – координаты точечных масс, а mi – величины этих масс.
Замечательно то, что в этом исследовании преодоление совершенно новых
математических трудностей Стилтьесу удалось совершить за счет введения
принципиально нового интеграла, именуемого ныне его именем.

В 30-е гг. 20 века в рамках теоретической физики стал актуальным
вопрос анализа спектральной задачи для уравнения Шредингера

−(u�)� + qu = λu

с сингулярным потенциалом q, когда, например, q содержит особенности
как типа δ-функции, так и более сильные, порождаемые разрывами у ре-
шений. Таким образом, возникла проблема создания новых подходов и ме-
тодов анализа подобной ситуации.

Появление теории обобщенных функций позволило приступить к иссле-
дованию спектральной задачи для уравнения Шредингера [2, 3], что приве-
ло к созданию весьма обширной спектральной науки, связанной с именами
ряда известных ученых (от М.Г. Крейна [43], Б.М. Левитана, И.С. Саргсяна

4



[46] до В.А. Ильина [39], А.Г Баскакова [5], А.П. Хромова [66], А.А. Шка-
ликова [58]–[60], А.М. Савчука [59, 60], Б.С. Митягина [20], П.Б. Джако-
ва [21], Р.О. Гринива, Я.В. Микитюк [50]). Однако это спектральное на-
правление нацелено на свои проблемы (полнота и базисность, асимптотика
спектра, разнообразные свойства непрерывного спектра, структура син-
гулярных компонент спектра (спектральных лакун, зон неустойчивости),
вопросам о следах и проч.).

Параллельно развивалось и другое направление, связанное с поточеч-
ным толкованием такого рода уравнений. Соответствующий подход на ба-
зе интеграла Стилтьеса был намечен Ф.В. Аткинсоном и М.Г. Крейном
[1, 43] в 50-e гг. 20 века. Этот подход заключался в переходе от уравнения
с обобщенными коэффициентами к интегро-дифференциальному уравне-
нию. Так, уравнение с обобщенным коэффициентом M �

−(u�)� = λM �u

ими трактовалось в виде

u�+(x) = u�−(0)− λ

x+0�

0

u dM.

Эта идея перехода от уравнения с обобщенными коэффициентами к
интегро-дифференциальному уравнению была перенесена на более широ-
кий класс задач Ю.В. Покорным [52]. Тщательная проработка такого под-
хода позволила получить аналог осцилляционной теории Штурма-Лиувил-
ля для случая задачи




−(pu�)� +Q�u = λmu,

u(0) = u(�) = 0,

с обобщенными коэффициентами [37, 54, 55]. Метод Ю.В. Покорного был
распространен на новые классы задач, актуализированных последними де-
сятилетиями, в работах С.А. Шаброва [67], М.Б. Зверевой [53], Ж.И. Бах-
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Покажем, что числа λn+1, λn+2,... и функции ϕn+1(x), ϕn+2(x),... пред-
ставляют собой полную совокупность характеристических чисел и собствен-
ных функций уравнения

ϕ(x) = λ

��

0

ωn(x, s)ϕ(s) d[M(s)]. (2.2.18)

В самом деле, умножим обе части (2.2.17) на λmϕm(s), где m > n, и
проинтегрируем. В силу ортогональности собственных функций получим

λm

��

0

ωn(x, s)ϕm(s) d[M(s)] = λm

��

0

K(x, s)ϕm(s) d[M(s)]−

−
n�

k=1

λm

λk
ϕk(x)

��

0

ϕk(s)ϕm(s) d[M(s)] = ϕm(x).

Таким образом, уравнение (2.2.18) имеет те же характеристические зна-
чения λm и соответствующие собственные функции ϕm(x) при m > n, что
и основное уравнение (2.2.3).
Покажем, что это и есть полная система характеристических значений

и собственных функций уравнения (2.2.18). Умножим обе части (2.2.17) на
ϕm(x), где m ≤ n, и проинтегрируем. Принимая во внимание ортогональ-
ность и нормированность собственных функций, а также симметричность
ядра K(x, s) получим, что

��

0

ωn(x, s)ϕm(x) d[M(x)] =

=

��

0

K(x, s)ϕm(x) d[M(x)]−
n�

k=1

��

0

ϕk(x)ϕk(s)

λk
ϕm(x) d[M(x)] =

=

��

0

K(x, s)ϕm(x) d[M(x)]− ϕm(s)

λm
= 0.
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Таким образом,
��
0

ωn(x, s)ϕm(x)d[M(x)] = 0 при m ≤ n.

Пусть λ – некоторое характеристическое значение уравнения (2.2.18) и
ϕ(x) – соответствующая собственная функция. Умножая обе части урав-
нения (2.2.18) на ϕm(x) и интегрируя, получим, что

��

0

ϕ(x)ϕm(x) d[M(x)] = λ

��

0

��

0

ωn(x, s)ϕ(s)ϕm(x) d[M(s)] d[M(x)] =

= λ

��

0



ϕ(s)

��

0

ωn(x, s)ϕm(x) d[M(x)]



 d[M(s)] = 0.

Значит,
��
0

ϕ(x)ϕm(x)d[M(x)] = 0 приm ≤ n.Подставив в уравнение (2.2.18)

вместо ωn(x, s) выражение (2.2.17), получим

ϕ(x) = λ

��

0

K(x, s)ϕ(s) d[M(s)]− λ
n�

k=1

ϕk(x)

λk

��

0

ϕk(s)ϕ(s) d[M(s)] =

= λ

��

0

K(x, s)ϕ(s) d[M(s)],

т.е. ϕ(x) является собственной функцией основного ядра, ортогональной
ко всем ϕm(x) при m ≤ n. Значит, λ совпадает с одним из λk при k > n, а
ϕ(x) является с точностью до постоянного множителя одной из функций
ϕk(x).
Покажем, что для любой неотрицательной функции q ∈ Cµ[0, �] спра-

ведливо

I =

��

0

��

0

ωn(x, s)q(x)q(s) d[M(x)] d[M(s)] ≥ 0.

Заметим, что

I =

��

0

��

0

ωn(x, s)q(x)q(s) d[M(x)] d[M(s)] =
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=

��

0





��

0

ωn(x, s)q(s) d[M(s)]



 q(x) d[M(x)] =

=

��

0

∞�

k=n+1

�q,ϕk�
λk

ϕk(x)q(x) d[M(x)] =
∞�

k=n+1

�q,ϕk�
λk

��

0

ϕk(x)q(x) d[M(x)] =

=
∞�

k=n+1

�q,ϕk�2
λk

≥ 0,

поскольку λk > 0.
Покажем, что для любого x ∈ [0, �]µ верно ωn(x, x) ≥ 0. В самом деле,

предположим, что найдется точка x∗ ∈ [0, �]µ, что ωn(x
∗, x∗) < 0. Пусть

в точке x∗ функция µ(x) непрерывна. Тогда найдется такая окрестность
точки (x∗, x∗), что для любого x такого, что |µ(x)−µ(x∗)| < δ, и для любого
s такого, что |s − x∗| < δ верно, что ωn(x, s) < 0. Мы можем определить
µ-непрерывную функцию q(x), которая имеет положительные значения в
промежутке x∗ − δ < x < x∗+ δ и равна нулю везде вне этого промежутка.
Например,

q(x) =





µ(x)− µ(x∗ − δ)

µ(x∗)− µ(x∗ − δ)
, если x ∈ [x∗ − δ, x∗]

µ(x∗ + δ)− µ(x)

µ(x∗ − δ)− µ(x∗)
, если x ∈ [x∗, x∗ + δ]

0, если x /∈ [x∗ − δ, x∗ + δ].

Тогда

I =

��

0

��

0

ωn(x, s)q(x)q(s) d[M(x)] d[M(s)] =

=

x∗+δ�

x∗−δ

x∗+δ�

x∗−δ

ωn(x, s)q(x)q(s) d[M(x)] d[M(s)] < 0,

что невозможно согласно предыдущему утверждению.
Если же в точке x∗ функция µ(x) терпит разрыв, то найдется δ > 0 для

любого x ∈ (x∗ − δ, x∗) такого, что |µ(x) − µ(x∗ − 0)| < δ, и для любого
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s ∈ (x∗ − δ, x∗) справедливо неравенство ωn(x, s) < 0. Возьмем

q(x) =





µ(x)− µ(x∗ − δ)

µ(x∗ − 0)− µ(x∗ − δ)
, если x ∈ [x∗ − δ, x∗ − 0]

0, в остальных случаях.

Тогда

I =

x∗−0�

x∗−δ

x∗−0�

x∗−δ

ωn(x, s)q(x)q(s) d[M(x)] d[M(s)] < 0,

что невозможно.
Покажем, что справедливо следующее равенство

∞�

k=1

1

λk
=

��

0

K(x, x) d[M(x)].

Применим к ядру ωn(x, s) предыдущее утверждение и получим, что для
любого x ∈ [0, �]µ выполняется неравенство ωn(x, x) ≥ 0, т.е.

K(x, x)−
n�

k=1

ϕ2
k(x)

λk
≥ 0,

откуда для любых n и x ∈ [0, �]µ выполняется неравенство

n�

k=1

ϕ2
k(x)

λk
≤ K(x, x) ≤ C∗.

Отсюда непосредственно следует, что ряд
∞�

k=1

ϕ2
k(x)

λk
с положительны-

ми членами равномерно сходится при всяком значении x, а его частичные
суммы при любом значении x из промежутка [0, �]µ остаются меньше по-
ложительного числа C∗. Воспользовавшись неравенством Коши, получим
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следующую оценку

n+m�

k=n

ϕk(x)ϕk(s)

λk
=

n+m�

k=n

ϕk(x)√
λk

· ϕk(s)√
λk

=

=

����
n+m�

k=n

ϕ2
k(x)

λk
·

����
n+m�

k=n

ϕ2
k(s)

λk
,

или
n+m�

k=n

ϕk(x)ϕk(s)

λk
≤

����
n+m�

k=n

ϕ2
k(x)

λk
·
√
C∗ ≤ √

ε ·
√
C∗.

В силу сходимости ряда
∞�

k=1

ϕ2
k(x)

λk
непосредственно следует, что ряд

∞�

k=1

ϕk(x)ϕk(s)

λk
сходится равномерно по s на [0, �]µ при фиксированном x.

Аналогично доказывается равномерная сходимость по x при фиксирован-
ном s.
Покажем, что при любом фиксированном x ∈ [0, �]µ

lim
n→∞

��

0

�
K(x, s)−

n�

k=1

ϕk(x)ϕk(s)

λk

�2

d[M(s)] = 0 (2.2.19)

равномерно относительно x на [0, �]µ. Для доказательства рассмотрим раз-
ложение K(x, s) как функции s по ортонормированной системе ϕk(s). Ко-

эффициенты Фурье здесь равны
ϕk(x)

λk
. Раскрыв квадрат разности, сто-

ящий под интегралом, и воспользовавшись ортонормированностью ϕk(x),
получим

��

0

�
K(x, s)−

n�

k=1

ϕk(x)ϕk(s)

λk

�2

d[M(s)] =

=

��

0

(K(x, s))2d[M(s)]−
n�

k=1

ϕ2
k(x)

λk
.
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Рассмотрим повторное ядро

K2(x, s) =

��

0

K(x, s1)K(s1, s) d[M(s1)]. (2.2.20)

Функция K2(x, s) как функция от x представима через ядро. Тогда

K2(x, s) =
∞�

k=1

ϕk(x)ϕk(s)

λ2
k

,

причем последняя формула справедлива на всем множестве [0, �]µ × [0, �]µ.
Заметим, что

K2(x, x) =
∞�

k=1

ϕ2
k(x)

λ2
k

. (2.2.21)

Ряд равномерно сходится к функции K2(x, x), т.к. функции ϕk(x) µ-непре-
рывны, K2(x, x) – µ-непрерывная функция. Заметим, что из (2.2.20) сле-
дует

��

0

(K(x, s))2d[M(s)] = K2(x, x).

Таким образом, равенство (2.2.19) доказано.

Поскольку ряд
�

k

ϕk(x)ϕk(s)

λk
сходится равномерно относительно s в

промежутке [0, �]µ при фиксированном x, то переходя в равенстве (2.2.19)
к пределу, получим

��

0

�
K(x, s)−

∞�

k=1

ϕk(x)ϕk(s)

λk

�2

d[M(s)] = 0.

Отсюда следует, что на множестве [0, �]µ × [0, �]µ справедливо следующее
равенство

∞�

k=1

ϕk(x)ϕk(s)

λk
= K(x, s).
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Начнем с ряда (2.2.28). Имеем

∞�

k=1

����(Q�
[σ](x)ϕk(x)− λkM

�
[σ](x)ϕk(x))

�
Ak cos

�
λkt+

Bk√
λk

sin
�
λkt

� ���� ≤

≤
∞�

k=1

|ϕk(x)|(K + λkK) ·
�
|Ak|+

|Bk|√
λk

�
≤

≤
∞�

k=1

�K|ϕk(x)|(|Ak|λk +
�
λk|Bk|),

где �K – постоянная, |Q�
[σ](x)| ≤ K и |M �

[σ](x)| ≤ K.
Покажем, что ряд

∞�

k=1

|ϕk(x)|(|Ak|λk +
�
λk|Bk|)

равномерно сходится. Имеем

n+m�

k=n

|ϕk(x)|(λk|Ak|+
�
λk|Bk|) =

n+m�

k=n

|ϕk(x)|λ
3
2

k ·
1√
λk

· |Ak|+

+
n+m�

k=n

|Bk| · λk ·
1√
λk

|ϕk(x)| ≤

����
n+m�

k=n

A2
kλ

3
k ·

����
n+m�

k=n

ϕ2
k(x)

λk
+

+

����
n+m�

k=n

B2
kλ

2
k ·

����
n+m�

k=n

ϕ2
k(x)

λk
<

√
C∗ε,

так как
∞�

k=1

ϕ2
k(x)

λk
≤ K(x, x) = C∗, а ряды

∞�

k=1

λ3
kA

2
k и

∞�

k=1

λ2
kB

2
k сходятся.

Для ряда (2.2.27) имеем

n+m�

k=n

|ϕ�
kµ(x)|

�����Ak cos
�
λkt+

Bk√
λk

sin
�
λkt

����
�

≤ C∗
∞�

k=1

(λk|Ak|+
�
λk|Bk|).
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Рассмотрим ряд (2.2.29). Имеем

n+m�

k=n

����ϕk(x)
�
−Ak

�
λk sin

�
λkt+ Bk cos

�
λkt

� ���� ≤

≤
n+m�

k=n

|ϕk(x)||Ak|λk +
n+m�

k=n

|ϕk(x)||Bk|
�
λk.

Рассмотрим ряд (2.2.30). Имеем

����
n+m�

k=n

ϕk(x)
�
−Akλk cos

�
λkt− Bk

�
λk sin

�
λkt

� ���� ≤

≤
n+m�

k=n

|ϕk(x)||Ak|λk +
n+m�

k=n

|ϕk(x)||Bk|
�
λk.

Теорема доказана. �

2.3 Корректность математической модели малых ко-
лебаний разрывной стилтьесовской струны с жест-
ко закрепленными концами

Докажем сначала единственность решения изучаемой математической
модели (2.1.10), которая возникает при описании малых колебаний разрыв-
ной стилтьесовской струны, расположенной вдоль отрезка [0, �].
Теорема 2.3.1. Пусть p(x), M(x), Q(x), F (x, t) – [σ]-абсолютно непре-
рывны на [0, �], причем inf

[0,�]
p(x) > 0; функция M(x) строго возрастает на

[0, �], Q(x) не убывает на [0, �]. Тогда математическая модель (2.1.10) в
классе E имеет единственное решение.

Доказательство. Предположим, что существует два различных решения
u1(x, t), u2(x, t) задачи (2.1.10). Тогда разность v(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t)
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является решением задачи





v��tt(x, t)M
�
[σ](x) = (p(x)v�µ(x, t))

�
[σ] − v(x, t)Q�

[σ](x),

v(0, t) = v(�, t) = 0,

v(x, 0) = 0,

v�t(x, 0) = 0.

(2.3.1)

Умножим первое уравнение системы (2.3.1) на v �t и проинтегрируем по
[0, �]:

��

0

v�t(x, t)v
��
tt(x, t) d[M(x)] =

��

0

v�t(x, t) dx[p(x)v
�
µ(x, t)]−

−
��

0

v�t(x, t)v(x, t) d[Q(x)].

(2.3.2)

Зафиксируем произвольное T ∗ ∈ [0, T ] и проинтегрируем (2.3.2) по отрезку
[0, T ∗]. Получим, что

T ∗�

0

��

0

v�t(x, t)v
��
tt(x, t) d[M(x)] dt =

T ∗�

0

��

0

v�t(x, t) dx[p(x)v
�
µ(x, t)] dt−

−
T ∗�

0

��

0

v�t(x, t)v(x, t) d[Q(x)] dt.

Рассмотрим интеграл
T ∗�

0

��

0

v�t(x, t)v
��
tt(x, t) d[M(x)] dt и, используя тео-

рему Фубини, перепишем его следующим образом

T ∗�

0

��

0

v�t(x, t)v
��
tt(x, t) d[M(x)] dt =

1

2

T ∗�

0

��

0

∂

∂t

�
∂v

∂t
(x, t)

�2

d[M(x)] dt =
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=
1

2

��

0




T ∗�

0

∂

∂t
(v�t(x, t))

2dt


 d[M(x)] =

=
1

2

��

0

�
(v�t(x, T

∗))2 − (v�t(x, 0))
2

�
d[M(x)] =

1

2

��

0

(v�t(x, T
∗))2d[M(x)],

поскольку v�t(x, 0) = 0.

Внутренний интеграл в
T ∗�

0

��

0

v�t(x, t) d[p(x)v�µ(x, t)] dt проинтегрируем

по частям

T ∗�

0

��

0

v�t(x, t)dx[p(x)v
�
µ(x, t)]dt = −

T ∗�

0

��

0

p(x)v�µ(x, t) dx(v
�
t(x, t))dt+

+

T ∗�

0

�
v�t(�, t)p(�)v

�
µ(�, t)− v�t(0, t)p(0)v

�
µ(0, t)

�
dt =

= −
��

0

T ∗�

0

p(x)v�µ(x, t) dx(v
�
t(x, t)) dt,

т.к. в силу краевых условий v�µ(0, t) = v�µ(�, t) = 0. Индекс x у дифферен-
циала означает, что интегрирование осуществляется по переменной x.

Покажем справедливость равенства

v�t(x, t) =

��

0

∂

∂t
(v�µ(s, t)) dµ(s). (2.3.3)

В самом деле, для любого t0 ∈ [0, T ] имеем

t0�

0

v�t(x, t)dt−
t0�

0

x�

0

∂

∂t
(v�µ(s, t)) dµ(s) dt = −

x�

0

(v�µ(s, t0)− v�µ(s, 0))dµ(s)+

+v(x, t0) =

x�

0

v�µ(s, t0) dµ(s)−
x�

0

v�µ(s, t0) dµ(s) = 0.
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Поскольку функция v(x, t) – µ-абсолютно непрерывна по переменной x, то

v(x, t0) =

x�

0

v�µ(s, t0) dµ(s).

Таким образом, для всех t0 ∈ [0, T ] верно (2.3.3), т.е.

t0�

0


v�t(x, t)−

x�

0

∂

∂t
(v�µ(s, t)) dµ(s)


 dt = 0. (2.3.4)

Продифференцируем полученное равенство (2.3.4) по t0:

v�t(x, t0)−
x�

0

∂

∂t
v�µ(s, t0) dµ(s) = 0.

В силу того, что t0 ∈ [0, T ], получаем v�t(x, t) =

x�

0

∂

∂t
v�µ(s, t) dµ(s).

Значит,

dxv
�
t(x, t) = dx




x�

0

∂

∂t
(v�µ(s, t)) dµ(s)


 =

∂

∂t
(v�µ(x, t)) dµ(x).

Тогда

−
��

0

T ∗�

0

p(x)v�µ(x, t) dxv
�
t(x, t) dt = −

��

0

T ∗�

0

p(x)v�µ(x, t)
∂

∂t
v�µ(x, t) dµ(x) dt =

= −1

2

��

0

T ∗�

0

p(x)
∂

∂t

�
v�µ(x, t)

�2
dµ(x) dt = −1

2

��

0

p(x)
�
v�µ(x, T

∗)
�2

dµ(x).
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Интеграл
T∗�

0

��

0

v�t(x, t)v(x, t) d[Q(x)] dt перепишем следующим образом

T ∗�

0

��

0

v�t(x, t)v(x, t) d[Q(x)] dt =
1

2

T ∗�

0

��

0

∂

∂t
(v(x, t))2 d[Q(x)] dt =

=
1

2

��

0

T ∗�

0

∂

∂t
(v(x, t))2 dt d[Q(x)] =

1

2

��

0

(v(x, T ∗))2 d[Q(x)].

Таким образом, получаем, что

1

2

��

0

(v�t(x, T
∗))2 d[M(x)] +

1

2

��

0

p(x)
�
v�µ(x, T

∗)
�2

dµ(x)+

+
1

2

��

0

(v(x, T ∗))2 d[Q(x)] = 0.

Поскольку M(x), µ(x), Q(x) – возрастающие функции, inf
[0,�]

p(x) > 0, то,

v(x, T ∗) = 0 для всех T ∗. Значит, v(x, T ) = 0, что и требовалось доказать. �
Покажем, что при малом изменении начальных условий ϕ(x) и ψ(x) со-

ответствующие решения математической задачи (2.1.10) изменяется мало.

Теорема 2.3.2. Пусть функции µ(x), M(x) строго возрастают, Q(x) не
убывает на [0, �]. Пусть u1(x, t) и u2(x, t) – решения исследуемой модели
при начальных данных ϕ(1)(x), ψ(1)(x) и ϕ(2)(x), ψ(2)(x), соответственно,
т.е. решения моделей





u��itt(x, t)M
�
[σ](x) = (p(x)u�iµ(x, t))

�
[σ] − ui(x, t)Q

�
[σ](x) + F �

[σ](x, t),

ui(0, t) = ui(�, t) = 0,

ui(x, 0) = ϕ(i)(x),

u�it(x, 0) = ψ(i)(x),

(2.3.5)

(i = 1, 2). Обозначим через u(x, t) их разность u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t).

83



Если ϕ(x) = ϕ(1)(x) − ϕ(2)(x), ψ(x) = ψ(1)(x) − ψ(2)(x) и ϕ�
µ(x) =

ϕ
�(1)
µ (x) − ϕ

�(2)
µ (x) малы по модулю (в смысле нормы ||g(x)||µ = max

[0,�]µ

|g(x)|

пространства Cµ µ-непрерывных функций), то |u(x, t)| также меняется
мало на множестве [0, �]µ × [0, T ].

Доказательство. Так же как и при доказательстве единственности ре-
шения математической модели для функции u(x, t) рассмотрим интеграл

T ∗�

0

��

0

u�t(x, t)

�
u��tt(x, t)M

�
[σ](x)− (p(x)u�µ(x, t))

�
[σ] + u(x, t)Q�

[σ](x)

�
d[σ]dt = 0.

Имеем

T ∗�

0

��

0

u�t(x, t)
�
u��tt(x, t)M

�
[σ](x)− (p(x)u�µ(x, t))

�
[σ] + u(x, t)Q�

[σ](x)
�
d[σ]dt =

=
1

2

��

0

(u�t(x, T
∗))2d[M(x)]− 1

2

��

0

ψ2(x)d[M(x)]+

+
1

2

��

0

p(x)(u�µ(x, T
∗))2dµ(x)− 1

2

��

0

p(x)ϕ�2
µ (x)dµ(x)+

+
1

2

��

0

u2(x, T ∗)d[Q(x)]− 1

2

��

0

ϕ2(x)d[Q(x)],

так как u(x, 0) = ϕ(x), u�
t(x, 0) = ψ(x), u�µ(x, 0) = ϕ�

µ(x) и u�µ(0, t) =

u�µ(�, t) = 0 в силу граничных условий. Таким образом, приходим к ра-
венству

��

0

(u�t(x, T
∗))2d[M(x)] +

��

0

p(x)
�
u�µ(x, T

∗)
�2

dµ(x) +

��

0

u2(x, T ∗) d[Q(x)] =

=

��

0

ψ2(x) d[M(x)] +

��

0

p(x)ϕ�2
µ (x) dµ(x) +

��

0

ϕ2(x) d[Q(x)],

(2.3.6)
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откуда следует, что левая часть мала, так как по условию правая часть
мала. Обозначая через ε правую часть равенства (2.3.6), найдем, что для
всякого T ∗ ∈ [0, T ] и каждого x ∈ [0, �]µ верно

x�

0

(u�t(s, T
∗))2 d[M(s)] ≤

��

0

(u�t(s, T
∗))2 d[M(s)] ≤ ε.

Аналогично,
x�

0

p(s)
�
u�µ(s, T

∗)
�2

dµ(s) ≤
��

0

p(s)
�
u�µ(s, T

∗)
�2

dµ(s) ≤ ε.

Покажем, что для всех x ∈ [0, �]µ и T ∗ ∈ [0, T ] величина |u(x, T ∗)| мала,
если малы ε и величина max

x∈[0,�]µ
|ϕ(x)|. Имеем

|u(x, T ∗)| ≤ |u(x, T ∗)− u(0, T ∗) + u(0, T ∗)| ≤

≤ |u(x, T ∗)− u(0, T ∗)|+ |u(0, T ∗)|. (2.3.7)

Оценим каждое слагаемое в правой части последнего равенства. Для перво-
го слагаемого, используя неравенство Коши-Буняковского, последователь-
но находим

|u(x, T ∗)− u(0, T ∗)| =

������

x�

0

u�µ(s, T
∗) dµ(s)

������
≤

x�

0

|u�µ(s, T ∗)| dµ(s) ≤

≤




x�

0

12dµ(s)




1/2


x�

0

�
u�µ(s, T

∗)
�2

dµ(s)




1/2

≤

≤
�

µ(x)− µ(0)




��

0

(u�µ(s, T
∗))2dµ(s)




1/2

≤

≤
�
µ(�)− µ(0)




��

0

p(s)u�2
µ (s, T

∗)

p(s)
dµ(s)




1/2

≤
�

µ(�)− µ(0)

c0
·√ε,

(2.3.8)
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где c0 = min
x∈[0,�]µ

p(x) > 0. Таким образом,

|u(x, T ∗)− u(0, T ∗)| ≤
�

µ(�)− µ(0)

c0
·√ε. (2.3.9)

Интеграл
��

0

|u(x, T ∗)−u(0, T ∗)| d[M(x)], в силу неравенства (2.3.8), допус-

кает оценку

��

0

|u(x, T ∗)− u(0, T ∗)| d[M(x)] ≤
�

µ(�)− µ(0)

c0
·√ε · (M(�)−M(0)).

Отсюда, после несложных преобразований, найдем

��

0

|u(0, T ∗)| d[M(x)] ≤
��

0

|− u(x, T ∗) + u(0, T ∗)| d[M(x)]+

+

��

0

|u(x, T ∗)| d[M(x)] ≤
�

µ(�)− µ(0)

c0
·√ε · (M(�)−M(0))+

+

��

0

|u(x, T ∗)| d[M(x)] ≤
�

µ(�)− µ(0)

c0
·√ε · (M(�)−M(0))+

+

��

0

|u(x, T ∗)− u(x, 0)| d[M(x)] +

��

0

|ϕ(x)| d[M(x)].

(2.3.10)

Для интеграла
��

0

|u(x, T ∗)−u(x, 0)| d[M(x)] применяя теорему Фубини

и неравенство Коши-Буняковского, получаем оценку

��

0

|u(x, T ∗)− u(x, 0)| d[M(x)] =

��

0

������

T∗�

0

u�t(x, t) dt

������
d[M(x)] ≤
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≤
��

0

T ∗�

0

|u�t(x, t)| dt d[M(x)] =

T ∗�

0

��

0

|u�t(x, t)| d[M(x)] dt ≤

≤
T ∗�

0







��

0

12 d[M(x)]




1/2


��

0

(u�t(x, t))
2d[M(x)]




1/2

 dt ≤

≤
�

M(�)−M(0)·√ε

T ∗�

0

dt = T ∗�M(�)−M(0)·√ε ≤ T
�
M(�)−M(0)·√ε.

Тогда (2.3.10) принимает вид

|u(0, T ∗)|(M(�)−M(0)) ≤
�

µ(�)− µ(0)

c0
·√ε · (M(�)−M(0))+

+
�

M(�)−M(0) · T ·√ε+ max
x∈[0,�]µ

|ϕ(x)|(M(�)−M(0)).

Отсюда находим

|u(0, T ∗)| ≤
�

µ(�)− µ(0)

c0
·√ε+

T ·√ε�
M(�)−M(0)

+ max
x∈[0,�]µ

|ϕ(x)|. (2.3.11)

Таким образом, для (2.3.7) с учетом (2.3.9) и (2.3.11) имеем

|u(x, T ∗)| ≤ 2
√
ε ·

�
µ(�)− µ(0)

c0
+

T ·√ε�
M(�)−M(0)

+ max
x∈[0,�]µ

|ϕ(x)|.

Таким образом, показана корректность модели малых колебаний раз-
рывной стилтьесовской струны с жестко закрепленными концами. �
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2.4 Математическая модель малых колебаний разрыв-
ной стилтьесовской струны с особенностями на
концах

Рассмотрим модель малых поперечных колебаний разрывной стилтье-
совской струны (цепочки из струны, упруго соединенных между собой пру-
жинами), расположенной вдоль отрезка [0, �] и подпертой пружинами на
левом (в точке x = 0) и на правом (в точке x = �) концах. Будем предпола-
гать, что смещение каждой точки происходит в одной плоскости, перпен-
дикулярно положению равновесия струны. Через v(x, t) обозначим откло-
нение фактической системы от положения равновесия в точке x в момент
времени t.

В этом случае потенциальная энергия системы равна

U =
1

2

�

[0,�]

p(x)(v�µ(x, t))
2dµ(x) +

1

2

�

[0,�]

v2(x, t) d[Q(x)]−
�

[0,�]

v(x, t) dx[F (x, t)].

Интеграл Остроградского-Гамильтона принимает вид

Φ(v) =
1

2

T�

0

� �

[0,�]

v�2t (x, t) d[M(x)]−
�

[0,�]

p(x)v�2µ (x, t) dµ(x)−

−
�

[0,�]

v2(x, t) d[Q(x)] + 2

�

[0,�]

v(x, t)dx[F (x, t)]

�
dt.

(2.4.1)

Предположим, что p(x), F (x, t) – функции ограниченной вариации на
[0, �], причем inf

(0,�)
p(x) > 0, а Q(x) не убывает на [0, �], Q(x) �= const. Функ-

ции M(x), µ(x) строго возрастают на [0, �]. Функционал (2.4.1) будем рас-
сматривать на введенном ранее множестве функций Eµ.

Согласно вариационному принципу Остроградского-Гамильтона, пер-
вая вариация (2.4.1) должна равняться нулю. Имеем

δΦ(v)h =

T�

0

� �

[0,�]

v�t(x, t)h
�
t(x, t) d[M(x)]−

�

[0,�]

p(x)v�µ(x, t)h
�
µ(x, t) dµ(x)−
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−
�

[0,�]

v(x, t)h(x, t) d[Q(x)] +

�

[0,�]

h(x, t) dx[F (x, t)]

�
dt = 0,

значит,

δΦ(v)h =

T�

0

��

0

(−v��tt(x, t)M
�
[σ](x) + (p(x)v�µ(x, t))

�
[σ]−

−v(x, t)Q�
[σ](x) + f(x, t))h(x, t) d[σ] dt = 0,

откуда

−v��tt(x, t)M
�
[σ](x) + (p(x)v�µ(x, t))

�
[σ] − v(x, t)Q�

[σ](x) + f(x, t) = 0.

В точках x = 0 и x = � последнее уравнение реализуется в виде следующих
равенств:

v��tt(+0, t)Δ+M(0)− p(+0)v�µ(+0, t) + v(+0, t)Δ+Q(0)−Δ+F (0, t) = 0,

(2.4.2)
−v��tt(�−0, t)Δ−M(�)−p(�−0)v�µ(�−0, t)−v(�−0, t)Δ−Q(�)+Δ−F (�, t) = 0.

(2.4.3)
Таким образом, реальная форма v(x, t) является решением следующей за-
дачи




v��tt(x, t)M
�
[σ](x) = (p(x)v�µ(x, t))

�
[σ] − v(x, t)Q�

[σ](x) + F �
[σ](x, t), x ∈ [0, �]

v(x, 0) = ϕ(x),

v�t(x, 0) = ψ(x),

(2.4.4)
где ϕ(x), ψ(x) – форма и скорость в начальный момент времени, соот-
ветственно. Функции ϕ(x) и ψ(x) являются µ-абсолютно непрерывными, а
ϕ�
µ(x), ψ�

µ(x) – функции ограниченной вариации на [0, �].
Всюду далее будем рассматривать случай Δ−M(�) = 0 = Δ+M(0).

Тогда равенства (2.4.2) и (2.4.3) принимают вид

−p(+0)v�µ(+0, t) + v(+0, t)Δ+Q(0)−Δ+F (0, t) = 0,

p(�− 0)v�µ(�− 0, t) + v(�− 0, t)Δ−Q(�)−Δ−F (�, t) = 0.
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соединены между собой пружиной жесткости γ. Обозначим через u(x, t)

отклонение такой системы в точке x от положения равновесия в момент
времени t. Заметим, что в точке x = 0 функция u(x, t) не определена. Опре-
делены и имеют физический смысл лишь предельные значения u(−0, t),
u(+0, t) – отклонения соответствующих концов кусков струн. Колебания
такой системы при x �= 0 могут быть заданы с помощью волнового урав-
нения

u��xx(x, t) = u��tt(x, t), где −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1.

Рассмотрим задачи выбора условий движения концов струны µ1(t) и
µ2(t), позволяющих перевести данную систему из начального состояния
u(x, 0) = ϕ(x), u�t(x, 0) = ψ(x) в финальное состояние u(x, T ) = ϕ∗(x),
u�t(x, T ) = ψ∗(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1 за малый промежуток времени T .
Математическая модель такой задачи имеет вид





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u�x(+0, t) = γΔu(0, t),

u�x(−0, t) = γΔu(0, t),

u(x, 0) = ϕ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, 0) = ψ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u(−1, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T

u(1, t) = µ1(t). 0 ≤ t ≤ T

(2.5.1)

Теорема 2.5.1. Пусть ϕ∗,ϕ ∈ C2[−1, 0) ∪ (0, 1]; ψ,ψ∗ ∈ C1[−1, 0) ∪ (0, 1];
0 < T < 2; ϕ(−1) = ϕ(1) = 0; ϕ�(+0) = γ(ϕ(+0) − ϕ(−0)); ϕ�(−0) =

γ(ϕ(+0)−ϕ(−0));ϕ��(−1) = ϕ��(1) = 0; ψ(+0) = ψ(−0); ψ�(+0) = −ψ�(−0);
ψ(−1) = ψ(1) = 0. Тогда решение u(x, t) задачи (2.5.1) может быть
представлено в виде
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u(x, t) =





µ1(t+ x− 1) + µ1(t− x− 1)−

2γe−2γ(t−x−1)
t−x−1�
0

e2γαµ1(α) dα + v(x, t), x > 0

µ2(t− x− 1) + µ2(x+ t− 1)−

2γe−2γ(x+t−1)
x+t−1�
0

e2γαµ2(α) dα + v(x, t), x < 0,

(2.5.2)

где

µi(t) =




µi(t), t ≥ 0

0, t < 0,

v(x, t) =





Φ+(x+ t) + Φ+(x− t)

2
+

1

2

x+t�

x−t

Ψ+(s)ds, x > 0

Φ−(x+ t) + Φ−(x− t)

2
+

1

2

x+t�

x−t

Ψ−(s)ds, x < 0,

Φ+(x) =





ϕ(x), 0 < x ≤ 1

ϕ(+0), x = 0

−ϕ(2− x), 1 < x ≤ 2

−ϕ(x− 2) + 2γe−2γ(x−2)
x−2�
0

e2γα(ϕ(α)− ϕ(α)) dα, 2 < x ≤ 3

ϕ(−x)− 2γe2γx
−x�
0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα, −1 ≤ x < 0

−ϕ(x+ 2)− 2γe2γx
1�
0

e2γα(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα−

−2γe2γ(x+2)
x+2�
1

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα, −2 ≤ x < −1,
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Φ−(x) =





ϕ(x), −1 ≤ x < 0

ϕ(−0), x = 0

−ϕ(−x− 2), −2 ≤ x < −1

−ϕ(x+ 2)− 2γe2γ(x+2)
x+2�
0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα, −3 ≤ x < −2

ϕ(−x) + 2γe−2γx
−x�
0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα, 0 < x ≤ 1

−ϕ(x− 2) + 2γe−2γx
−1�
0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα+

+2γe−2γ(x−2)
x−2�
−1

e2γα(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα, 1 < x ≤ 2,

Ψ+(x) =





ψ(x), 0 < x ≤ 1

ψ(+0), x = 0

−ψ(2− x), 1 < x ≤ 2

−ψ(x− 2) + 2γe−2γ(x−2)
x−2�
0

e2γα(ψ(α)− ψ(α)) dα, 2 < x ≤ 3

ψ(−x)− 2γe2γx
−x�
0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α)) dα, −1 ≤ x < 0

−ψ(x+ 2)− 2γe2γx
1�
0

e2γα(ψ(α)− ψ(−α)) dα−

−2γe2γ(x+2)
x+2�
1

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α)) dα, −2 ≤ x < −1,

Ψ−(x) =





ψ(x), −1 ≤ x < 0

ψ(−0), x = 0

−ψ(−x− 2), −2 ≤ x < −1

−ψ(x+ 2)− 2γe2γ(x+2)
x+2�
0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α)) dα, −3 ≤ x < −2

ψ(−x) + 2γe−2γx
−x�
0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α)) dα, 0 < x ≤ 1

−ψ(x− 2) + 2γe−2γx
−1�
0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α)) dα+

+2γe−2γ(x−2)
x−2�
−1

e2γα(ψ(α)− ψ(−α)) dα, 1 < x ≤ 2.
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Доказательство. Справедливость теоремы может быть установлена пу-
тем подстановки формулы (2.5.2) в задачу (2.5.1). Представление (2.5.2)
было получено из суммы решений задач





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u�x(+0, t) = γΔu(0, t),

u�x(−0, t) = γΔu(0, t),

u(x, 0) = ϕ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, 0) = ψ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u(−1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T

u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T ;

(2.5.3)





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u�x(+0, t) = γΔu(0, t),

u�x(−0, t) = γΔu(0, t),

u(x, 0) = 0, −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, 0) = 0, −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u(−1, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T

u(1, t) = µ1(t). 0 ≤ t ≤ T

(2.5.4)

В свою очередь, решение задачи (2.5.3) на соответствующих промежут-
ках может быть представлено в виде суммы решений следующих задач





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), 0 < x < 1

u(1, t) = 0,

u�x(+0, t) = 0,

u(x, 0) =
ϕ(x) + ϕ(−x)

2
,

u�t(x, 0) =
ψ(x) + ψ(−x)

2
,





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), 0 < x < 1

u(1, t) = 0,

u�x(+0, t) = 2γu(+0, t),

u(x, 0) =
ϕ(x)− ϕ(−x)

2
,

u�t(x, 0) =
ψ(x)− ψ(−x)

2
,
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u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0

u(−1, t) = 0,

u�x(−0, t) = 0,

u(x, 0) =
ϕ(−x) + ϕ(x)

2
,

u�t(x, 0) =
ψ(−x) + ψ(x)

2
,





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0

u(−1, t) = 0,

u�x(−0, t) = −2γ1u(−0, t),

u(x, 0) =
ϕ(x)− ϕ(−x)

2
,

u�t(x, 0) =
ψ(x)− ψ(−x)

2
,

Φ+(x), Φ−(x), Ψ+(x), Ψ−(x) можно получить с помощью формулы Да-
ламбера. Найдем теперь функции µ1(t), µ2(t). Обозначим через v(x, t) ре-
шение задачи (2.5.3), h(x, t) – решение задачи (2.5.4). Решение u(x, t) ис-
ходной задачи (2.5.1) представимо в виде u(x, t) = h(x, t) + v(x, t). Тогда
h(x, T ) = ϕ∗(x)− v(x, T ) = �ϕ(x), h�

t(x, T ) = ψ∗(x)− v�t(x, T ) = �ψ(x).
Сначала будем рассматривать случай, когда 0 < T < 1. Будем полагать,

что x > 0, и найдем µ1. Имеем

µ1(T + x− 1) = �ϕ(x), (2.5.5)

µ�
1(T + x− 1) = �ψ(x). (2.5.6)

Значит, �ϕ(t)− �ϕ(t0)− (
��ψ(t)− ��ψ(t0)) ≡ 0, где ��ψ(t) – какая-то первообразная

�ψ(t), t0 ∈ (0, 1]. Выберем первообразную так, чтобы

��ψ(t0)− �ϕ(t0) = 0. (2.5.7)

Тогда получим равенство ��ψ(t)− �ϕ(t) = 0, справедливое для всех t ∈ (0, 1].
С другой стороны,

2µ�
1(T + x− 1) = �ϕ�(x) + �ψ(x) ≡ 0.

Зафиксируем любое t0 ∈ (0, 1 − T ], тогда �ϕ(t) − �ϕ(t0) + ��ψ(t) − ��ψ(t0) ≡ 0.

Первообразную выберем так, чтобы выполнялось условие

��ψ(t0) + �ϕ(t0) = 0. (2.5.8)
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Тогда для всех t ∈ (0, 1 − T ] получим, что �ϕ(t) + ��ψ(t) = 0. Поскольку
�ϕ(x) = µ1(T + x − 1), то �ϕ(x) ≡ 0 при x ≤ 1 − T . Следовательно, если
t0 ∈ (0, 1 − T ], то �ϕ(t0) = 0. Таким образом, для t0 ∈ (0, 1 − T ] равенства
(2.5.7) и (2.5.8) эквивалентны. Получаем, что

�ϕ(t)− ��ψ(t) = 0, t ∈ (0, 1] (2.5.9)

�ϕ(t) + ��ψ(t) = 0, t ∈ (0, 1− T ]. (2.5.10)

Первообразную ��ψ(t) для функции �ψ(t) выберем так, чтобы ��ψ(t0) +
�ϕ(t0) = 0, где t0 ∈ (0, 1− T ]. Вернувшись к исходным обозначениям, пере-
пишем (2.5.8), (2.5.9), (2.5.10) как

ϕ∗(t)− �ψ∗(t)− Φ+(t− T ) + �Ψ+(t− T ) = 0, t ∈ (0, 1], (2.5.11)

ϕ∗(t) + �ψ∗(t)− Φ+(t+ T )− �Ψ+(t+ T ) = 0, t ∈ (0, 1− T ], (2.5.12)

ϕ∗(t0) + �ψ∗(t0)− Φ+(t0 + T )− �Ψ+(t0 + T ) = 0, t0 ∈ (0, 1− T ]. (2.5.13)

Равенство (2.5.11) распадается на два. Если t ∈ [T, 1], то оно принимает
вид

ϕ∗(t)− �ψ∗(t)− ϕ(t− T ) + �ψ(t− T ) = 0. (2.5.14)

Если же t ∈ (0, T ), то получаем выражение

ϕ∗(t)− �ψ∗(t)− ϕ(T − t) + 2γe2γ(t−T )

t−T�

0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α))dα−

− �ψ(T − t)− e2γ(t−T )

t−T�

0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α))dα +

t−T�

0

(ψ(α)− ψ(−α))dα.

(2.5.15)
Равенства (2.5.12), (2.5.13) при t ∈ (0, 1− T ] примут вид

ϕ∗(t) + �ψ∗(t)− ϕ(t+ T )− �ψ(t+ T ) = 0, (2.5.16)

ϕ∗(t0) + �ψ∗(t0)− ϕ(t0 + T )− �ψ(t0 + T ) = 0. (2.5.17)
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Сложим равенства (2.5.5) и (2.5.6) после чего, вернемся к исходным
обозначениям и введем замену переменных t = T + x− 1

2µ�
1(t) = ϕ∗�(t− T + 1) + ψ∗(t− T + 1)− Φ+�

(t+ 1)−Ψ+(t+ 1),

откуда при t ∈ [0, T ] получим явное представление для µ1(t)

µ1(t) =
1

2
(ϕ∗(t− T + 1) + �ψ∗(t− T + 1) + ϕ(1− t)− �ψ(1− t)). (2.5.18)

При этом функции ϕ, ψ, ϕ∗, ψ∗ должны быть связаны между собой ра-
венствами (2.5.14)–(2.5.16), а первообразные функций ψ, ψ∗ – условием
(2.5.17).
Проведя аналогичные рассуждения для x < 0, получим, что

µ2(t) =
1

2
(ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1) + ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1)).

При этом должны выполняться следующие условия связи между началь-
ными и финальными данными

ϕ∗(t) + �ψ∗(t)− ϕ(t+ T )− �ψ(t+ T ) = 0, t ∈ [−1,−T ]

ϕ∗(t) + �ψ∗(t)− ϕ(t− T )− 2γe−2γ(t+T )

−t−T�

0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α))dα+

+ �ψ(−t− T ) + e−2γ(t+T )

−t−T�

0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α))dα−

−
−t−T�

0

(ψ(α)− ψ(−α))dα = 0, t ∈ (−T, 0)

−ϕ∗(t) + �ψ∗(t) + ϕ(t− T )− �ψ(t− T ) = 0, t ∈ [T − 1, 0)

а первообразные выбираются так, чтобы

−ϕ∗(t0) + �ψ∗(t0) + ϕ(t0 − T )− �ψ(t0 − T ) = 0, t0 ∈ [T − 1, 0).
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Рассмотрим теперь случай, когда 1 ≤ T < 2. Найдем представление
функции µ1(t). При x > 0 имеем

µ1(T + x− 1) + µ1(T − x− 1)− 2γe−2γ(T−x−1)

T−x−1�

0

e2γαµ1(α) dα = �ϕ(x),

µ1
�(T + x− 1) + µ1

�(T − x− 1) + 4γ2e−2γ(T−x−1)

T−x−1�

0

e2γαµ1(α) dα−

−2γµ1(T − x− 1) = �ψ(x).

Продифференцируем по x первое равенство и вычтем из него второе. Тогда

�ϕ�(x)− �ψ(x) = −2µ1
�(T − x− 1)− 8γ2e−2γ(T−x−1)

T−x−1�

0

e2γαµ1(α) dα+

+4γµ1(T − x− 1). (2.5.19)

При x ∈ [T − 1, 1], правая часть уравнения (2.5.19) обращается в нуль,
тогда для любого x0 ∈ [T − 1, 1] имеем

�ϕ(x)− �ϕ(x0)− ��ψ(x) + ��ψ(x0) ≡ 0.

Первообразную выбираем так, чтобы выполнялось ��ψ(x0)− �ϕ(x0) = 0. Тогда
получим равенство �ϕ(x)− ��ψ(x) = 0, которое с учетом найденных представ-
лений функций Φ+, Ψ+ и замены x = t примет вид

ϕ∗(t)− �ψ∗(t)− Φ+(t− T )− �Ψ+(t− T ) = 0.

Поскольку нам известны представления функций Φ+, Ψ+ для t ∈ [T −1, 1],
то последнее равенство перепишем

ϕ∗(t)− �ψ∗(t)− ϕ(T − t) + 2γe2γ(t−T )

T−t�

0

e2γα(ϕ(α)− ϕ(−α))dα+ �ψ(T − t)+
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+e2γ(t−T )

T−t�

0

e2γα(ψ(α)− ψ(−α))dα +

T−t�

0

(ψ(α)− ψ(−α))dα = 0. (2.5.20)

Вернемся снова к уравнению (2.5.19). Воспользовавшись представлени-
ями для функций �ϕ(x) и �ψ(x), проинтегрируем равенство и введем замену
переменной t = T − x− 1, t ∈ [0, T − 1)

2µ1(t) + 4γe−2γt

t�

0

e2γαµ1(α)dα = ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1)−

−Φ+(−t− 1) + �Ψ+(−t− 1).

Применив к последнему равенству ряд преобразований и воспользовавшись
представлениями функций Φ+ и Ψ+, получим, что при t ∈ [0, T − 1)

µ1(t) =
1

2

�
ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1)− ϕ∗(T − 1) + �ψ∗(T − 1)+

+ϕ(1− t)−
1−t�

1

ψ(α) dα

�
− γ

T−t−1�

T−1

(ϕ∗(α)− �ψ∗(α))dα−

−γ

1−t�

1

(ϕ(−α) + �ψ(α))dα− γt( �ψ(1) + �ψ(−1)).

(2.5.21)
С другой стороны, �ϕ�(x) + �ψ(x) = 2µ1

�(T + x − 1). Воспользовавшись
представления �ϕ(x) и �ψ(x), проинтегрируем получившееся равенство и вве-
дем замену переменной t = T + x− 1, t ∈ (T − 1, T ]

µ1(t) =
1

2
(ϕ∗(t− T + 1) + �ψ∗(t− T + 1)− Φ+(t+ 1)− �Ψ+(t+ 1)).

Для всех t ∈ (T−1, 1) функция µ1(t) имеет вид аналогичный предыдущему
случаю, а именно (2.5.18). При t ∈ (1, T ] функцию µ1(t) можно записать в
виде

µ1(t) =
1

2

�
ϕ∗(t− T + 1) + �ψ∗(t− T + 1) + ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1)−
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−2γe−2γ(t−1)

t−1�

0

e2γα(ϕ(α)− ϕ(−α))dα+

+e−2γ(t−1)

t−1�

0

e2γα(ψ(α)− ψ(−α))dα−
t−1�

0

(ψ(α)− ψ(−α))dα

�
. (2.5.22)

Таким образом, при 1 ≤ T < 2 функция µ1(t) имеет вид (2.5.18), (2.5.21)
и (2.5.22), а функции ϕ, ψ, ϕ∗, ψ∗ должны удовлетворять условию (2.5.20).
Аналогично для случая x < 0 функция µ2(t) имеет вид

µ2(t) =
1

2

�
ϕ∗(t− T + 1) + �ψ∗(t− T + 1)− ϕ∗(1− T )− �ψ∗(1− T )+

+ϕ(t− 1) +

t−1�

−1

ψ(α)dα

�
+ γ

t−T+1�

1−T

(ϕ∗(α) + �ψ∗(α))dα+

+γ

t−1�

−1

(ϕ(−α) + �ψ(−α))dα + γt( �ψ(1) + �ψ(−1)), t ∈ [0, T − 1)

µ2(t) =
1

2
(ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1) + ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1)), t ∈ (T − 1, 1)

µ2(t) =
1

2

�
ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1) + ϕ(1− t)− �ψ(1− t)+

+2γe2γ(1−t)

1−t�

0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α))dα− e2γ(1−t)

1−t�

0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α))dα+

+

1−t�

0

(ψ(α)− ψ(−α))dα

�
, t ∈ (1, T ].

При t ∈ [−1, 1− T ] функции ϕ, ψ, ϕ∗, ψ∗ должны быть связаны между
собой следующим условием

ϕ∗(t) + �ψ∗(t)− ϕ(−t− T )− 2γe−2γ(t+T )

−t−T�

0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(α))dα+
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+ �ψ(−t− T ) + e−2γ(t+T )

−t−T�

0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α))dα−

−
−t−T�

0

(ψ(α)− ψ(−α))dα = 0.

Для случая, когда T = 2, условия движения концов струн находятся пу-
тем подстановки соответствующего значения T в найденные представления
функций µ1(t) и µ2(t) при 1 ≤ T < 2. �

Теорема 2.5.2. Пусть 2 < T ≤ 3. Тогда для произвольных четырех
функций ϕ(x), ψ(x), ϕ∗(x), ψ∗(x) существуют режимы движения кон-
цов струны u(1, t) = µ1(t), u(−1, t) = µ2(t), переводящие процесс ко-
лебаний из состояния {u(x, 0) = ϕ(x), u�

t(x, 0) = ψ(x)} в состояние
{u(x, T ) = ϕ∗(x), u�t(x, T ) = ψ∗(x)}. Функции µ1(t) и µ2(t) определяются
неоднозначно и имеют вид µ1(t) = µ1(t) + µ

1
(t), µ2(t) = µ2(t) + µ

2
(t), где

µ1(t) =
1

2





ϕ(1− t)− �ψ(1− t) + 2ω(t+ 2)−

−4γe2γ(t+2)
T+1�
t+2

e−2γαω(α)dα, 0 ≤ t ≤ T − 2

ϕ(1− t)− �ψ(1− t), T − 2 ≤ t < 1

ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1)− 2γ
t−1�
1

(ϕ(α) + �ψ(α))dα, 1 < t ≤ 2

2ω(t), 2 ≤ t ≤ T

0, t ≥ T,
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µ2(t) =
1

2





ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1) + 2η(t+ 2)−

−4γe2γ(t+2)
T+1�
t+2

e−2γαη(α)dα, 0 ≤ t ≤ T − 2

ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1), T − 2 ≤ t < 1

ϕ(1− t)− �ψ(1− t) + 2γ
1−t�
−1

(ϕ(α)− �ψ(α))dα, 1 < t ≤ 2

2η(t), 2 ≤ t ≤ T

0, t ≥ T,

µ
1
(t) =

1

2





0, t ≤ 0,

2ω(t), 0 ≤ t ≤ T − 2

ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1)−

−2γ
T−t−1�

1

(ϕ∗(α)− �ψ∗(α))dα, T − 2 ≤ t < T − 1

ϕ∗(t− T + 1) + �ψ∗(t− T + 1), T − 1 < t ≤ 2

ϕ∗(t− T + 1) + �ψ∗(t− T + 1) + 2ω(t− 2)−

−4γe−2γ(t−2)
t−2�
0

e2γαω(α) dα, 2 ≤ t ≤ T,

µ
2
(t) =

1

2





0, t ≤ 0,

2η(t), 0 ≤ t ≤ T − 2

ϕ∗(t− T + 1) + �ψ∗(t− T + 1)+

+2γ
t−T+1�
−1

(ϕ∗(α) + �ψ∗(α))dα, T − 2 ≤ t < T − 1

ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1), T − 1 < t ≤ 2

ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1) + 2η(t− 2)−

−4γe−2γ(t−2)
t−2�
0

e2γαη(α) dα, 2 ≤ t ≤ T,

где �ψ(t), �ψ∗(t) – какие-то первообразные функций ψ(t), ψ∗(t), соответ-
ственно; функции ω(t), ω(t), η(t), η(t) – произвольные функции, удовле-
творяющие условиям ω(0) = 0, ω(T − 2) = 1

2(ϕ
∗(1) − �ψ∗(1)), η(0) = 0,

η(T − 2) = 1
2(ϕ(−1) + ψ(−1)), ω(T ) = 0, ω(2) = 1

2(ϕ(1)− �ψ(1)), η(T ) = 0,
η(2) = 1

2(ϕ(−1)− �ψ(−1)).
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Доказательство. Решение рассматриваемой задачи u(x, t) получается из
суммы решений u(x, t) и u(x, t) следующих задач





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u�x(+0, t) = γΔu(0, t),

u�x(−0, t) = γΔu(0, t),

u(x, 0) = 0, −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, 0) = 0, −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u(x, T ) = ϕ∗(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, T ) = ψ∗(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u(−1, t) = µ
2
(t), 0 ≤ t ≤ T

u(1, t) = µ
1
(t), 0 ≤ t ≤ T,

(2.5.23)





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u�x(+0, t) = γΔu(0, t),

u�x(−0, t) = γΔu(0, t),

u(x, 0) = ϕ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, 0) = ψ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u(x, T ) = 0, −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, T ) = 0, −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤,

u(−1, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T

u(1, t) = µ1(t), 0 ≤ t ≤ T,

(2.5.24)

где u(x, t) – решение задачи (2.5.23), а u(x, t) – решение задачи (2.5.24).
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Заметим, что решение u(x, t) задачи (2.5.23) имеет вид

u(x, t) =





µ
1
(x+ t− 1) + µ

1
(t− x− 1)− µ

1
(x+ t− 3)−

−2γe−2γ(t−x−1)
t−x+1�
0

e2γαµ
1
(α) dα+

+2γe−2γ(x+t−3)
x+t−3�
0

e2γαµ
1
(α) dα, 0 < x ≤ 1

µ
2
(t− x− 1) + µ

2
(t+ x− 1)− µ2(t− x− 3)−

−2γe−2γ(t+x−1)
t+x−1�
0

e2γαµ2(α) dα+

+2γe2γ(t−x−3)
t−x−3�
0

e2γαµ2(α) dα, −1 ≤ x < 0,

Рассмотрим случай, когда x > 0. Cначала сложим равенства

µ�
1
(T + x− 1)− µ�

1
(T − x− 1)− µ�

1
(T + x+ 3)−

−4γ2e−2γ(T−x−1)

T−x−1�

0

e2γαµ
1
(α) dα + 2γµ

1
(T − x− 1)−

−4γ2e−2γ(T+x+3)

T+x+3�

0

e2γαµ
1
(α) dα + 2γµ

1
(T + x− 3) = ϕ∗�(x),

µ�
1
(T + x− 1) + µ�

1
(T − x− 1)− µ�

1
(T + x+ 3)+

+4γ2e−2γ(T−x−1)

T−x−1�

0

e2γαµ
1
(α) dα− 2γµ

1
(T − x− 1)−

−4γ2e−2γ(T+x+3)

T+x+3�

0

e2γαµ
1
(α) dα + 2γµ

1
(T + x− 3) = ψ∗(x),

тогда получим

2µ�
1
(T + x− 1)− 2µ�

1
(T + x− 3)− 8γ2e−2γ(T+x+3)

T+x+3�

0

e2γαµ
1
(α) dα+

+4γµ
1
(T + x− 3) = ϕ∗�(x) + ψ∗(x). (2.5.25)
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Введя замену переменных t = T + x − 1, t ∈ (T − 1, T ] уравнение (2.5.25)
примет вид

2µ�
1
(t)− 2µ�

1
(t− 2)− 8γ2e−2γ(t−2)

t−2�

0

e2γαµ
1
(α)dα + 4γµ

1
(t− 2) =

= ϕ∗�(t− T + 1) + ψ∗(t− T + 1).

(2.5.26)

При t ∈ (T − 1, 2] имеем µ
1
(t) =

1

2
(ϕ∗(t− T + 1) + �ψ∗(t− T + 1)).

При t ∈ [2, T ] проинтегрируем равенство (2.5.26)

2µ
1
(t)−2µ

1
(t−2)+4γe−2γ(t−2)

t−2�

0

e2γαµ
1
(α)dα = ϕ∗(t−T+1)+ �ψ∗(t−T+1).

(2.5.27)
Введем теперь в уравнении (2.5.25) замену t = T + x− 3 и проинтегри-

руем его, тогда

2µ
1
(t+2)− 2µ

1
(t) + 4γe−2γt

t�

0

e2γαµ
1
(α)dα = ϕ∗(t− T +3)+ �ψ∗(t− T +3).

(2.5.28)
При t ∈ [0, T −2] верно, что t+2 ∈ [2, T ] и посредством замены s = t+2

в равенстве (2.5.27) получаем

2µ
1
(t+2) = 2µ

1
(t)− 4γe−2γt

t�

0

e2γαµ
1
(α)dα+ϕ∗(t− T +3)+ �ψ∗(t− T +3).

Подставим полученное представление для µ
1
(t+2) в (2.5.28) и получим,

что уравнение не зависит от функции µ
1
(t). Следовательно, на t ∈ [0, T−2]

функция µ
1
(t) может быть любой, то есть

µ
1
(t) = ω(t),

где ω(0) = µ
1
(0) ≡ 0.
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Тогда для t ∈ [2, T ] получим

µ
1
(t) =

1

2

�
2ω(t−2)−4γe−2γ(t−2)

t−2�

0

e2γαω(α)dα+ϕ∗(t−T+1)+ �ψ∗(t−T+1)

�
.

С другой стороны,

−2µ�
1
(T − x− 1)− 8γ2e−2γ(T−x−1)

T−x−1�

0

e2γαµ
1
(α) dα + 4γµ

1
(T − x− 1) =

= ϕ∗�(x)− ψ∗(x).

Заменив t = T − x − 1, t ∈ [T − 2, T − 1) и применив к последнему
равенству ряд преобразований, получим

µ
1
(t) =

1

2

�
ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1)− 2γ

T−t−1�

1

(ϕ∗(α)− �ψ∗(α))dα

�
.

Таким образом, было показано, что функцию µ1(t) для случая, когда
2 < T ≤ 3, нельзя однозначно определить. Аналогично находятся пред-
ставления функции µ

2
(t), когда x < 0.

Решение u(x, t) задачи (2.5.24) имеет вид

u(x, t) =





µ1(t− x+ 1) + µ1(x+ t+ 1)− µ1(t− x+ 3)−

−2γe2γ(x+t+1)
T+1�

x+t+1

e−2γαµ1(α)dα+

+2γe2γ(t−x+3)
T+1�

t−x+3

e−2γαµ1(α)dα, 0 < x ≤ 1

µ2(x+ t+ 1) + µ2(t− x+ 1)− µ2(x+ t+ 3)−

−2γe2γ(t−x+1)
T+1�

t−x+1

e−2γαµ2(α)dα+

+2γe2γ(x+t+3)
T+1�

x+t+3

e−2γαµ2(α)dα, −1 ≤ x < 0,

Для того чтобы доказать неоднозначное определение функции µ1(t),
воспользуемся схемой, описанной ранее. Используя представление решения
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u(x, t), найдем разность ϕ�(x)− ψ(x), т.е. при t = 0

−2µ�
1(1− x) + 2µ�

1(3− x)− 8γ2e2γ(3−x)

T+1�

3−x

e−2γαµ1(α)dα+

+4γµ1(3− x) = ϕ�(x)− ψ(x).

(2.5.29)

Заменив в равенстве (2.5.29) t = 1− x, t ∈ [0, 1), проинтегрируем его

−2µ1(t) + 2µ1(t+ 2)− 4γe2γ(t+2)

T+1�

t+2

e−2γαµ1(α)dα = −ϕ(1− t) + �ψ(1− t).

(2.5.30)
При t ∈ [T − 2, 1) из уравнения (2.5.30) находим, что

µ1(t) =
1

2
(ϕ(1− t)− �ψ(1− t)).

Пусть t = 3−x, t ∈ [2, T ], тогда проинтегрировав равенство(2.5.29), его
можно переписать

−2µ1(t− 2) + 2µ1(t) + 4γe2γt
T+1�

t

e−2γαµ1(α) dα = −ϕ(3− t) + �ψ(3− t).

Проведя аналогичные рассуждения что и при нахождении µ
1
(t), получим,

что при t ∈ [2, T ] функция µ1(t) может быть любой, то есть µ1(t) = ω(t),
причем ω(T ) = µ1(T ) ≡ 0.
Вернемся к уравнению (2.5.30). При t ∈ [0, T − 2] найдем, что

µ1(t) =
1

2



ϕ(1− t)− �ψ(1− t) + 2ω(t+ 2)− 4γe2γ(t+2)

T+1�

t+2

e−2γαω(α)dα



 .

С другой стороны, сумма ϕ�(x) + ψ(x) равна

2µ�
1(x+ 1)− 8γ2e2γ(x+1)

T+1�

x+1

e−2γαµ1(α) dα + 4γµ1(x+ 1) = ϕ�(x) + ψ(x).
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Проинтегрировав полученную сумму и введя замену t = x+ 1, имеем

2µ1(t)− 4γe2γt
T+1�

t

e−2γαµ1(α) dα = ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1).

Отсюда находим, что при t ∈ (1, 2]

µ1(t) =
1

2

�
ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1)− 2γ

t−1�

−1

(ϕ(α) + �ψ(α))dα
�
.

Что и требовалось доказать. Поиск представлений µ2(t) проводится анало-
гично. �

2.5.2 Поиск режимов колебаний разрывной струны с особен-
ностями на концах

Рассмотрим задачу о колебаниях механической системы, представляю-
щей собой два куска струны единичной длины, натянутых вдоль отрезка
[−1, 1], на концах которого расположены пружины жесткости γ2, прикреп-
ленные к вертикальным спицам, по которым они могут перемещаться (без
учета трения). При этом предполагается, что куски дополнительно соеди-
нены между собой пружиной жесткости γ1. Обозначим через u(x, t) откло-
нение изучаемой системы в момент времени t от положения равновесия в
точке x.
Математическая модель рассматриваемой задачи имеет вид





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u�x(+0, t) = γ1Δu(0, t),

u�x(−0, t) = γ1Δu(0, t),

u(x, 0) = ϕ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, 0) = ψ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

−u�x(−1, t) + γ2u(−1, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T

u�x(1, t) + γ2u(1, t) = µ1(t). 0 ≤ t ≤ T

(2.5.31)
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Заметим, что решение задачи (2.5.31) может быть представлено в виде
суммы решений следующих задач





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u�x(+0, t) = γ1Δu(0, t),

u�x(−0, t) = γ1Δu(0, t),

u(x, 0) = ϕ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, 0) = ψ(x), −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

−u�x(−1, t) + γ2u(−1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T

u�x(1, t) + γ2u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T

(2.5.32)





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u�x(+0, t) = γ1Δu(0, t),

u�x(−0, t) = γ1Δu(0, t),

u(x, 0) = 0, −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

u�t(x, 0) = 0, −1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1

−u�x(−1, t) + γ2u(−1, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T

u�x(1, t) + γ2u(1, t) = µ1(t). 0 ≤ t ≤ T

(2.5.33)

В свою очередь, решение задачи (2.5.32) на соответствующих промежут-
ках может быть представлено в виде суммы решений следующих задач





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), 0 < x < 1

u�x(1, t) = −γ2u(1, t),

u�x(+0, t) = 0,

u(x, 0) =
ϕ(x) + ϕ(−x)

2
,

u�t(x, 0) =
ψ(x) + ψ(−x)

2
,





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), 0 < x < 1

u�x(1, t) = −γ2u(1, t),

u�x(+0, t) = 2γ1u(+0, t),

u(x, 0) =
ϕ(x)− ϕ(−x)

2
,

u�t(x, 0) =
ψ(x)− ψ(−x)

2
,

115







u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0

u�x(−1, t) = γ2u(−1, t),

u�x(−0, t) = 0,

u(x, 0) =
ϕ(−x) + ϕ(x)

2
,

u�t(x, 0) =
ψ(−x) + ψ(x)

2
,





u��xx(x, t) = u��tt(x, t), −1 < x < 0

u�x(−1, t) = γ2u(−1, t),

u�x(−0, t) = −2γ1u(−0, t),

u(x, 0) =
ϕ(x)− ϕ(−x)

2
,

u�t(x, 0) =
ψ(x)− ψ(−x)

2
.

Теорема 2.5.3. Будем предполагать, что 0 < T < 2, ϕ ∈ C2[−1, 0)
�
(0, 1],

ψ ∈ C1[−1, 0)
�
(0, 1]. Пусть для функций ϕ, ψ выполняются следующие

условия: ϕ�(+0) = ϕ�(−0) = γ1Δϕ(0), −ϕ�(−1) + γ2ϕ(−1) = 0, ϕ�(1) +

γ2ϕ(1) = 0, ψ�(−0) = ψ�(+0), ψ�(+0) + ψ�(−0) = 2γ1Δψ(0), ψ�(−1) = ψ�(1)

, ψ�(−1) = γ2ψ(−1), ψ�(1) = −γ2ψ(1), γ2 �= 2γ1. Тогда решение u(x, t)

задачи (2.5.31) может быть представлено в виде

u(x, t) =





e−γ2(x+t−1)

x+t−1�

0

eγ2αµ1(α) dα +
γ2e

−γ2(t−x−1)

γ2 − 2γ1

t−x−1�

0

eγ2αµ1(α) dα−

−2γ1e
−2γ1(t−x−1)

γ2 − 2γ1

t−x−1�

0

e2γ1αµ1(α) dα + v(x, t), x > 0

e−γ2(t−x−1)

t−x−1�

0

eγ2αµ2(α) dα +
γ2e

−γ2(t+x−1)

γ2 − 2γ1

t+x−1�

0

eγ2αµ2(α) dα−

−2γ1e
−2γ1(t+x−1)

γ2 − 2γ1

t+x−1�

0

e2γ1αµ2(α) dα + v(x, t), x < 0,

(2.5.34)
Здесь

v(x, t) =





Φ+(x+ t) + Φ+(x− t)

2
+

1

2

x+t�

x−t

Ψ+(s)ds, x > 0

Φ−(x+ t) + Φ−(x− t)

2
+

1

2

x+t�

x−t

Ψ−(s)ds, x < 0,
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Φ+(x) =





ϕ(x), 0 < x ≤ 1

ϕ(−x)− 2γ1e
2γ1x

−x�
0

e2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α))dα, −1 ≤ x < 0

ϕ(2− x) + 2γ2e
γ2(2−x)

2−x�
1

e−γ2αϕ(α)dα, 1 ≤ x < 2

ϕ(2 + x)− 2γ1e
2γ1x

1�
0

e2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α))dα+

+2γ2e
γ2(2+x)

γ2−2γ1

2+x�
1

e−γ2α(γ2ϕ(α)− 2γ1ϕ(−α))dα−

−2γ1e
2γ1(2+x)(γ2+2γ1)

γ2−2γ1

2+x�
1

e−2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α))dα, −2 ≤ x < −1

ϕ(x− 2)− 2γ2e
−γ2(x−2)

1�
0

e−γ2αϕ(α)dα+

+2γ1e
−2γ1(x−2)(γ2+2γ1)

γ2−2γ1

x−2�
0

e2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α))dα−

−2γ2e
−γ2(x−2)

γ2−2γ1

x−2�
0

eγ2α(γ2ϕ(α)− 2γ1ϕ(−α))dα, 2 ≤ x < 3,

Φ−(x) =





ϕ(x), −1 ≤ x < 0

ϕ(−x) + 2γ1e
−2γ1x

x�
0

(ϕ(α)− ϕ(−α))e2γ1αdα, 0 < x ≤ 1

ϕ(−2− x) + 2γ2e
γ2(2+x)

2+x�
1

e−γ2αϕ(−α)dα, −2 < x ≤ −1

ϕ(x− 2) + 2γ1e
−2γ1x

1�
0

e2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα+

+2γ2e
−γ2(x−2)

γ2−2γ1

2−x�
1

e−γ2α(γ2ϕ(−α)− 2γ1ϕ(α)) dα−

−2γ1e
−2γ1(x−2)(γ2+2γ1)

γ2−2γ1

2−x�
1

e−2γ1α(ϕ(−α)− ϕ(α)) dα, 1 < x ≤ 2

ϕ(2 + x)− 2γ2e
γ2(2+x)

1�
0

e−γ2αϕ(−α) dα+

+2γ2e
γ2(x+2)

γ2−2γ1

x+2�
0

e−γ2α(γ2ϕ(α)− 2γ1ϕ(−α)) dα−

−2γ1e
2γ1(x+2)(γ2+2γ1)

γ2−2γ1

x+2�
0

e−2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα, −3 < x ≤ −2,
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Ψ+(x) =





ψ(x), 0 < x ≤ 1

ψ(−x)− 2γ1e
2γ1x

−x�
0

e2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα, −1 ≤ x < 0

ψ(2− x) + 2γ2e
γ2(2−x)

2−x�
1

e−γ2αψ(α)dα, 1 ≤ x < 2

ψ(2 + x)− 2γ1e
2γ1x

1�
0

e2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα+

+2γ2e
γ2(2+x)

γ2−2γ1

2+x�
1

e−γ2α(γ2ψ(α)− 2γ1ψ(−α))dα−

−2γ1e
2γ1(2+x)(γ2+2γ1)

γ2−2γ1

2+x�
1

e−2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα, −2 ≤ x < −1

ψ(x− 2)− 2γ2e
−γ2(x−2)

1�
0

e−γ2αψ(α)dα+

+2γ1e
−2γ1(x−2)(γ2+2γ1)

γ2−2γ1

x−2�
0

e2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα−

−2γ2e
−γ2(x−2)

γ2−2γ1

x−2�
0

eγ2α(γ2ψ(α)− 2γ1ψ(−α))dα, 2 ≤ x < 3.

Ψ−(x) =





ψ(x), −1 ≤ x < 0

ψ(−x) + 2γ1e
−2γ1x

x�
0

(ψ(α)− ψ(−α))e2γ1αdα, 0 < x ≤ 1

ψ(−2− x) + 2γ2e
γ2(2+x)

2+x�
1

e−γ2αψ(−α)dα, −2 < x ≤ −1

ψ(x− 2) + 2γ1e
−2γ1x

1�
0

e2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα+

+2γ2e
−γ2(x−2)

γ2−2γ1

2−x�
1

e−γ2α(γ2ψ(−α)− 2γ1ψ(α))dα−

−2γ1e
−2γ1(x−2)(γ2+2γ1)

γ2−2γ1

2−x�
1

e−2γ1α(ψ(−α)− ψ(α))dα, 1 < x ≤ 2

ψ(2 + x)− 2γ2e
γ2(2+x)

1�
0

e−γ2αψ(−α)dα+

+2γ2e
γ2(x+2)

γ2−2γ1

x+2�
0

e−γ2α(γ2ψ(α)− 2γ1ψ(−α))dα−

−2γ1e
2γ1(x+2)(γ2+2γ1)

γ2−2γ1

x+2�
0

e−2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα, −3 < x ≤ −2.
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Доказательство. Справедливость теоремы может быть установлена непо-
средственной подстановкой. Функции Φ+(x), Φ−(x), Ψ+(x), Ψ−(x) можно
найти с помощью формулы Даламбера и ее аналогов. Рассмотрим задачу
поиска внешних воздействий µ1(t) и µ2(t), которые позволяют за малый
промежуток времени 0 < T < 2 перевести рассматриваемую систему из
начального состояния в финальное

u(x, T ) = ϕ∗(x), u�t(x, T ) = ψ∗(x) − 1 ≤ x < 0, 0 < x ≤ 1.

Обозначим через h(x, t) решение задачи (2.5.33), а через v(x, t) – решение
задачи (2.5.32). Тогда решение исходной задачи u(x, t) = h(x, t) + v(x, t), а

h(x, T ) = ϕ∗(x)− v(x, T ) = �ϕ(x), h�
t(x, T ) = ψ∗(x)− v�t(x, T ) = �ψ(x).

Рассмотрим случай, когда 0 < T < 1 и x > 0. Заметим, что

e−γ2(x+T−1)

x+T−1�

0

eγ2αµ1(α)dα = �ϕ(x),

−γ2e
−γ2(x+T−1)

x+T−1�

0

eγ2αµ1(α)dα + µ1(x+ T − 1) = �ψ(x).

Продифференцировав первое равенство по x и вычтя из него второе, полу-
чим �ϕ�(x)− �ψ(x) = 0. Проинтегрируем получившееся равенство

�ϕ(t)− �ϕ(t0)− (
��ψ(t)− ��ψ(t0)) ≡ 0,

где ��ψ(t) – какая-то первообразная для �ψ(t), t0 ∈ (0, 1]. Первообразную
выберем так, чтобы

��ψ(t0)− �ϕ(t0) = 0. (2.5.35)

Тогда получим равенство �ϕ(t)− ��ψ(t) = 0, справедливое для всех t ∈ (0, 1].
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С другой стороны,

2µ1(T + x− 1)− 2γ2e
−γ2(x+T−1)

x+T−1�

0

eγ2αµ1(α)dα = �ϕ�(x) + �ψ(x).

Значит, при x ∈ (0, 1−T ] должно выполняться �ϕ�(x)+ �ψ(x) ≡ 0. Зафикси-
ровав любое t0 ∈ (0, 1− T ] и проинтегрировав последнее равенство, имеем

�ϕ(t)− �ϕ(t0) + ��ψ(t)− ��ψ(t0) ≡ 0.

Выберем первообразную так, чтобы

��ψ(t0) + �ϕ(t0) = 0. (2.5.36)

Тогда для всех 0 < t ≤ 1− T получим, что �ϕ(t) + ��ψ(t) = 0.

Поскольку

�ϕ(x) = e−γ2(x+T−1)

x+T−1�

0

eγ2αµ1(α)dα,

то �ϕ(x) ≡ 0 при x ≤ 1−T . Следовательно, если t0 ∈ (0, 1−T ], то �ϕ(t0) = 0.
Таким образом, для t0 ∈ (0, 1−T ] равенства (2.5.35), (2.5.36) эквивалентны.
Получаем, что

�ϕ(t)− ��ψ(t) = 0, t ∈ (0, 1] (2.5.37)

�ϕ(t) + ��ψ(t) = 0, t ∈ (0, 1− T ]. (2.5.38)

Вернувшись к исходным обозначениям, условия (2.5.36), (2.5.37), (2.5.38)

ϕ∗(t)− �ψ∗(t)− Φ+(t− T ) + �Ψ+(t− T ) = 0, t ∈ (0, 1], (2.5.39)

ϕ∗(t) + �ψ∗(t)− Φ+(t+ T )− �Ψ+(t+ T ) = 0, t ∈ (0, 1− T ], (2.5.40)

где первообразные �Ψ+(t), �ψ∗(t) выбираются так, чтобы

ϕ∗(t0) + �ψ∗(t0)− Φ+(t0 + T )− �Ψ+(t0 + T ) = 0, t0 ∈ (0, 1− T ]. (2.5.41)
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Заметим, что равенство (2.5.39) может быть переписано следующим об-
разом. Если x ∈ (T, 1], то

ϕ∗(x)− �ψ∗(x)− ϕ(x− T ) + �ψ(x− T ) = 0. (2.5.42)

Если x = T , то

ϕ∗(T )− �ψ∗(T )− ϕ(+0) + �ψ(+0) = 0. (2.5.43)

Если x ∈ (0, T ), то

ϕ∗(x)− �ψ∗(x)− ϕ(T − x) + 2γ1e
2γ1(x−T )

T−x�

0

e2γ1z(ϕ(z)− ϕ(−z))dz−

− �ψ(T − x)− e2γ1(x−T )

T−x�

0

(ψ(z)− ψ(−z))e2γ1zdz −
x−T�

0

(ψ(−z)− ψ(z))dz = 0.

(2.5.44)
Равенство (2.5.40) принимает вид

ϕ∗(x) + �ψ∗(x)− ϕ(x+ T )− �ψ(x+ T ) = 0, x ∈ (0, 1− T ]. (2.5.45)

Причем, первообразные �ψ∗(x) и �ψ(x) выбираются так, чтобы

ϕ∗(x0) + �ψ∗(x0)− ϕ(x0 + T )− �ψ(x0 + T ) = 0, x0 ∈ (0, 1− T ]. (2.5.46)

Найдем теперь функцию µ1(t). Сложив h�
t(x, T ) и h�

x(x, T ), получим
следующее равенство

2µ
1
(x+ T − 1)− 2γ2e

−γ2(x+T−1)

x+T−1�

0

eγ2sµ
1
(s)ds =

= ϕ∗�(x) + ψ∗(x)− Φ+�
(x+ T )−Ψ+(x+ T ).

Проинтегрировав получившееся выражение и воспользовавшись ранее по-
лученным представлением функции Φ+(x), Ψ+(x), введем замену перемен-
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ных x+ T − 1 = t и получим представление для µ1(t)

µ1(t) =
1

2
(γ2ϕ

∗(t+ 1− T ) + γ2 �ψ∗(t+ 1− T ) + ϕ∗�(t+ 1− T )+

+ψ∗(t+ 1− T ) + γ2ϕ(1− t) + ϕ�(1− t)−
−γ2 �ψ(1− t)− ψ(1− t)) + γ2 �ψ(1).

(2.5.47)

Причем должны выполняться условия связи между начальными и финаль-
ными данными (2.5.42)–(2.5.46).
Внешнее воздействие µ2(t) может быть найдено аналогично.Для случая

0 < T < 1 получим, что

µ2(t) =
1

2
(ϕ∗(T − t− 1)− �ψ∗(T − t− 1) + ϕ(t− 1) + �ψ(t− 1)),

а функции ϕ, ψ, ϕ∗, ψ∗ удовлетворяют условиям

ϕ∗(t) + �ψ∗(t)− ϕ(t+ T )− �ψ(t+ T ) = 0, t ∈ [−1,−T ]

ϕ∗(t)− ϕ(−t− T )− 2γe−2γ(t+T )

−t−T�

0

e−2γα(ϕ(α)− ϕ(−α))dα + �ψ(−t− T )+

+e−2γ(t+T )

−t−T�

0

e−2γα(ψ(α)− ψ(−α))dα−
−t−T�

0

(ψ(α)− ψ(−α))dα, t ∈ (−T, 0)

−ϕ∗(t) + �ψ∗(t) + ϕ(t− T )− �ψ(t− T ) = 0, t ∈ [T − 1, 0)

причем первообразные �ψ и �ψ∗ выбираются так, чтобы

−ϕ∗(t0) + �ψ∗(t0) + ϕ(t0 − T )− �ψ(t0 − T ) = 0, t0 ∈ [T − 1, 0).

Рассмотрим теперь случай, когда 1 ≤ T < 2. Для положительного
случая имеем

e−γ2(x+T−1)

x+T−1�

0

eγ2αµ1(α)dα +
γ2e

−γ2(T−x−1)

γ2 − 2γ1

T−x−1�

0

eγ2αµ1(α)dα−
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−2γ1e
−2γ1(T−x−1)

γ2 − 2γ1

T−x−1�

0

e2γ1αµ1(α)dα = �ϕ(x),

µ1(x+ T − 1) + µ1(T − x− 1)− γ2e
−γ2(x+T−1)

x+T−1�

0

eγ2αµ1(α)dα−

−γ2
2e

−γ2(T−x−1)

γ2 − 2γ1

T−x−1�

0

eγ2αµ1(α)dα+
4γ2

1e
−2γ1(T−x−1)

γ2 − 2γ1

T−x−1�

0

e2γ1αµ1(α)dα = �ψ(x).

Продифференцировав первое равенство по x и вычтя из него второе,
получим

�ϕ�(x)− �ψ(x) = −2µ1(T − x− 1) +
2γ2

2e
−γ2(T−x−1)

γ2 − 2γ1

T−x−1�

0

eγ2αµ1(α) dα−

−8γ2
1e

−2γ1(T−x−1)

γ2 − 2γ1

T−x−1�

0

e2γ1αµ1(α) dα.

Проинтегрируем получившееся равенство от t0 до t, при этом t, t0 ∈
(T − 1, 1], тогда

�ϕ(t)− �ϕ(t0)− ��ψ(t) + ��ψ(t0) ≡ 0.

Первообразную выбираем так, чтобы выполнялось следующее условие ��ψ(t0)−
�ϕ(t0) = 0. Тогда для всех t ∈ (T − 1, 1] справедливо равенство

�ϕ(t)− ��ψ(t) = 0. (2.5.48)

Воспользовавшись исходными обозначениями, условие (2.5.48) примет вид

ϕ∗(x)− �ψ∗(x)− ϕ(T − x)− �ψ(T − x)+

+2γ1e
−2γ1(T−x)

T−x�

0

e2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α)) dα− e−2γ1(T−x)

T−x�

0

e2γ1α(ψ(α)−
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−ψ(−α)) dα +

T−x�

0

(ψ(α)− ψ(−α)) dα = 0.

Теперь найдем внешнее воздействие µ1(t). Для этого сложим h�
t(x, T ) и

h�
x(x, t) и получим

2µ1(t)(x+ T − 1)− 2γ2e
−γ2(x+T−1)

x+T−1�

0

eγ2αµ1(α) dα =

= ϕ∗�(x) + ψ∗(x)− Φ+�
(x+ T )−Ψ+(x+ T ).

Проинтегрировав последнее уравнение и введя замену x+ T − 1 = t, пред-
ставление µ1(t) при t ∈ (T − 1, 1) совпадает с (2.5.47). При t ∈ (1, T ) имеем

µ1(t) =
1

2

�
γ2ϕ

∗(t−T +1)+γ2 �ψ∗(t−T +1)+ϕ∗�(t−T +1)+ψ∗(t−T +1)−

−ϕ�(t− 1) + γ2ϕ(t− 1)− γ2 �ψ(t− 1)− ψ(t− 1) + γ2

t−1�

0

(ψ(α) + ψ(−α))dα+

+(γ2 + 2γ1)e
−2γ1(t−1)

t−1�

0

e2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα

�
+ γ1(ϕ(t− 1)−

−ϕ(1− t))− γ1(γ2 + 2γ1)e
−2γ1(t−1)

t−1�

0

e2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α))dα.

Теперь рассмотрим разность функций h�
x(x, T ) и h�

t(x, T ).

2γ2
2e

−γ2(T−x−1)

γ2 − 2γ1

T−x−1�

0

eγ2αµ1(α)dα− 8γ2
1e

−2γ1(T−x−1)

γ2 − 2γ1

T−x−1�

0

e2γ1αµ1(α)dα−

−2µ1(T − x− 1) = ϕ∗�(x)− Φ+�
(x− T ) + �Ψ+(x− T )− �ψ∗(x).
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Проинтегрируем последнее равенство и воспользуемся следующей заменой
переменной t = T − x− 1, где t ∈ (0, T − 1). Имеем

2γ2e
−γ2t

γ2 − 2γ1

t�

0

eγ2αµ1(α)dα− 4γ1e
−2γ1t

γ2 − 2γ1

t�

0

e2γ1αµ1(α)dα =

= ϕ∗(T − t− 1)− Φ+(−t− 1) + �Ψ+(−t− 1)− �ψ∗(T − t− 1).

Применив к полученному уравнению ряд преобразований и перейдя к ис-
ходным обозначениям, найдем внешнее воздействие µ1(t) при t ∈ (0, T − 1)

µ1(t) =
1

2

�
−ϕ∗�(T−t−1)+ψ∗(T−t−1)+(γ2+2γ1)(ϕ

∗(T−t−1)− �ψ∗(T−t−1))−

−2γ1γ2(�ϕ∗(T−t−1)−�ϕ∗(T−1))+2γ1γ2

T−t−1�

T−1

�ψ∗(α)dα+ϕ∗�(T−1)−ψ∗(T−1)+

+(γ2+2γ1)(−ϕ∗(T − 1)+ �ψ∗(T − 1))+ϕ�(1− t)+ γ2ϕ(t− 1)+ 2γ1γ2�ϕ(−1)−

−2γ1γ2�ϕ(t−1)−ϕ�(−1)−γ2ϕ(1)+2γ1ϕ(−1)−ψ(1−t)−2γ1γ2

1−t�

1

�ψ(−α)dα−

−2γ1γ2t( �ψ(1)− �ψ(−1)) + ψ(1)−
1−t�

1

(γ2ψ(α)− 2γ1ψ(−α))dα

�
.

Для случая x < 0 алгоритм нахождения µ2(t) аналогичен. Так внешнее
воздействие µ2(t) имеет вид

µ2(t) =
1

2

�
ϕ∗�(t−T+1)+ψ(t−T+1)+(γ2+2γ1)(ϕ

∗(t−T+1)+ �ψ∗(t−T+1))−

−ϕ∗�(1− T )− ψ∗(1− T )− (γ2 + 2γ1)(ϕ
∗(1− T ) + �ψ∗(1− T ))+

+2γ1γ2

t−T−1�

−T−1

�ψ∗(α)dα− ϕ�(t− 1) + 2γ1γ2�ϕ(1− t)− 2γ1γ2�ϕ(1)− γ2ϕ(t− 1)−
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−2γ1ϕ(1− t)+ γ2ϕ(−1)− 2γ1ϕ(1)+ϕ�(−1)−ψ(t− 1)− 2γ1γ2

t−1�

−1

�ψ(−α)dα+

+2γ1γ2t( �ψ(1)− �ψ(−1)) +

t−1�

−1

(γ2ψ(α)− 2γ1ψ(−α))dα+

+ψ(−1) + 2γ1γ2(�ϕ∗(t− T − 1)− �ϕ∗(−T − 1))

�
, t ∈ (0, T − 1)

µ2(t) =
1

2
(γ2ϕ

∗(T − t− 1)− γ2 �ψ∗(T − t− 1)−ϕ∗�(T − t− 1)+ψ∗(T − t− 1)+

+γ2ϕ(t− 1)− ϕ�(t− 1) + γ2 �ψ(t− 1)− ψ(t− 1)) + γ2 �ψ(−1), t ∈ (T − 1, 1)

µ2(t) =
1

2
(γ2ϕ

∗(T − t− 1)− γ2 �ψ∗(T − t− 1)−ϕ∗�(T − t− 1)+ψ∗(T − t− 1)+

+ϕ�(1− t) + (γ2 + 2γ1)ϕ(1− t)− 2γ1ϕ(t− 1)− γ2 �ψ(t− 1)− ψ(1− t)−

−(γ2 + 2γ1)e
2γ1(1−t)

1−t�

0

e−2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα+

+γ1(γ2 + 2γ1)e
2γ1(1−t)

1−t�

0

e−2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α))dα, t ∈ (1, T ).

При этом начальный и финальные данные связаны условием

ϕ∗(x) + �ψ∗(x)− ϕ(−x− T )− 2γ1e
−2γ1(x+T )

x+T�

0

e2γ1α(ϕ(α)− ϕ(−α))dα+

+ �ψ(−x− T ) + e−2γ1(x+T )

x+T�

0

e2γ1α(ψ(α)− ψ(−α))dα−

−
x+T�

0

(ψ(α)− ψ(−α))dα = 0, x ∈ [−1, 1− T ). �
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