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1.2 Существование и единственность функции вли-

яния

Будем говорить, что граничная задача (1.1.4) невырождена, если од-

нородная задача имеет только тривиальное решение.

Покажем, что при описанных выше условиях задача (1.1.4) невырож-

дена.

Предположим противное: у однородной граничной задачи
(

(pu′′
xx)

′′
xσ − (ru′

x)
′
σ + uQ′

σ = 0,

u(0) = u(l) = u′(0) = 0,

найдется нетривиальное решение ϕ(x). Подставим решение ϕ(x) в одно-

родное уравнение

(pu′′
xx)

′′
xσ − (ru′

x)
′
σ + uQ′

σ = 0,

умножим полученное тождество на ϕ(x), и проинтегрируем по мере σ по

всему отрезку [0; l]:
lZ

0

h
(pϕ′′

xx)
′′
xσ − (rϕ′

x)
′
σ + ϕQ′

σ

i
ϕ dσ = 0.

Разобьем интеграл на три, и первый интеграл проинтегрируем два-

жды по частям, а второй — один раз:

(pϕ′′
xx)ϕ

����
l

0

−pϕ′′
xxϕ

′
xϕ

����
l

0

+

lZ

0

pϕ′′2
xx dx−rϕ′

xϕ

����
l

0

+

lZ

0

rϕ′2
x dx+

lZ

0

ϕ2Q′
σ dσ = 0,

или, так как ϕ(0) = ϕ′(0) = ϕ(l) = p(l) = 0,
lZ

0

pϕ′′2
xx dx+

lZ

0

rϕ′2
x dx+

lZ

0

ϕ2Q′
σ dσ = 0.

По условию все три слагаемых в левой части (1.1.4) неотрицательны,

поэтому
lZ

0

pϕ′′2
xx dx = 0;

lZ

0

rϕ′2
x dx = 0;

lZ

0

ϕ2Q′
σ dσ = 0.
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Из первого равенства мы находим, что

pϕ′′2
xx(x) = 0

почти всюду на [0; ξ]. Отсюда следует (так как p(x) > 0 при x ∈ [0; ξ))

ϕ′′
xx(x) = 0,

следовательно,

ϕ′
x(x) = C1(= const).

Последнее вместе с граничным условием u′(0) = 0 нам дает тождество

ϕ′
x(x) ≡ 0.

Тогда

ϕ(x) = C2(= const),

что опять вместе с граничным условием u(0) = 0, нам дает

ϕ(x) ≡ 0 на [0; ξ).

Аналогично, из равенства

lZ

0

rϕ′2
x dx = 0

мы получаем ϕ(x) ≡ 0 на (ξ; l].

Теорема 1.2.1. Для того, чтобы (1.1.4) была невырождена, необходи-

мо и достаточно, чтобы граничная задача (1.1.4) имела единственное

решение для любой σ-абсолютно непрерывной на [0; l] функции.

Доказательство. Пусть граничная задача невырождена. Покажем,

что у граничной задачи (1.1.4) существует единственная функция влия-

ния.

Предположим противное: существует две функции влияния G1(x, s)

и G2(x, s), которые определены на квадрате [0, l]× [0, l].
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Так как G1(x, s) и G2(x, s) различны, то найдется точка (x0, s0), в

которой G1(x, s) 6= G2(x, s). Без ограничения общности можно считать,

что G1(x0, s)−G2(x0, s) > 0.

В силу непрерывности G1(x, s) и G2(x, s) существует окрестность Uδ

точки (x0, s0), для всех точек из которой справедливо неравенство.

G1(x, s)−G2(x, s) � K > 0.

Возьмем в качестве f(x) равную нулю на (s0 − δ; s0 + δ), 1 — на

(s0− δ
2
; s0+

δ
2
) и продолженную линейным образом на оставшуюся часть

отрезка [0; l]. Тогда будем иметь:

0 =

lZ

0

(G1(x, s)−G2(x, s))f(s) dσ(s) =

=

s0+δZ

s0−δ

(G1(x, s)−G2(x, s))f(s) dσ(s) �

�

s0+
δ
2Z

s0− δ
2

(G1(x, s)−G2(x, s))1 dσ(s) �

s0+
δ
2Z

s0− δ
2

k · dσ(s) =

= k · σ([s0 −
δ

2
, s0 +

δ

2
]) > 0.

Следовательно, предположение неверно и функция влияния единствен-

на.

Докажем существование функции влияния.

Через K(x, s) обозначим минималь функционала (1.1.1) на множестве

E при Fs(x) = θ(x− s), где θ(x− s) — функция Хевисайда, равная 1 при

x > s и равная нулю при x < s. Как и выше, показывается, что K(x, s)

является решением граничной задачи
(

(pu′′
xx)

′′
xσ − (ru′

x)
′
σ + uQ′

σ = θ′σ,

u(0) = u′(0) = u(l) = 0.
(1.2.1)
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Покажем, что функция

u(x) =

lZ

0

K(x, s)F ′
σ(s) dσ (1.2.2)

является решением граничной задачи (1.1.4).

Равенство (1.2.2) перепишем в следующем виде

u(x) =





xZ

0

K(x, s)f(s)dσ+

ξZ

x

K(x, s)f(s) dσ+

+

lZ

ξ

K(x, s)f(s) dσ, x � ξ,

ξZ

0

K(x, s)f(s) dσ+

xZ

ξ

K(x, s)f(s) dσ+

+

lZ

x

K(x, s)f(s) dσ, x > ξ.

(1.2.3)

Из равенства (1.2.3) и отмеченных выше свойств функции K(x, s) выте-

кают равенства

если x < ξ

u′
x(x) =

lZ

0

K ′
x(x, s)f(s) dσ,

(pu′′
xx)(x) =

lZ

0

pK ′′
xx(x, s)f(s) dσ,

(pu′′
xx)

′
x(x) =

lZ

0

(pK ′′
xx)

′
x(x, s)f(s) dσ,

(pu′′
xx)

′′
xσ(x) = f(x) +

lZ

0

(pK ′′
xx)

′′
xσ(x, s)f(s) dσ.
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И, в случае x > ξ,

u′
x(x) =

lZ

0

K ′
x(x, s)f(s) dσ,

(ru′
x)(x) =

lZ

0

rK ′
x(x, s)f(s) dσ,

(ru′
x)

′
σ(x) = −f(x) +

lZ

0

(rK ′
x)

′
σ(x, s)f(s) dσ,

Тогда u(x) является решением граничной задачи (1.1.4), так как u(x),

очевидно, удовлетворяет граничным условиям.

Пусть теперь граничная задача (1.1.4) имеет единственное решение

при любой σ-абсолютно непрерывной на [0; l] функции F (x), и для

F (x) = const в частности, то есть (1.1.4) обладает свойством невырож-

денности.

Остается заметить, что непрерывная зависимость доказывается теми

же рассуждениями, что и в [65].
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Приложение B

Таблицы приближенного, точного

решений и погрешности

Здесь представлены значения точного, приближенного решений и по-

грешности (при N = 10) для первого тестового примера.

x точное приближенное погрешность

0,00 0,0 0,0 0,0

0,01 9,91666666667·10−05 9,91666666668·10−05 1,16334893108·10−16

0,02 0,000393333333333 0,000393333333334 4,61328024393·10−16

0,03 0,0008775 0,000877500000001 1,02890786169·10−15

0,04 0,00154666666667 0,00154666666667 1,814087075·10−15

0,05 0,00239583333333 0,00239583333334 2,80895098848·10−15

0,06 0,00342 0,00342 4,01068067646·10−15

0,07 0,00461416666667 0,00461416666667 5,40973515983·10−15

0,08 0,00597333333333 0,00597333333334 7,00307867252·10−15

0,09 0,0074925 0,00749250000001 8,77423134149·10−15

0,1 0,00916666666667 0,00916666666668 1,07362035928·10−14

0,11 0,0109908333333 0,0109908333333 1,28733829152·10−14

0,12 0,01296 0,01296 1,51822998617·10−14

0,13 0,0150691666667 0,0150691666667 1,7657750262·10−14

0,14 0,0173133333333 0,0173133333334 2,0292795222·10−14

124



x точное приближенное погрешность

0,15 0,0196875 0,0196875 2,30614138896·10−14

0,16 0,0221866666667 0,0221866666667 2,59792187762·10−14

0,17 0,0248058333333 0,0248058333334 2,9028862647·10−14

0,18 0,02754 0,02754 3,22276927367·10−14

0,19 0,0303841666667 0,0303841666667 3,55514229167·10−14

0,2 0,0333333333333 0,0333333333334 3,899658374·10−14

0,21 0,0363825 0,0363825 4,25215418431·10−14

0,22 0,0395266666667 0,0395266666667 4,61714000366·10−14

0,23 0,0427608333333 0,0427608333334 4,99530972142·10−14

0,24 0,04608 0,0460800000001 5,38527555882·10−14

0,25 0,0494791666667 0,0494791666667 5,78287417952·10−14

0,26 0,0529533333333 0,0529533333334 6,18879947289·10−14

0,27 0,0564975 0,0564975000001 6,59958199201·10−14

0,28 0,0601066666667 0,0601066666667 7,01730340502·10−14

0,29 0,0637758333333 0,0637758333334 7,44543315889·10−14

0,3 0,0675 0,0675000000001 7,88119569606·10−14

0,31 0,0712741666667 0,0712741666667 8,31557045444·10−14

0,32 0,0750933333333 0,0750933333334 8,76104744307·10−14

0,33 0,0789525 0,0789525000001 9,21485110439·10−14

0,34 0,0828466666667 0,0828466666668 9,67143032327·10−14

0,35 0,0867708333333 0,0867708333334 1,01266217634·10−13

0,36 0,09072 0,0907200000001 1,05859765398·10−13

0,37 0,0946891666667 0,0946891666668 1,10356168648·10−13

0,38 0,0986733333333 0,0986733333334 1,15005227563·10−13

0,39 0,1026675 0,1026675 1,19682042055·10−13

0,4 0,106666666667 0,106666666667 1,24233956456·10−13

0,41 0,155803703704 0,151488888889 0,00431481481467

0,42 0,203214814815 0,196311111111 0,00690370370355
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x точное приближенное погрешность

0,43 0,2489 0,241133333334 0,00776666666649

0,44 0,292859259259 0,285955555556 0,00690370370351

0,45 0,335092592593 0,330777777778 0,00431481481461

0,46 0,3756 0,3756 2,24431584428·10−13

0,47 0,414381481481 0,410066666667 0,00431481481458

0,48 0,451437037037 0,444533333334 0,00690370370345

0,49 0,486766666667 0,479 0,00776666666641

0,5 0,52037037037 0,513466666667 0,00690370370343

0,51 0,552248148148 0,547933333334 0,00431481481453

0,52 0,5824 0,5824 2,98983060532·10−13

0,53 0,610825925926 0,606511111111 0,00431481481451

0,54 0,637525925926 0,630622222223 0,00690370370339

0,55 0,6625 0,654733333334 0,00776666666634

0,56 0,685748148148 0,678844444445 0,00690370370337

0,57 0,70727037037 0,702955555556 0,00431481481447

0,58 0,727066666667 0,727066666667 3,48721052035·10−13

0,59 0,745137037037 0,740822222223 0,00431481481446

0,6 0,761481481481 0,754577777778 0,00690370370335

0,61 0,7761 0,768333333334 0,00776666666631

0,62 0,788992592593 0,782088888889 0,00690370370334

0,63 0,800159259259 0,795844444445 0,00431481481444

0,64 0,8096 0,8096 3,74145159299·10−13

0,65 0,817314814815 0,813 0,00431481481444

0,66 0,823303703704 0,8164 0,00690370370333

0,67 0,827566666667 0,8198 0,00776666666629

0,68 0,830103703704 0,8232 0,00690370370333

0,69 0,830914814815 0,8266 0,00431481481444

0,7 0,83 0,83 3,73923114694·10−13
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x точное приближенное погрешность

0,71 0,827359259259 0,823044444445 0,00431481481444

0,72 0,822992592593 0,816088888889 0,00690370370334

0,73 0,8169 0,809133333334 0,0077666666663

0,74 0,809081481481 0,802177777778 0,00690370370335

0,75 0,799537037037 0,795222222223 0,00431481481446

0,76 0,788266666667 0,788266666667 3,49165141245·10−13

0,77 0,77527037037 0,770955555556 0,00431481481447

0,78 0,760548148148 0,753644444445 0,00690370370337

0,79 0,7441 0,736333333334 0,00776666666634

0,8 0,725925925926 0,719022222223 0,00690370370339

0,81 0,706025925926 0,701711111111 0,00431481481451

0,82 0,6844 0,6844 2,99427149741·10−13

0,83 0,661048148148 0,656733333334 0,00431481481453

0,84 0,63597037037 0,629066666667 0,00690370370343

0,85 0,609166666667 0,6014 0,0077666666664

0,86 0,580637037037 0,573733333334 0,00690370370345

0,87 0,550381481481 0,546066666667 0,00431481481458

0,88 0,5184 0,5184 2,24487095579·10−13

0,89 0,484692592593 0,480377777778 0,00431481481461

0,9 0,449259259259 0,442355555556 0,00690370370351

0,91 0,4121 0,404333333334 0,00776666666649

0,92 0,373214814815 0,366311111111 0,00690370370355

0,93 0,332603703704 0,328288888889 0,00431481481467

0,94 0,290266666667 0,290266666667 1,24511512212·10−13

0,95 0,246203703704 0,241888888889 0,00431481481471

0,96 0,200414814815 0,193511111111 0,00690370370362

0,97 0,1529 0,145133333333 0,0077666666666

0,98 0,103659259259 0,0967555555556 0,00690370370366
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x точное приближенное погрешность

0,99 0,0526925925926 0,0483777777778 0,00431481481479

1,0 0,0 0,0 0,0

Здесь представлены значения точного, приближенного решений и по-

грешности (при N = 10) для второго тестового примера.

x точное приближенное погрешность

0.0 0.0 0.0 0.0

0.01 0.0002313441 0.0002239488 7.3953·10−06

0.02 0.0008340544 0.0008211456 1.29088·10−05

0.03 0.0016867449 0.001679616 7.1289·10−06

0.04 0.0026873856 0.0026873856 1.30104260698·10−18

0.05 0.0037515625 0.0037466368 4.9257·10−06

0.06 0.0048108096 0.0048022528 8.5568·10−06

0.07 0.0058110129 0.0058063104 4.70249999999·10−06

0.08 0.0067108864 0.0067108864 7.8062556419·10−18

0.09 0.0074805201 0.007477632 2.8881·10−06

0.1 0.0081 0.0080950272 4.9728·10−06

0.11 0.0085581001 0.008555392 2.7081·10−06

0.12 0.0088510464 0.0088510464 1.21430643318·10−17

0.13 0.0089813529 0.0089800704 1.28249999998·10−06

0.14 0.0089567296 0.0089545728 2.15679999998·10−06

0.15 0.0087890625 0.0087879168 1.14569999998·10−06

0.16 0.0084934656 0.0084934656 1.90819582357·10−17

0.17 0.0080874049 0.008087296 1.08899999983·10−07

0.18 0.0075898944 0.0075897856 1.08799999982·10−07

0.19 0.0070207641 0.0070207488 1.52999999788·10−08

0.2 0.0064 0.0064 2.34187669257·10−17

0.21 0.0057471561 0.0057477888 6.32700000021·10−07
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x точное приближенное погрешность

0.22 0.0050808384 0.0050820096 1.17120000002·10−06

0.23 0.0044182609 0.004418944 6.83100000024·10−07

0.24 0.0037748736 0.0037748736 3.16587034366·10−17

0.25 0.0031640625 0.0031650048 9.42300000033·10−07

0.26 0.0025969216 0.0025986048 1.68320000004·10−06

0.27 0.0020820969 0.0020830464 9.49500000036·10−07

0.28 0.0016257024 0.0016257024 3.9248118644·10−17

0.29 0.0012313081 0.001232128 8.19900000041·10−07

0.3 0.0009 0.0009014272 1.42720000004·10−06

0.31 0.0006305121 0.000631296 7.83900000047·10−07

0.32 0.0004194304 0.0004194304 4.97648797171·10−17

0.33 0.0002614689 0.0002617344 2.65500000052·10−07

0.34 0.0001498176 0.0001502208 4.03200000055·10−07

0.35 7.65625·10−05 7.67488000001·10−05 1.86300000058·10−07

0.36 3.31776·10−05 3.31776000001·10−05 6.07966368221·10−17

0.37 1.10889·10−05 1.03680000001·10−05 7.20899999937·10−07

0.38 2.3104·10−06 9.21600000066·10−07 1.38879999993·10−06

0.39 1.521·10−07 −6.91199999931·10−07 8.43299999931·10−07

0.4 0 7.10330035426·10−17 7.10330035426·10−17

0.41 0 −1.0015087985·10−16 1.0015087985·10−16

0.42 0 −2.71334763242·10−16 2.71334763242·10−16

0.43 0 −4.42518646634·10−16 4.42518646634·10−16

0.44 0 −6.13702530026·10−16 6.13702530026·10−16

0.45 0 −7.84886413419·10−16 7.84886413419·10−16

0.46 0 −9.56070296811·10−16 9.56070296811·10−16

0.47 0 −0.0016 0.0016

0.48 0 −0.0032 0.0032

0.49 0 −0.00479999999999 0.00479999999999
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x точное приближенное погрешность

0.5 0.0 −0.00639999999999 0.00639999999999

0.51 −0.0049 −0.00799999999999 0.00309999999999

0.52 −0.0096 −0.00959999999998 1.59039448278·10−14

0.53 −0.0141 −0.0136 0.000500000000019

0.54 −0.0184 −0.0176 0.000800000000022

0.55 −0.0225 −0.0216 0.000900000000025

0.56 −0.0264 −0.0256 0.000800000000028

0.57 −0.0301 −0.0296 0.000500000000031

0.58 −0.0336 −0.0336 3.40977246438·10−14

0.59 −0.0369 −0.0364 0.000500000000036

0.6 −0.04 −0.0392 0.000800000000038

0.61 −0.0429 −0.042 0.00090000000004

0.62 −0.0456 −0.0448 0.000800000000042

0.63 −0.0481 −0.0476 0.000500000000044

0.64 −0.0504 −0.0504 4.64836502623·10−14

0.65 −0.0525 −0.052 0.000500000000048

0.66 −0.0544 −0.0536 0.000800000000049

0.67 −0.0561 −0.0552 0.00090000000005

0.68 −0.0576 −0.0567999999999 0.000800000000051

0.69 −0.0589 −0.0583999999999 0.000500000000052

0.7 −0.06 −0.0599999999999 5.31311106222·10−14

0.71 −0.0609 −0.0603999999999 0.000500000000053

0.72 −0.0616 −0.0607999999999 0.000800000000053

0.73 −0.0621 −0.0611999999999 0.000900000000054

0.74 −0.0624 −0.0615999999999 0.000800000000054

0.75 −0.0625 −0.0619999999999 0.000500000000054

0.76 −0.0624 −0.0623999999999 5.40262279358·10−14

0.77 −0.0621 −0.0615999999999 0.000500000000053
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0.78 −0.0616 −0.0607999999999 0.000800000000052

0.79 −0.0609 −0.0599999999999 0.000900000000052

0.8 −0.06 −0.0591999999999 0.000800000000051

0.81 −0.0589 −0.0584 0.00050000000005

0.82 −0.0576 −0.0576 4.91620633092·10−14

0.83 −0.0561 −0.0556 0.000500000000047

0.84 −0.0544 −0.0536 0.000800000000046

0.85 −0.0525 −0.0516 0.000900000000044

0.86 −0.0504 −0.0496 0.000800000000042

0.87 −0.0481 −0.0476 0.00050000000004

0.88 −0.0456 −0.0456 3.85386167423·10−14

0.89 −0.0429 −0.0424 0.000500000000036

0.9 −0.04 −0.0392 0.000800000000033

0.91 −0.0369 −0.036 0.00090000000003

0.92 −0.0336 −0.0328 0.000800000000028

0.93 −0.0301 −0.0296 0.000500000000025

0.94 −0.0264 −0.0264 2.2166296576·10−14

0.95 −0.0225 −0.022 0.000500000000018

0.96 −0.0184 −0.0176 0.000800000000015

0.97 −0.0141 −0.0132 0.000900000000011

0.98 −0.0096 −0.00879999999999 0.000800000000007

0.99 −0.0049 −0.0044 0.000500000000004

1.0 −0.0 0.0 0.0
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