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Введение

Задачи сопряжения с 60-х годов XX века рассматривались во многих работах

(см., например, [4], [36]). Такими задачами занимались Б.З. Каценеленбаум, Н.Н.

Войтович, А.Н. Сивов ( [12], [42]). Эти задачи не всегда являлись самосопряжёнными,

но иногда они были "бесконечно близкими" к самосопряжённым задачам.

Исходным для исследования краевых и спектральных задач в липшицевых обла-

стях, а также соответствующих задач сопряжения стали работы М.С. Аграновича

(см. [3], [4], [42]) и его лекции в ежегодной Крымской Осенней Математической Шко-

ле (Ласпи-Батилиман). С другой стороны, многочисленные приложения, в частности,

в задачах гидродинамики (колебания жидкости в частично заполненном сосуде, ко-

лебания жидкого топлива в баке космической ракеты), которыми много лет занимал-

ся научный руководитель автора Копачевский Н.Д. (см. [6], [7], [44], [25], [47], [48]),

требовали детального рассмотрения краевых задач в негладких, в частности, в лип-

шицевых областях.

Общие подходы, которые применялись при исследовании этих проблем, побужда-

ли рассматривать их на базе абстрактной формулы Грина (аналог первой формулы

Грина для оператора Лапласа) и теории слабых (вариационных) решений краевых

задач. Отсюда возник интерес к развитию теории абстрактной формулы Грина.

Один из первых вариантов формулы Грина доказал Ж.-П. Обэн (см. [33], глава

6, а также [43]). Другой вариант этой формулы предложен С.Г. Крейном (см. [26], с.

263). Далее, в монографии Р. Шоуволтера [51] существенно использовалась абстракт-

ная формула Грина в форме Ж.-П. Обэна без ссылки на [33] или [43]. Дальнейшее

исследование в этом направлении, а также применение этой теории в приложениях

отражено, в частности, в работах [9]- [11], [18]- [21], [37]- [39].
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Введение 5

Работа начинается с введения понятия абстрактной формулы Грина для тройки

гильбертовых пространств {E, (·, ·)E}, {F, (·, ·)F} и {G, (·, ·)G} с введёнными на них

скалярными произведениями, а также для оператора следа γ.

Для них должны быть выполнены следующие условия.

1.◦ Пространство F плотно вложено в E (обозначение F ↪→ E), т.е. F плотно в E и

∥u∥E 6 a∥u∥F , a > 0, ∀u ∈ F.

Иными словами, пространства F и E с указанными свойствами образуют гиль-

бертову пару (F ;E).

2.◦ На F задан оператор γ, называемый (абстрактным) оператором следа и огра-

ниченно действующий из F в G, причем γ отображает F на плотное множество

R(γ) =: G+ ⊂ G:

γ : F → G+ ↪→ G, ∥γu∥G 6 b∥u∥F , b > 0, ∀u ∈ F.

3.◦ Ядро оператора γ, т.е. ker γ =: N , плотно вложено в E:

N ↪→ E, ∥u∥E 6 c∥u∥F , c > 0, ∀u ∈ N.

Тогда имеет место абстрактная формула Грина

(η, u)F = ⟨η, Lu⟩E + ⟨γη, ∂u⟩G, ∀η, u ∈ F, (1)

где Lu ∈ F ∗ — абстрактное дифференциальное выражение, ∂u ∈ (G+)
∗ — абстрактная

производная по внешней нормали, определяемая однозначно по u ∈ F и Lu ∈ F ∗.

Далее выводится обобщённая формула Грина для смешанных краевых задач и

из её вывода становится ясно, что её вид следует выбирать исходя из вида области и

характера краевых условий на границе (данные утверждения более подробно описаны

в пп. 1.1.1-1.1.4, а также в работе [18]).

Для исследования в данной работе полезными будут следующие обобщённые фор-

мулы Грина. Рассмотрим область Ω ∈ Rm и будем считать, что её липшицева гра-

ница Γ односвязна. Разобьем её на односвязные открытые части (липшицевы куски)
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Γk, k = 1, l, с липшицевыми границами ∂Γk. Получаем, что для тройки пространств

L2(Ω), H
1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, и оператора следа γ : Ĥ1(Ω) ⊂ H1(Ω) → L2(Γ), γη :=

η|Γ, η ∈ Ĥ1(Ω), в области Ω ⊂ Rm с липшицевой границей Γ, разбитой на липши-

цевы куски Γk, k = 1, l, справедлива следующая обобщенная формула Грина для

смешанных краевых задач:

⟨η, u−△u⟩L2(Ω) = (η, u)H1(Ω) −
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ĥ1(Ω), (2)

u−△u ∈ (H1(Ω))∗, γkη := η |Γk
∈ H̃1/2(Γk),

∂ku =
∂u

∂n

∣∣∣
Γk

∈ H−1/2(Γk), k = 1, l. (3)

В этой формуле следы функций γkη ∈ H̃1/2(Γk), то есть они продолжи́мы нулем на

всю Γ в классе H1/2(Γ). Подробнее об этом изложено в п. 1.1.3

В другой формуле Грина, которая используется в работе, производные ∂kun по

внешней нормали для u = u0 + uh продолжи́мы нулем:

∂kuh ∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l,

u0 ∈ H1
0 (Ω) := {u ∈ H1(Ω) : γu = 0(на ∂Ω)},

uh ∈ H1
h(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : u−△u = 0}.

Для тройки пространств L2(Ω), Ȟ
1(Ω) ⊂ H1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, и оператора следа

γ : Ȟ1(Ω) → H1/2(Γ), γη := η|Γ, в области Ω ⊂ Rm с липшицевой границей Γ, разбитой

липшицевы куски Γk, k = 1, l, справедлива следующая обобщенная формула Грина

для смешанных краевых задач:

(η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−△u⟩L2(Ω) +
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ȟ1(Ω), (4)

u−△u ∈ (H1(Ω))∗, γkη := η |Γk
∈ H1/2(Γk), (5)

u = u0 + uh, γu0 = 0, ∂kuh = (∂uh/∂n)Γk
∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l,

(см. п. 1.1.4). Здесь Ȟ(Ω) := H1
0 (Ω)⊕ Ȟ1

h(Ω),

Ȟ1
h(Ω) = (+̇)lk=1Ȟ

1
h,Γk

(Ω), Ȟ1
h,Γk

(Ω) := H1
h(Ω) ∩H1

Γ\Γk
(Ω),
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H1
Γ\Γk

(Ω) = {u ∈ H1(Ω) : γu = 0(наΓ \ Γk)}.

Главная цель данной работы — вывести общую схему решения смешанных кра-

евых задач сопряжения и показать, что она также работает для спектральных и

начально-краевых задач и для разных конфигураций областей. Схема заключается

в том, что решение неоднородной задачи сопряжения мы разыскиваем в виде суммы

решений вспомогательных задач, содержащих неоднородность лишь в одном месте —

либо в уравнении, либо в одном из краевых условий.

Для начала эта схема проверяется и подробно описывается на примере абстракт-

ной задачи сопряжения (см. пп. 1.2.1–1.2.2), а затем для конкретной задачи мате-

матической физики: конфигурации областей, которая названа "дважды разрезан-

ный банан"(п. 1.2.3). В абстрактной задаче необходимо найти такие элементы uj ∈

Fj, j = 1, 3, что для них выполнены уравнения

Ljuj := fj, j = 1, 3, (6)

внешние граничные условия Дирихле

γjjuj = φj, j = 1, 3, (7)

и условия сопряжения на стыках:

γ21u1 − γ12u2 = φ21, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ21, (8)

γ32u2 − γ23u3 = φ32, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ32, (9)

где fj — заданные элементы из Ej, j = 1, 3, φj — заданные элементы на внешних

границах Gjj, j = 1, 3, функции φ21 и φ32 задают разрывы следов, а ψ21 и ψ32 —

разрывы производных по внешним нормалям на границах стыка областей.

Для решения этой задачи понадобятся следующие формулы Грина для смешан-

ных краевых задач:

(η1, u1)F1 = ⟨η1, L1u1⟩E1 + ⟨γ11η1, ∂11u1⟩G11 + ⟨γ21η1, ∂21u1⟩G21 , ∀η1, u1 ∈ F1, (10)

(η2, u2)F2 = ⟨η2, L2u2⟩E2 + ⟨γ22η2, ∂22u2⟩G22+
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+ ⟨γ12η2, ∂12u2⟩G12 + ⟨γ32η2, ∂32u2⟩G32 , ∀η2, u2 ∈ F2, (11)

(η3, u3)F3 = ⟨η3, L3u3⟩E3 + ⟨γ33η3, ∂33u3⟩G33 + ⟨γ23η3, ∂23u3⟩G23 , ∀η3, u3 ∈ F3. (12)

Теперь необходимо получить необходимые и достаточные условия разрешимости

задачи (7)-(10), а также представить решение через операторы вспомогательных (аб-

страктных) краевых задач. При этом мы будем использовать принцип суперпозиции,

позволяющий представить решение задачи в виде суммы решений вспомогательных

краевых задач, содержащих неоднородности (заданные элементы) лишь в одном ме-

сте, т.е. либо в уравнении, либо в одном из краевых условий.

Эта общая схема состоит из четырех этапов. Слабое (вариационное) решение за-

дачи (7)-(10), т.е.

u = (u1, u2, u3) ∈
3⊕

k=1

Fk =: F, (13)

будем разыскивать в виде суммы

(u1, u2, u3) =
4∑

j=1

(uj1, uj2, uj3), (14)

где uj = (uj1, uj2, uj3), j = 1, 4, — слабые решения формулируемых ниже вспомога-

тельных задач.

Для начала рассматриваем первую вспомогательную задачу Зарембы в виде

L1u11 = 0, γ11u11 = φ1; ∂21u11 = 0, (15)

L2u12 = 0, γ22u12 = φ2; ∂12u12 = 0, ∂32u12 = 0, (16)

L3u13 = 0, γ33u13 = φ3; ∂23u23 = 0. (17)

Здесь уравнения и условия Неймана на стыке однородные, а условия Дирихле на

внешних границах неоднородные. При этом задача (15) распадается на три незави-

симые задачи Зарембы для функций u1k, k = 1, 3.

С помощью соответствующей формулы Грина находим слабое решение этой про-

блемы и получаем следующий результат.
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Теорема 0.1. Каждая из задач Зарембы (15)–(17) имеет единственное слабое ре-

шение u1k ∈Mk ⊂ Fk, k = 1, 3, тогда и только тогда, когда выполнены условия

φk ∈ (G+)kk ⊂ Gkk, k = 1, 3, (18)

Mk = Fk ⊖Nk, Nk := ker γk ⊂ Fk.

�

Теперь рассмотрим вторую вспомогательную задачу Стеклова.

Lku2k = 0, γkku2k = 0, k = 1, 3,

γ21u21 − γ12u22 = φ̃21 := φ21 − γ21u11 + γ12u12,

∂21u21 + ∂12u22 = 0,

γ32u22 − γ23u23 = φ̃32 := φ32 − γ32u12 + γ23u13,

∂32u22 + ∂23u23 = 0.

(19)

Здесь φ21 и φ32 — заданные элементы, а u11, u12 и u13 — компоненты решения u(1)

первой вспомогательной задачи (15)–(17).

Получаем следующий результат.

Теорема 0.2. Задача Стеклова (19) имеет единственное слабое решение

u(2) = (u21;u22;u23)
τ ∈

3⊕
k=1

M0,Gkk
⊂

3⊕
k=1

Fk, k = 1, 3,

M0,Gkk
= F0,Gkk

∩Mk, F0,Gkk
:= {ηk ∈ Fk : γkkηk = 0},

тогда и только тогда, когда выполнены условия предыдущей теоремы, а также

условия

φ21 ∈ (G+)21, φ32 ∈ (G+)32. (20)

При этом имеет место следующее представление для её решения:

u(2) = (u21;u22;u23)
τ = (V21χ21;V32χ32 − V12χ21;−V32χ32)

τ , (21)

χ = (χ21;χ32)
τ = C−1(φ21 − γ21γ̃

−1
11 φ1 + γ12γ̃

−1
22 φ2; φ32 − γ32γ̃

−1
22 φ2 + γ23γ̃

−1
33 φ3)

τ .

Здесь Vjk — операторы вспомогательных абстрактных задач,

u21 =: V21χ21 ∈M0,G11 ⊂M1 ⊂ F1, V21 ∈ L((G+)
∗
21, M0,G11);
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u22 = V12(−χ21) + V32(χ32), V12 ∈ L((G+)
∗
21, M0,G22), V32 ∈ L((G+)

∗
32, M0,G22),

u23 = V23(−χ32), V23 ∈ L((G+)
∗
32, M0,G33);

операторы γ̃−1
kk :

u(1) = (u11;u12;u13), u1k = γ̃−1
kk φk, k = 1, 3;

операторная матрица C (матрица Стеклова) задана формулами

Cχ = φ̃, C := (Cjk)
2
j,k=1,

C11 := γ21V21 + γ12V12 ∈ L((G+)
∗
21, (G+)21),

C12 := −γ12V32 ∈ L((G+)
∗
32, (G+)21),

C21 := −γ32V12 ∈ L((G+)
∗
21, (G+)32),

C22 := γ32V32 + γ23V23 ∈ L((G+)
∗
32, (G+)32);

а γjk — оператор следа из Fk на (G+)jk. �

Далее сформулируем первую вспомогательную задачу Крейна:

Lku3k = fk, γkku3k = 0, k = 1, 3,

γ21u31 − γ12u32 = 0, ∂21u31 + ∂12u32 = 0,

γ32u32 − γ23u33 = 0, ∂32u32 + ∂23u33 = 0.

(22)

Здесь все граничные условия однородные, а уравнения неоднородные.

Здесь используется подпространство, отвечающее "главным" краевым условиям:

W0,γ := {u = (u1;u2;u3)
τ ∈

3⊕
k=1

Fk : γkkuk = 0, k = 1, 3;

γ21u1 − γ12u2 = 0, γ32u2 − γ23u3 = 0} ⊂
3⊕

k=1

F0,Gkk
⊂

3⊕
k=1

Fk. (23)

В результате рассмотрения задачи (22) получаем следующий вывод.

Теорема 0.3. Первая вспомогательная задача С.Крейна (22) имеет единственное

слабое решение u(3) = (u31;u32;u33)
τ ∈ W0,γ тогда и только тогда, когда выполнено

условие

f := (f1; f2; f3)
τ ∈ (W0,γ)

∗. (24)
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В этом случае решение выражается формулой

u(3) = A−1f, (25)

где A — оператор гильбертовой пары (W0,γ;E), E :=
⊕3

k=1Ek.

В частности, если

f := (f1; f2; f3)
τ ∈ E :=

3⊕
k=1

Ek,

то задача (22) имеет единственное обобщенное решение, выражаемое той же фор-

мулой (25). �

Последняя вспомогательная задача — вторая вспомогательная задача Крейна:

L1u41 = 0, γ11u41 = 0,

L2u42 = 0, γ22u42 = 0,

L3u43 = 0, γ33u43 = 0,

γ21u41 − γ12u42 = 0, ∂21u41 + ∂12u42 = ψ21,

γ32u42 − γ23u43 = 0, ∂32u42 + ∂23u43 = ψ32.

(26)

Здесь неоднородными являются лишь граничные условия типа Неймана.

В ходе её рассмотрения получаем следующий результат.

Теорема 0.4. Вторая вспомогательная задача С.Крейна (26) имеет единственное

слабое решение u(4) ∈ W0,γ тогда и только тогда, когда выполнено условие

ψ21 ∈ (G+)
∗
21, ψ32 ∈ (G+)

∗
32. (27)

Это решение имеет вид

u(4) = B21ψ21 +B32ψ32,

B21 ∈ L((G+)
∗
21;M0,γ), B32 ∈ L((G+)

∗
32;M0,γ),

M0,γ = W0,γ ∩M0, M0 :=
3⊕

k=1

M0,Gkk
,

M0,Gkk
= F0,Gkk

∩Mk, F0,Gkk
= {ηk ∈ Fk : γkkηk = 0}.

�
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Итогом рассмотрения исходной смешанной краевой задачи сопряжения (7)-(10)

является следующее утверждение.

Теорема 0.5. Пусть выполнены условия, обеспечивающие существование абстракт-

ных формул Грина. Тогда задача сопряжения (7)-(10) имеет единственное слабое

решение в том и только в том случае, когда выполнены условия теорем 0.1-0.4.

При этом

u = (u1;u2;u3)
τ =

4∑
j=1

(uj1;uj2;uj3)
τ =:

4∑
j=1

u(j),

где u(j) при j = 1, 4, выражаются через исходные данные через операторы введённых

выше абстрактных краевых задач. �

Далее эта описанная выше схема применяется к различным конфигурациям при-

стыкованных областей.

Конфигурация "дважды разрезанный банан"

Теперь задача, сформулированная в абстрактной форме, рассматривается для

конфигурации заданных областей из Rm.

Сначала изучается простой пример задачи сопряжения для проблемы математи-

ческой физики, порожденной оператором Лапласа, точнее дифференциальным вы-

ражением u − ∆u. Будем считать, что конфигурация областей, в которых рассмат-

ривается эта задача, представляет собой дважды разрезанный банан (см. рис. 1).

Рис 1

Обозначим через Γjj, j = 1, 3, внешние свободные границы, а через Γkj (k ̸= j)

— ту часть границы Γj = ∂Ωj, которая стыкуется с частью Γjk границы Γk = ∂Ωk.

При этом очевидно, что Γjk = Γkj. Полагаем, что области Ωk ⊂ Rm имеют липшице-

вы границы, разбитые на липшицевы куски Γkj. Будем обозначать через γkjuj след



Введение 13

функции uj, заданной в области Ωj, на границе Γkj, а через ∂kjuj – соответствующую

производную по внешней нормали.

Сформулируем теперь постановку задачи сопряжения для данной совокупности

областей Ωj, j = 1, 3.

u1 −△u1 = f1 (в Ω1), γ11u1 = φ1 (на Γ11),

u2 −△u2 = f2 (в Ω2), γ22u2 = φ2 (на Γ22),

u3 −△u3 = f3 (в Ω3), γ33u3 = φ3 (на Γ33);

γ21u1 − γ12u2 = φ21, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 (на Γ12 = Γ21),

γ32u2 − γ23u3 = φ32, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ32 (на Γ23 = Γ32).

(28)

Её решение ищем в виде набора u = (u1;u2;u3)
τ ,

u = (u1;u2;u3)
τ =

4∑
j=1

(uj1;uj2;uj3)
τ =:

4∑
j=1

u(j),

где u(j), j = 1, 4, — решения четырех вспомогательных задач (Зарембы, Стеклова,

первая и вторая вспомогательные задачи Крейна).

В работе установлено, что если выполнены необходимые и достаточные условия

существования слабого решения каждой из вспомогательных задач, то и исходная

задача (28) имеет единственное слабое решение.

Другая конфигурация областей

Теперь рассмотрим более простой случай. Будем считать, что область Ω1 ⊂ Rm (m >
3) с внешней липшицевой границей Γ11 содержит внутри себя две области Ω2 и Ω3 с

липшицевыми границами Γ12 = Γ21 и Γ13 = Γ31, находящимися друг от друга и от Γ11

на положительном расстоянии (см. рис. 2).

Рис 2
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Для искомых функций u1(x), u2(x) и u3(x) здесь имеем следующую задачу сопря-

жения:

u1 −△u1 = f1 (в Ω1), γ11u1 = φ1 (на Γ11), (29)

u2 −△u2 = f2 (в Ω2), u3 −△u3 = f3 (в Ω3), (30)

γ21u1 − γ12u2 = φ21, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 (на Γ21),

γ31u1 − γ13u3 = φ31, ∂31u1 + ∂13u3 = ψ31 (на Γ31).
(31)

В этом случае по вышеизложенной схеме также находится слабое решение задачи

(29)-(31) (с соответствующими упрощениями, см. п. 1.2.4).

Одна область с границей, гомеоморфной сфере с тремя разрезанными

ручками

Затем мы доказываем, что можно исследовать теми же методами задачу сопряже-

ния и в случае, когда имеется лишь одна область, в которой разыскивается искомая

функция, а условия сопряжения задаются на двух или более примыкающих друг к

другу участках границы этой области. Так будет, в частности, если область Ω од-

носвязна, а граница ∂Ω этой области Ω ⊂ Rm (m > 3) гомеоморфна сфере с тремя

разрезанными ручками (см. рис. 3).

Рис. 3

Обозначим часть ∂Ω вне стыков через Γ0, а на стыках Γk выделим экземпляры

Γ′
k и Γ′′

k, по которым можно достичь этих стыков по непрерывности изнутри Ω. При

этом, очевидно, на Γk = Γ′
k = Γ′′

k возможны разрывы с двух сторон как у предельных
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функций γ′ku и γ′′ku, так и у производных по внешней нормали ∂′ku и ∂′′ku. Будем

считать также, как обычно, что куски Γk (k = 1, 3) — липшицевы.

В итоге возникает следующая задача сопряжения. Необходимо найти функцию

u(x), x ∈ Ω, из уравнения и граничных условий:

u−∆u = f (в Ω), γ0u = φ0 (на Γ0),

γ′ku− γ′′ku = φk, ∂′ku+ ∂′′ku = ψk (на Γk), k = 1, 3.
(32)

Здесь заданными функциями являются f , а также φ0, φk (k = 1, 3) и ψk (k = 1, 3).

Снова устанавливаем, что решение данной задачи представлено в виде суммы

решений четырёх вспомогательных задач (см. п. 1.2.5).

Трижды разрезанный арбуз

Применим теперь рассмотренную выше схему к области, разбитой на три части

(см. рис. 4). Пусть Γjj, j = 1, 3, — внешние свободные границы, а Γkj ( k ̸= j)

– та часть границы Γj = ∂Ωj, которая стыкуется с частью Γjk границы Γk = ∂Ωk.

При этом очевидно, что Γjk = Γkj. Полагаем, что области Ωk ⊂ Rm имеют липшицевы

границы, разбитые на липшицевы куски Γkj. Снова будем обозначать через γkjuj след

функции uj, заданной в области Ωj, на границе Γkj, а через ∂kjuj – соответствующую

производную по внешней нормали.

Рис.4

Для данной совокупности областей Ωj, j = 1, 3, требуется найти такие функции

uj(x) ∈ H1(Ωj), j = 1, 3, что для них выполнены уравнения и внешние условия
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Дирихле:
u1 −△u1 = f1 (в Ω1), γ11u1 = φ1 (на Γ11),

u2 −△u2 = f2 (в Ω2), γ22u2 = φ2 (на Γ22),

u3 −△u3 = f3 (в Ω3), γ33u3 = φ3 (на Γ33);

(33)

а на границах стыка заданы скачки функций и нормальных производных:

γ21u1 − γ12u2 = φ12, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ12 (на Γ12 = Γ21),

γ32u2 − γ23u3 = φ23, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ23 (на Γ23 = Γ32),

γ13u3 − γ31u1 = φ31, ∂13u3 + ∂31u1 = ψ31 (на Γ31 = Γ13).

(34)

В данной проблеме fj – заданные функции в Ωj, j = 1, 3, φj – заданные функции

на внешних границах Γjj, j = 1, 3, функции φ21, φ32 и φ13 задают разрывы следов,

а ψ21, ψ32 и ψ13 – разрывы производных по внешним нормалям на границах стыка

областей.

Слабое решение задачи (33)-(34) разыскивается в виде набора функций

u = (u1;u2;u3) ∈ H1(Ω) :=
3⊕

k=1

H1(Ωk).

Снова будем искать решение этой задачи с помощью уже рассмотренной выше схе-

мы, т.е. в виде суммы решений четырех вспомогательных задач, содержащих неодно-

родности лишь в одном месте: либо в уравнении, либо в краевом условии. И снова эта

схема работает и мы находим решение исходной задачи. Итогом рассмотрения задачи

(33)-(34) является утверждение о её разрешимости при выполнении необходимых и

достаточных условий (теорема 1.22).

Далее в работе на основе вышеизложенного подхода рассматриваются спектраль-

ные задачи сопряжения (глава 2). Сначала рассматривается спектральная проблема

для одной области.

В области Ω ⊂ Rm с липшицевой границей ∂Ω =: Γ, разбитой на четыре липши-

цевых куска Γk с липшицевыми границами ∂Γk, k = 1, 4, рассмотрим следующую

спектральную задачу:

u−∆u = λu =: f (в Ω), γ1u := u|Γ1 = 0 (на Γ1), (35)

∂2u = µγ2u =: ψ2 (на Γ2), ∂3u = λγ3u =: ψ3 (на Γ3), (36)
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∂4u = λ−1γ4u =: ψ4 (на Γ4), ∂ku := (∂u/∂n)Γk
. (37)

Здесь на Γ1 задано однородное условие Дирихле, на Γ2 —условие М.С.Аграновича

(см. [42]), или условие, возникающее в задачах дифракции, на Γ3 — условие типа

Стефана (или Стеклова), на Γ4 — условие типа С.Крейна, появившееся в задачах

о нормальных движениях тяжёлой вязкой жидкости в частично заполненном сосу-

де. В этой проблеме имеется два параметра λ и µ, один из которых можно считать

спектральным, а второй — фиксированным. В частности, в задачах дифракции спек-

тральным является параметр µ ∈ C (см. [42]). Другой вариант, когда спектральным

является λ ∈ C, рассматривается в работах В.И.Горбачук (см. [15]).

В силу однородного условия Дирихле на Γ1, слабое решение задачи (36)-(37) есте-

ственно искать в пространстве

H1
0,Γ1

(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : γ1u = 0 (на Γ1)}.

Решение u ∈ H1
0,Γ1

(Ω) будем искать в виде суммы решений четырех задач, т.е.

u =
4∑

k=1

uk, uk ∈ H1
0,Γ1

(Ω),

где uk — слабые решения таких задач соответственно:

u1 −△u1 = f := λu (в Ω), γ1u1 = 0 (на Γ1), ∂2u1 = 0 (на Γ2),

∂3u1 = 0 (на Γ3), ∂4u1 = 0 (на Γ4);

u2 −△u2 = 0 (в Ω), γ1u2 = 0 (на Γ1), ∂2u2 = ψ2 := µγ2u (на Γ2),

∂3u2 = 0 (на Γ3), ∂4u2 = 0 (на Γ4);

u3 −△u3 = 0 (в Ω), γ1u3 = 0 (на Γ1), ∂2u3 = 0 (на Γ2),

∂3u3 = ψ3 := λγ3u (на Γ3), ∂4u3 = 0 (на Γ4);

u4 −△u4 = 0 (в Ω), γ1u4 = 0 (на Γ1), ∂2u4 = 0 (на Γ2),

∂3u4 = 0 (на Γ3), ∂4u4 = ψ4 := λ−1γ4u (на Γ4).

С помощью соответствующих формул Грина находим слабые решения каждой

из этих задач. Мы получаем, что слабое решение u задачи (36)-(37) должно быть

решением следующей спектральной проблемы:

u = λ(A−1 + V3γ3)u+ µV2γ2u+ λ−1V4γ4u, u ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω). (38)
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Это уравнение можно привести к более симметричной форме, воспользовавшись

тем, что имеют место свойства

A1/2Vk = (γkA
−1/2)∗ ∈ L(H̃−1/2(Γk); L2(Ω)), k = 2, 4.

Представим элемент u ∈ H1
0,Γ1

(Ω) = D(A1/2), R(A1/2) = L2(Ω), в виде

u = A−1/2v, v ∈ L2(Ω),

подставим это выражение в (38) и подействуем на обе части полученного соотношения

оператором A1/2. Тогда взамен возникает спектральная задача

L(λ, µ)v := (I − µB2 − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)v = 0, v ∈ L2(Ω), (39)

A > 0, Bk := (A1/2Vk)(γkA
−1/2) = B∗

k > 0, Bk ∈ S∞(L2(Ω)), k = 2, 4, (40)

для операторного пучка L(λ, µ) с параметрами λ и µ, один из которых можем считать

спектральным, другой — фиксированным.

Аналогично формулируются спектральные задачи для двух и трёх примыкающих

областей. Установлено, что и в этом случае возникает операторный пучок такого же

вида, как и в случае одной области.

Операторный пучок L(λ, µ) из (39) содержит два параметра: λ и µ. Это позво-

ляет исследовать два класса задач: при фиксированном µ ∈ C возникают задачи со

спектральным параметром λ в уравнении, а при фиксированном λ ∈ C — задачи со

спектральным параметром µ в краевом условии на границе сопряжения.

Рассмотрим случай, когда в пучке L(λ, µ) параметр λ фиксирован, а µ — спек-

тральный и принимает отрицательные значения. В этом случае мы получаем следу-

ющий результат.

Теорема 0.6. При λ < 0 задача (39), (40) имеет дискретный спектр, состоящий

из положительных конечнократных собственных значений {µk}∞k=1 с предельной

точкой +∞. Собственные элементы {φk}∞k=1, отвечающие собственным значениям

{µk}∞k=1, после проектирования на подпространство H1 = L2,h(Ω), т.е. элементы

{φ1k}∞k=1, φ1k = P1φk, P1 : L2(Ω) → L2,h(Ω), образуют базис Рисса в H1, причём

φ1k = (I1 − T1(λ))
−1/2ψ1k,
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где {ψ1k}∞k=1 — ортономированный базис, отвечающий оператору B̂2. Более того,

элементы φ1k для Ω ⊂ Rm образуют p – базис в H1 при p > p0 = m− 1. Здесь

T (λ) := λ(A−1 +B3) + λ−1B4,

T1(λ) = P1T (λ)P1 + P1T (λ)P0(I0 − P0T (λ)P0)
−1P1T (λ)P1.

�

Будем теперь считать, что в задаче (39), (40) параметр λ положителен, однако

принимает неисключительные значения

λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0), (41)

P0 : L2(Ω) → L2,0(Ω) := kerB2 — ортопроектор. В этом случае получаем следующий

вывод.

Теорема 0.7. Пусть λ > 0 и выполнено условие (41), причём имеет место разло-

жение

H1 = Πκ1 = Π− ⊕ Π+, Π− = H−, Π+ = H+, dimΠ− = κ1, dimΠ+ = ∞.

Тогда спектр исходной задачи (39), (40) вещественный, дискретный и состоит из κ1

штук отрицательных собственных значений, а остальные положительны и имеют

предельную точку µ = +∞:

µ1 6 µ2 6 ... 6 µκ1 < 0 < µκ1+1 6 ... 6 µk 6 ..., lim
k→∞

µk = +∞.

При этом собственные элементы (присоединённых нет) образуют ортонорми-

рованный по форме I1 − T1(λ) базис и базис Рисса в H1 = L2,h(Ω). Элементы базиса

можно выбрать удовлетворяющими соотношениям

((I1 − T1(λ))φ1k, φ1j)H1 =

{−δkj, 1 6 k, j 6 κ1,

δkj, k, j > κ1 + 1,

0, k > κ1, j > κ1 + 1,

(B̃2φ1k, φ1j)H1 = |µ−1
k |δkj.

�
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Далее рассмотрен более общий случай, когда

Imλ ̸= 0, λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0). (42)

Теорема 0.8. Пусть в задаче (39), (40) выполнены условия (42). Тогда спектр этой

задачи дискретен, состоит из конечнократных собственных значений {µk}∞k=1 с пре-

дельной точкой µ = ∞. Сколь бы ни было мало ε > 0, все собственные значения,

кроме, быть может, конечного их числа, расположены в угле

Λε(µ) := {µ ∈ C : | arg µ| < ε, sign Im µ = −sign Im λ}.

Система собственных и присоединённых элементов {φ1k}∞k=1, φ1k = P1φk, после

их проектирования на H1 = L2,h(Ω), является полной в H1, более того, она образует

базис Абеля – Лидского порядка α > m − 1 в H1. Наконец, собственные значения

µk = µk(λ) имеют асимптотическое поведение

µk(λ) = λ−1
k (B2)[1 + o(1)], k → ∞,

λk(B2) = (dm,2(Γ2))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞, dm,2(Γ2) > 0, d3,2(Γ2) =

|Γ2|
4π

.

�

Далее в работе рассматривается второй вариант, когда в задаче (39), (40) µ ∈

C фиксирован и неположителен, а λ — спектральный. Этот случай приводится к

задаче на собственные значения известного операторного пучка Крейна. Получаем

следующий результат.

Теорема 0.9. Пусть в задаче (39), (40) выполнено условие

4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥ < 1.

Тогда имеют место следующие утверждения.

1◦. Задача (39), (40) при µ 6 0 имеет дискретный вещественный спектр с предель-

ными точками 0 и +∞.

2◦. Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь {λ0k}∞k=1 изолированных конечнократных

собственных значений, расположенных на отрезке

(0, r−), r± := (1±
√
1− 4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥)/(2∥A−1 +B3∥).
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Соответствующая система собственных элементов (присоединённых нет) по-

сле проектирования на подпространство H1 = L2(Ω)⊖H0, H0 := ker(I−µB2)
−1/2B2(I−

µB2)
−1/2, образует базис Рисса в H1. Более того, эта система элементов образует

в H1 p – базис при p > p0 = (m− 1)/2.

3◦. Предельной точке λ = +∞ отвечает ветвь изолированных конечнократных соб-

ственных значений {λ∞k }∞k=1, расположенных на промежутке (r+,+∞), а отвеча-

ющая этой ветви система собственных элементов задачи образует базис Рисса в

H = L2(Ω) и даже p – базис при тех же p > p0 = (m− 1)/2.

4◦. Собственные значения λ0k имеют асимптотическое поведение

λ0k = λk(B4)[1 + o(1)] = (dm,3(Γ4))
−1/(m−1)k1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞,

а собственные значения λ∞k — асимптотическое поведение

λ∞k = λ−1
k (A−1 +B3)[1 + o(1)] = λ−1

k (B3)[1 + o(1)] = (dm,3(Γ3))
−1/(m−1)k1/(m−1)[1 + o(1)],

k → ∞.

�

И, наконец, рассматрен случай, когда

Reµ 6 0, Imµ ̸= 0. (43)

Здесь, как и в предыдущем случае, возникает спектральная задача для пучка С.

Крейна, однако теперь этот пучок не является самосопряжённым. Итогом рассмот-

рения является следующее утверждение.

Теорема 0.10. Пусть в задаче (39), (40) выполнены условия (43), а также условие

4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥ < 1.

Тогда имеют место следующие утверждения.

1◦. Задача (39), (40) имеет дискретный спектр, состоящий из двух ветвей конеч-

нократных собственных значений с предельными точками λ = 0 и λ = ∞ соответ-

ственно.
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2◦. Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь {λ0k}∞k=1 конечнократных собственных

значений, расположенных в области

|λ| 6 r−, r± = (1−
√
1− 4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥)/(2∥A−1 +B3∥),

причём для ∀ε > 0 все собственные значения λ0k, кроме, быть может, конечного их

числа, расположены в секторе

|argλ| < ε. (44)

При этом система собственных и присоединённых (корневых) элементов {φ0
k}∞k=1,

отвечающая собственным значениям {λ0k}∞k=1, после её проектирования на подпро-

странство H1 = H ⊖H0, H = L2(Ω), H0 = kerB4, является полной в H1 и образует

в H1 базис Абеля–Лидского порядка α > m− 1.

3◦. Предельной точке λ = ∞ отвечает ветвь {λ∞k }∞k=1 конечнократных собственных

значений, расположенных в области |λ| > r+, причём для ∀ε > 0 все собственные

значения λ∞k , кроме, быть может, конечного их числа, расположены в секторе (44).

При этом система корневых элементов {φ∞
k }∞k=1, отвечающая собственным зна-

чениям {λ∞k }∞k=1, является полной в H = L2(Ω) и образует в H базис Абеля–Лидского

порядка α > m− 1. �

Для спектральных задач сопряжения в случае двух и трёх примыкающих областей

в итоге имеем такие же результаты, как и для одной области.

Спектральные задачи вида (35)-(37) порождаются начально-краевыми проблема-

ми, в которых производные по времени входят не только в уравнение, но и в краевые

условия. Рассмотрим первую такую начально-краевую задачу.

В области Ω ⊂ Rm с липшицевой границей ∂Ω, разбитой на 3 липшицевых кус-

ка Γ1, Γ2 и Γ3 с липшицевыми контурами ∂Γ1, ∂Γ2 и ∂Γ3, сформулируем сначала

спектральную проблему

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = µγ2u (на Γ2), ∂3u = λγ3u (на Γ3),

L0u = u−△u, ∂ku = (∂u/∂n)Γk
, γku = u|Γk

, k = 1, 3, (45)

где λ и µ — параметры, один из которых можно считать спектральным, а второй —

фиксированным.
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Если рассматривать начально-краевую задачу

∂u

∂t
+ L0u = f (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = µγ2u+ ψ2 (на Γ2),

∂3u+
∂

∂t
(γ3u) = ψ3 (на Γ3), u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, (46)

и разыскивать её решения при f ≡ 0, ψ2 ≡ 0, ψ3 ≡ 0 в виде

u(t, x) = exp(−λt)u(x), λ ∈ C,

то для амплитудной функции u(x), x ∈ Ω, возникает спектральная проблема (45),

где λ — искомый спектральный параметр, µ — фиксированный.

Опираясь на уже приенённую схему, а также на использованные выше операторы

вспомогательных краевых задач, можно исследовать задачу (46) и доказать теорему

о её сильной разрешимости на произвольном конечном промежутке времени. На этом

пути получено уравнение, которому удовлетворяет решение задачи (46) в виде

u = A−1(f − ∂u

∂t
) + V2(µγ2u+ ψ2) + V3(ψ3 −

∂

∂t
γ3u), (47)

где A — оператор гильбертовой пары (H1
0,Γ1

(Ω); L2(Ω)), а V2 и V3 — операторы вспомо-

гательных задач Неймана (при Γ4 = ∅, см. (38)). Тогда возникает дифференциальное

уравнение для функции u = u(t) со значениями в пространстве H1
0,Γ1

(Ω):

(A−1 + V3γ3)
du

dt
+ (I − µV2γ2)u = A−1f + V2ψ2 + V3ψ3.

Псоле замен

u(t) = A−1/2η(t), η ∈ L2(Ω), (A
−1 +B3)η =: w,

получаем задачу Коши

dw

dt
+ (I − µB2)(A

−1 +B3)
−1w = f1(t), w(0) = (A−1 +B3)A

1/2u0, (48)

где операторные коэффициенты определены в (??0.38)).

Итогом рассмотрения этой задачи является следующий результат.

Теорема 0.11. Пусть в исходной задаче (46) выполнены условия

f(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψ2(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γ2)),
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ψ3(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γ3)), 0 < β 6 1, u0(x) ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω),

а также условие

µ /∈ σ(I − µB2).

Тогда задача (48) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ]. При

этом исходная начально-краевая задача имеет единственное решение на отрезке

[0, T ],

u(t, x) ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)),

причём для этого решения выполнено уравнение в Ω, где все слагаемые являются

элементами из C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), граничные условия на Γk, k = 2, 3, где все сла-

гаемые являются элементами из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), а также начальное условие.

Далее в работе рассматриваются другие виды начально-краевых задач сопряже-

ния: когда параметр µ — спектральный, а λ — фиксированный и когда внешняя

граница разбита не на 3, а на 4 части (см. пп. 3.1.2–3.1.4). Также изучены такие же

начально-краевые задачи для двух и трёх примыкающих областей. Они приводятся

к таким же задачам Коши, как и в более простом случае с одной областью.

Результаты диссертации трижды докладывались автором на международной кон-

ференции «Крымская Осенняя Математическая Школа-симпозиум по спектральным

и эволюционным задачам», Батилиман, 2015–2017 гг. (см. [55], [57], [61], [64]), на меж-

дународной конференции "Современные методы и проблемы теории операторов и

гармонического анализа и их приложения-VI"в Ростове-на-Дону, 2016 г. (см. [58]), на

XXIV международной конференции "Математика. Экономика. Образование."Абрау

Дюрсо, 2016 г. (см. [59]), на научных конференциях "Дни науки КФУ" в КФУ им.

В.И. Вернадского, Симферополь, 2014–2017 гг. (см. [66]), на семинаре кафедры мате-

матического анализа КФУ им. В.И. Вернадского.

Эти результаты содержатся в трёх работах [60], [65], [67], опубликованных в веду-

щем научном журнале из списка, рекомендованного ВАК. Также по теме диссертации

опубликованы статьи [52], [53], [54], [62], [68].

Данная диссертация написана при финансовой поддержке Российского научного

фонда (проект 14-21-00066, выполняемый в Воронежском госуниверситете).
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Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, трёх глав и заключения. Основные результаты

работы сформулированы в виде теорем. Вспомогательные утверждения сформулиро-

ваны в виде лемм.

Общий объем диссертации составляет 150 страниц. Список литературы содержит

68 наименований.
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Основные обозначения и определения

Символом ⟨η, u⟩E обозначается значение функционала u ∈ F ∗ на элементе η ∈ F .

Аналогичный смысл имеют другие выражения с косыми скобками.

Символом ↪→ обозначается плотное вложение. Пространство F плотно вложено в

E, если F плотно в E и

∥u∥E 6 a∥u∥F , a > 0, ∀u ∈ F.

Иными словами, пространства F и E с указанными свойствами образуют гильбертову

пару (F ;E). Оператор A называется порождающим оператором гильбертовой пары

(F ;E), если

(u, v)F = (u,Av)E, u ∈ F, v ∈ D(A) ⊂ F.

Будем говорить, что область Ω ⊂ Rm имеет липшицеву границу ∂Ω, если для

каждой точки границы существует такая её окрестность и в ней такая ортогональ-

ная система координат Oy1, ...ym, что уравнение части границы ∂Ω, попадающей в

эту окрестность, имеет вид ym = f(y1, ...ym−1), где f — функция, удовлетворяющая

условию Липшица по переменным y1, ...ym−1:

|f(y1, ...ym−1)− f(z1, ...zm−1)| 6 C
(m−1∑

k=1

|yk − zk|2
)1/2

.

γkη — абстрактный аналог следа элемента η на часть Γk границы Γ. ∂ku — соот-

ветствующий аналог производной по внешней нормали на этой части границы.

Сужение элемента φ на часть границы Γk: ρkφ := φk := φ|Γk
; продолжение нулём

элемента φ с части границы Γk: ωkφ := (φk, 0, 0).

Обозначим через H̃s(Γk), |s| 6 1, множество (линеал), состоящее из (обобщенных)

функций с носителем в Γk. Как указано в [1] , с. 76, H̃s(Γk) – это пополнение множе-

26
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ства функций из C∞
0 (Γk), для которых имеется продолжение нулём вне Γk в классе

Hs(Γ).

Пространство H1(Ω) со стандартной нормой имеет ортогональное разложение, ко-

торое называют разложением Вейля:

H1(Ω) = H1
0 (Ω)⊕H1

h(Ω),

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : γu = 0}, H1

h(Ω) := {v ∈ H1(Ω) : v −∆v = 0}.

Для простоты H1
h(Ω) будем называть подпространством гармонических элементов из

H1(Ω).

Назовём след γu элемента u ∈ H1(Ω) регулярным следом первого типа по отно-

шению к разбиению Γ = ∂Ω на липшицевы куски Γk, k = 1, l, если для любого k

элемент γku = ρkγu ∈ H̃1/2(Γk), т.е. он продолжи́м нулем на всю Γ в классе H1/2(Γ).

Назовём след γu элемента u ∈ H1(Ω) регулярным следом второго типа, если для

любого k ∈ 1, l элемент

∂ku = ω∗
k∂u = (∂u/∂n)Γk

∈ H̃−1/2(Γk),

т.е. он продолжи́м нулем на всю Γ в классе H−1/2(Γ) = (H1/2(Γ))∗.

В задачах сопряжения внешние границы стыка обозначаются Γii, внутренние —

Γkj, k ̸= j, причём Γkj = Γjk. След функции uj, заданной в области Ωj на границе

Γkj, обозначаем γkjuj, а соответствующую производную по внешней нормали — ∂kjuj

(совпадают второй индекс у следа и индекс функции). Если граница Γkj ещё разбита

на куски Γkj,i, то ∂Γ0
kj — объединение внутренних границ при разбиении на части.

Разрывы следов функций (на границе Γ21 = Γ12) задаются:

γ21u1 − γ12u2 = φ21 (на Γ21 = Γ12),

и снова совпадают вторые индексы у следов функций, а у заданной функции φ21

индекс такой же, как у первого следа.

Разрывы производных по внешним нормалям (они противоположно направлены)

задаются:

∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 (на Γ21 = Γ12).
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Схема расстановки индексов такая же, как и в случае со следами.

Пусть (F ;E) — гильбертова пара пространств, A — порождающий оператор этой

пары. Рассмотрим операторное уравнение

Au = f. (49)

Пусть f ∈ E, так как ∃ A−1, то при любом f ∈ E существует единственное решение

u = A−1f , которое будем называть обобщённым решением задачи (49). Для обобщён-

ных решений выполнено тождество

(v, u)F = (v, f)E, ∀v ∈ F = D(A1/2).

Если же элемент f ∈ F ∗ = E−1/2 ⊃ E, то решение задачи (49) называют слабым

решением и для него выполнено тождество

(v, u)F = ⟨v, f⟩E, ∀v ∈ F = D(A1/2).

Точка λ ∈ C называется регулярной точкой оператора A ∈ L(H), если существует

определённый на всём H ограниченный оператор

Rλ(A) := (A− λI)−1,

называемый резольвентой. Множество ρ(A) всех регулярных точек оператора A на-

зывается резольвентным множеством, оно всегда открыто.

Спектром σ(A) оператора A называется дополнение резольвентного множества

ρ(A) до всей комплексной плоскости:

σ(A) := C \ ρ(A).

Спектру принадлежат те числа λ = λ0, при которых уравнение

A(λ)φ := (A− λI)φ = 0

имеет нетривиальное решение φ = φ0 ̸= 0. В этом случае элемент φ0 называют соб-

ственным элементом оператора A, отвечающим собственному значению λ0.
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Элемент φ ∈ H, φ ̸= 0, называется корневым элементом оператора A, отвечаю-

щим собственному значению λ0, если

An(λ0)φ := (A− λ0I)
nφ = 0

при некотором натуральном n. Если уравнение имеет нетривиальное решение при n =

2 и A(λ0)φ ̸= 0, то элемент φ1 = φ называется первым присоединённым элементом

к собственному элементу φ0 := A(λ0)φ ̸= 0. Аналогично определяется последующие

присоединённые элементы: второй (n = 3), третий (n = 4) и т.д.

Последовательность {φj}∞j=1 элементов гильбертова пространства H называется

базисом этого пространства, если любой элемент φ ∈ H разлагается единственным

образом в ряд

φ =
∞∑
j=1

cjφj,

сходящийся по норме пространства H, т.е.

∥φ−
n∑

j=1

cjφj∥ → 0 (n→ ∞).

При этом коэффициенты cj находятся по элементу φ однозначно, т.е. cj = cj(φ), j =

1, 2, ....

Базис {φj}∞j=1 ⊂ H, для элементов которого выполнены свойства

(φj, φk) = δjk,

где δjk — символ Кронекера (δjk = 0 при j ̸= k и δjj = 1), называется ортонормиро-

ванным.

Базис {ψj}∞j=1 ⊂ H, получаемый из ортонормированного {φj}∞j=1 ⊂ H по закону

ψj = Aφj, j = 1, 2, ...,

где A — некоторый линейный ограниченный и ограниченно обратимый оператор

(A, A−1 ∈ L(H)), называется базисом, эквивалентным ортонормированному, или ба-

зисом Рисса.

Будем говорить, что базис Рисса {ψj}∞j=1 ⊂ H является p–базисом, 0 < p 6 ∞,

если

ψj = (I + T )φj, j = 1, 2, ..., T ∈ Sp(H),
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где {φj}∞j=1 — ортонормированный базис в H.

Пусть в системе {φj}∞j=1 корневых элементов оператора L нет присоединённых

элементов, отвечающих собственным значениям µj ∈ Λθ (по крайней мере начиная с

некоторого номера j). В этом случае будем говорить, что {φj}∞j=1 — базис для мето-

да суммирования Абеля–Лидского порядка α, если существует такая последователь-

ность номеров

0 = m0 < m1 < ... < ml < ...,

что для любого φ ∈ H при t > 0 сходится ряд
∞∑
l=0

ml+1∑
j=ml+1

cjej(t)φj

и его сумма φ(t) стремится к φ в H при t → +0. Здесь функция ei(t) = ej(t, α) :=

exp(−(µj)
αt), если µj ∈ Λθ, причём все члены, отвечающие одному и тому же соб-

ственному значению µj, содержатся в одном слагаемом суммы по l. Для тех j, для

которых µj /∈ Λθ (например, для µj = 0, если 0 — собственное значение), полагают

ej(t) ≡ 1.

Пусть E — линейное пространство, не обязательно нормированное. Зададим на E

полутора-линейную форму (в вещественном E форма называется билинейной) [·, ·] :

E × E → C, для которой выполнены следующие требования:

1). [x, x] ∈ R, ∀x ∈ E ;

2). [αx+ βy, z] = α[x, z] + β[y, z], ∀x, y, z ∈ E , ∀α, β ∈ C;

3). [x, y] = [y, x],∀x, y ∈ E . Полутора-линейную форму [·, ·] называют также индефи-

нитной метрикой, а пространство {E , [·, ·]} — пространством с индефинитной метри-

кой.

Пространство {E , [·, ·]} называется пространством Понтрягина с κ положитель-

ными квадратами и обозначается Πκ, если выполнены следующие аксиомы:

(i) в E нет нулевого вектора, ортогонального всему E , т.е. [x0, x] = 0, ∀x ∈ E , влечёт

x0 = 0;

(ii) в E существует хотя бы одно κ-мерное κ ∈ N, положительное подпространство;

(iii) для любых κ + 1 векторов {xj}κ+1
j=1 квадратичная форма

∑κ+1
k,j=1[xj, xk]ξjξk имеет

не более κ неотрицательных квадратов;
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(iv) существует разложение

E =: Πκ = Π+[+̇]Π−,

с Π+ > 0, Π− < 0, [x+, x−] = 0 при всех x± ∈ Π±,

dimΠ+ = κ,

и пространства {Π±, ±[x, y]} гильбертовы. На практике используются пространства

Понтрягина Πκ как с κ положительными квадратами, так и с κ отрицательными

квадратами, которые определяются естественным образом.

Функция u(t) называется непрерывной в точке t0, если

∥u(t)− u(t0)∥E → 0 (t→ t0),

и непрерывной на [0, T ], если она непрерывна в каждой точке t0 отрезка [0, T ]. Мно-

жество всех непрерывных на [0, T ] функций со значениями в E образует линейное

пространство. Оно обозначается через C([0, T ]; E), а норма в нём вводится по фор-

муле

∥u∥C([0,T ]; E) := max
06t6T

∥u(t)∥E.

Функция u = u(t) со значениями в E называется сильным решением дифферен-

циального уравнения
du

dt
= Au, u = u(t), (50)

если она непрерывно дифференцируема по t на [0,∞] и удовлетворяет уравнению

(50) для любого t 6 0.

Задачей Коши для уравнения (50) называется задача вида

du

dt
= Au, u(0) = u0 ∈ E.

Пусть E — банахово пространство и L(E) — множество линейных ограничен-

ных операторов, действующих в E. Семейство оператор–функций {U(t) : t ∈ R+} со

значениями в L(E) назовём сильно непрерывной однопараметрической полугруппой

операторов (или (C0)–полугруппой) на E, если выполнены следующие условия:

1). U(t)U(s) = U(t+ s) для всех t, s ∈ R+,
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2). U(0) = I,

3). U(t)u0 ∈ C(R+, E) для любого u0 ∈ E.

Сжимающей (C0)–полугруппой {U(t)} на E называется такая (C0)–полугруппа на

E, что все операторы {U(t)} являются сжатиями:

∥U(t)∥ 6 1 (∀t ∈ R+).

Пусть U(t) является (C0)–полугруппой на E. Формулой

Av := lim
t→+0

U(t)v − v

t
=

d

dt
(U(t)v)

∣∣∣
t=0

определим генератор полугруппы.



Глава 1

Смешанные краевые задачи

сопряжения

1.1 Формула Грина для смешанных краевых задач

1.1.1 Об абстрактной формуле Грина для тройки гильберто-

вых пространств и оператора следа

Приведем сначала необходимые сведения, которые будут далее использоваться в

работе. Доказательства соответствующих утверждений можно найти в [22].

Пусть {E, (·, ·)E}, {F, (·, ·)F} и {G, (·, ·)G} — сепарабельные гильбертовы про-

странства с введёнными в них скалярными произведениями. Будем считать, что для

этой тройки пространств выполнены следующие условия.

1.◦ Пространство F плотно вложено в E (обозначение F ↪→ E), т.е. F плотно в E и

∥u∥E 6 a∥u∥F , a > 0, ∀u ∈ F.

Иными словами, пространства F и E с указанными свойствами образуют гиль-

бертову пару (F ;E).

2.◦ На F задан оператор γ, называемый (абстрактным) оператором следа и огра-

ниченно действующий из F в G, причем γ отображает F на плотное множество

33
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R(γ) =: G+ ⊂ G:

γ : F → G+ ↪→ G, ∥γu∥G 6 b∥u∥F , b > 0, ∀u ∈ F.

3.◦ Ядро оператора γ, т.е. ker γ =: N , плотно вложено в E:

N ↪→ E, ∥u∥E 6 c∥u∥F , c > 0, ∀u ∈ N.

Теорема 1.1. Пусть для тройки гильбертовых пространств E, F , G (с введенными

на них скалярными произведениями) и для оператора следа γ выполнены условия

1◦- 3◦. Тогда существует абстрактное дифференциальное выражение Lu ∈ F ∗ и

абстрактная производная по внешней нормали ∂u ∈ (G+)
∗ такие, что имеет место

абстрактная формула Грина (аналог первой формулы Грина для оператора Лапласа)

(η, u)F = ⟨η, Lu⟩E + ⟨γη, ∂u⟩G, ∀η, u ∈ F. (1.1)

При этом ∂u по элементам u ∈ F и Lu ∈ F ∗ определяются однозначно. �

Следствие 1.1. Как сказано при доказательстве этой теоремы (см. [22]) диффе-

ренциальное выражение Lu и производная ∂u строятся неоднозначно. Именно, их

сужения на подпространство M = F ⊖N определяются однозначно, а сужения на

N связаны линейной связью с сужениями на G+. Однако в приложениях, в частно-

сти, в задачах математической физики, конкретный вид дифференциального выра-

жения Lu определяется однозначно, исходя из исследуемого физического процесса.

Поэтому далее будем считать, что выражение для Lu ∈ F ∗ в формуле Грина (1.1)

задано, а потому однозначно определено и ∂u ∈ (G+)
∗. В связи с этим все дальней-

шие построения будут проводиться на базе выбранной формулы Грина. Отметим

еще, что уже в классической работе [28] указывалось, что краевые задачи Дирихле,

Неймана и др. следует изучать относительно выбранной формула Грина, а неодно-

значность выбора дифференциального выражения Lu подробно обсуждалось в [49], а

также в [1].

Следствие 1.2. Типичным примером, когда выполнены условия 1◦- 3◦, является

тройка пространств E = L2(Ω), F = H1(Ω), G = L2(Γ), Γ := ∂Ω, Ω ⊂ Rm, с
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введенными на них стандартными нормами и обычным оператором следа:

γu := u|Γ, ∀u ∈ H1(Ω). (1.2)

При этом область Ω имеет липшицеву границу Γ = ∂Ω. В этом случае имеем три

пары гильбертовых пространств

H1(Ω) ↪→↪→ L2(Ω), H
1/2(Γ) ↪→↪→ L2(Γ), N := H1

0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω), (1.3)

причем вложения в (1.3) компактные. Отметим еще, что в этом примере имеет

место свойство

(H1/2(Γ))∗ = H−1/2(Γ), (1.4)

см., например, [49] , с. 98, [40] , с. 149.

Теорема 1.2. Для тройки пространств L2(Ω), H
1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, и опера-

тора следа γ (см. (1.2)) имеет место следующая обобщенная формула Грина для

оператора Лапласа:
ˆ
Ω

(∇η·∇u+ηu)dΩ =: (η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−∆u⟩L2(Ω)+⟨γη, ∂u
∂n

⟩L2(Γ), ∀η, u ∈ H1(Ω), (1.5)

u−∆u ∈ (H1(Ω))∗,
∂u

∂n

∣∣∣
Γ
∈ H−1/2(Γ).

(Здесь, как и в (1.1), символом ⟨η, v⟩E обозначается значение функционала v ∈ F ∗ на

элементе η ∈ F , аналогичный смысл имеют другие выражения с косыми скобками.)

�

Другие примеры обобщенных формул Грина для равномерно эллиптического диф-

ференциального выражения, для систем линейных эллиптических уравнений, для

уравнений линейной теории упругости приведены в п. 1.3 работы [22].

1.1.2 Об абстрактной формуле Грина для смешанных краевых

задач

В математической физике часто рассматривают такие краевые задачи, когда на

одной части границы Γ = ∂Ω области Ω ⊂ Rm задают краевое условие Дирихле, на
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другой — условие Неймана, а на третьей — так называемое третье краевое условие,

или условие Ньютона. Задачи подобного вида называют смешанными. Для таких

задач функционал, связанный с Γ = ∂Ω и фигурирующий в формуле Грина (1.5),

естественно разбить на части, отвечающие тому или иному краевому условию.

Переходя к рассмотрению этой проблемы в абстрактной форме, приходим к выво-

ду, что в формуле (1.1) желательно выражение ⟨γη, ∂u⟩G заменить при определенных

дополнительных условиях на выражение
∑l

k=1⟨γkη, ∂ku⟩Gk
, где γkη – абстрактный

аналог следа элемента η ∈ F на части Γk границы Γ, а ∂ku – соответствующий аналог

производной по внешней нормали на этой части границы.

Предположим, что для тройки пространств E, F, G и оператора γ выполнены

условия 1◦- 3◦ п. 1.1, а также следующие условия.

4.◦ Имеет место ортогональное разложение и оснащения:

G =
l⊕

k=1

Gk, ∃(G+)k, (G+)
∗
k : (G+)k ↪→ Gk ↪→ (G+)

∗
k, k = 1, l.

5.◦ В пространстве G+ действуют прямые ограниченные проекторы

pk : G+ → (̂G+)k,
l∑

k=1

pk = I+, (1.6)

причем

pk = ωkρk, k = 1, l,

где ρk : G+ → (G+)k – абстрактный оператор сужения на часть границы, а

ωk : (G+)k → (̂G+)k — абстрактный оператор продолжения нулем из (G+)k на

(̂G+)k ⊂ G+. Кроме того, будем предполагать, что

ρkωk = (I+)k, k = 1, l. (1.7)

Требуется также, чтобы ρk и ωk были ограниченными операторами, а потому и

pk = ωkρk – ограничены.

Теорема 1.3. Пусть для тройки пространств E, F, G и оператора следа γ выпол-

нены условия 1◦– 3◦ п. 1.1, а также условия 4◦ и 5◦. Тогда имеет место абстрактная
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формула Грина для смешанных краевых задач в следующем виде:

(η, u)F = ⟨η, Lu⟩E +
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩Gk
, ∀η, u ∈ F,

γkη := ρkγη ∈ (G+)k, ∂ku := ω∗
k∂u ∈ (G+)

∗
k, k = 1, l.

Здесь γk — абстрактный оператор следа на часть границы области, а ∂k — аб-

страктный оператор производной по внешней нормали, действующий на этой ча-

сти границы. �

Для иллюстрации свойств 4◦ и 5◦ вернемся к рассмотрению примера из замечания

1.2, т.е. к тройке пространств L2(Ω), H
1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, и оператора следа (1.2).

Будем считать, что липшицева граница Γ области Ω ⊂ Rm неодносвязна и состоит

из трех частей: внешней границы Γ1 и двух внутренних границ Γ2 и Γ3, причем все

Γk, k = 1, 3, находятся на положительном расстоянии друг от друга.

Тогда, очевидно,

L2(Γ) =
3⊕

k=1

L2(Γk), H
1/2(Γ) = (u)3k=1H

1/2(Γk),

и так же, как и для односвязной области (см. (1.4)), имеют место соотношения

(H1/2(Γk))
∗ = H−1/2(Γk), k = 1, 3.

Отсюда следует, что для этого примера имеют место свойства 4◦.

Переходя к рассмотрению свойств 5◦, введем для любого φ = (φ1;φ2;φ3) ∈ H1/2(Γ)

операторы

ρkφ := φk := φ|Γk
, k = 1, 3.

Введем также операторы ωk продолжения нулем на оставшуюся часть границы:

ωkφk := (φk; 0; 0), k = 1, 3.

Исходя из определения нормы в пространстве H1/2(Γ), можно проверить (см. [22],

с. 92-94), что ρk : H1/2(Γ) → H1/2(Γk) – ограниченный оператор с нормой, не превы-

шающей единицы, а ωk : H1/2(Γk) → H1/2(Γ) – при условии dist(Γk,Γj) > d > 0 –
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также ограничен. Кроме того, очевидно, что для ωk и ρk выполнено свойство (1.7),

т.е. ρkωk – единичный оператор в H1/2(Γk). Отсюда следует, что pk = ωkρk, k = 1, 3,

является ограниченным проектором: pk : H1/2(Γ) → Ĥ1/2(Γk), где Ĥ1/2(Γk) – подпро-

странство в H1/2(Γ), у которого ненулевые элементы имеются лишь на Γk, k = 1, 3.

Эти факты показывают, что в разбираемом примере выполнены также свойства 5◦,

сформулированные выше (см. (1.6)-(1.7)).

Опираясь на разобранный пример, а также теорему 1.3, сформулируем следующий

вывод.

Теорема 1.4. Пусть для тройки пространств L2(Ω), H
1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, Ω ∈

Rm и оператора следа γ (см. (1.2)), липшицева граница Γ неодносвязна и разбита на

части Γk, k = 1, l, находящиеся на положительном расстоянии друг от друга, т.е.

dist(Γk,Γj) > d > 0, k, j = 1, l, k ̸= j. Тогда имеет место следующая обобщенная

формула Грина для смешанных краевых задач:

(η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−△u⟩L2(Ω) +
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ H1(Ω), (1.8)

γkη := η |Γk
∈ H1/2(Γk), ∂ku =

∂u

∂n

∣∣∣
Γk

∈ H−1/2(Γk), k = 1, l. (1.9)

�

1.1.3 Случай примыкающих друг к другу областей

Будем теперь считать, в отличие от примера, рассмотренного в п. 1.1.2, что лип-

шицева граница Γ области Ω ∈ Rm односвязна. Разобьем её на односвязные открытые

части Γk, k = 1, l, с липшицевыми границами ∂Γk. Такое разбиение называют разби-

ением на липшицевы куски.

Как известно, функции φk ∈ H1/2(Γk) не всегда продолжимы нулем на всю Γ в

классе H1/2(Γ) (см. [28] , с. 78, а также [13] , с. 116-117). Введем важные понятия,

связанные с этим обстоятельством. Пусть r(x), x ∈ Γk, – гладкая функция в Γk,

строго положительная в Γk, положительно определенная вне некоторой окрестности

границы ∂Γk, а в окрестности этой границы эквивалентная (в смысле двусторонних

оценок) расстоянию от точки x ∈ Γk до ∂Γk.
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Обозначим через H̃s(Γk), |s| 6 1, множество (линеал), состоящее из (обобщенных)

функций с носителем в Γk. Как указано в [1] , с. 76, H̃s(Γk) – это пополнение множе-

ства функций из C∞
0 (Γk), для которых имеется продолжение нулём вне Γk в классе

Hs(Γ).

Лемма 1.1. Справедливо соотношение

H̃1/2(Γk) = {φ ∈ H1/2(Γk) : r
−1/2φ ∈ L2(Γk)}.

При этом следующая норма эквивалентна стандартной норме (которая наследует-

ся из H1/2(Γ)) на классе H̃1/2(Γk):

∥φ∥2
H̃1/2(Γk)

= ∥φ∥2H1/2(Γk)
+ ∥r−1/2φ∥2L2(Γk)

.

�

Лемма 1.2. При любом s ∈ R, |s| 6 1, пространства H̃s(Γk) и H−s(Γk) дуальны

относительно спаривания в L2(Γk). В частности,

(H̃1/2(Γk))
∗ = H−1/2(Γk), (H

1/2(Γk))
∗ = H̃−1/2(Γk), k = 1, l. (1.10)

�

Как хорошо известно, пространство H1(Ω) со стандартной нормой имеет ортого-

нальное разложение, которое называют разложением Вейля:

H1(Ω) = H1
0 (Ω)⊕H1

h(Ω), (1.11)

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : γu = 0}, H1

h(Ω) := {v ∈ H1(Ω) : v −∆v = 0}. (1.12)

Для простоты H1
h(Ω) будем называть подпространством гармонических элементов из

H1(Ω).

При исследовании линейных смешанных краевых задач, содержащих заданные

функции как в уравнениях, так и в краевых условиях на разных частях границы,

естественно решения таких задач разыскивать в виде суперпозиции решений вспо-

могательных краевых задач, в которых заданные функции (неоднородности) содер-

жатся лишь в одном месте, т.е. в уравнении либо в одном из краевых условий. В
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связи с этим при использовании обобщенных формул Грина вида (1.8) следует выде-

лять такие множества (подпространства) из H1(Ω), для которых указанное свойство

суперпозиции имеет место.

Переходя к рассмотрению этого подхода, введем следующие классы функций:

Ĥ1/2(Γ) := {φ ∈ H1/2(Γ) : ρkφ ∈ H̃1/2(Γk), k = 1, l} ⊂ H1/2(Γ), (1.13)

Ĥ1(Ω) := H1
0 (Ω)⊕ {(u)lk=1H

1
h,Γk

(Ω)} ⊂ H1(Ω), (1.14)

H1
h,Γk

(Ω) := {u ∈ H1
h(Ω) : γu = 0 на Γ\Γk} = ker((I+ − ρk)γ), k = 1, l. (1.15)

Определение 1.1. Назовём след γu элемента u ∈ H1(Ω) регулярным следом пер-

вого типа по отношению к разбиению Γ = ∂Ω на липшицевы куски Γk, k = 1, l, если

для любого k элемент γku = ρkγu ∈ H̃1/2(Γk), т.е. он продолжи́м нулем на всю Γ в

классе H1/2(Γ). �

Нетрудно видеть, учитывая свойства (1.10), что регулярным следом первого типа

обладают слабые решения w ∈ H1
h(Ω) смешанной краевой задачи

w −∆w = 0 (в Ω), w = 0 (на Γ\Γk),
∂w

∂n

∣∣∣
Γk

= ψk ∈ H−1/2(Γk).

Отметим еще, что, согласно определениям (1.13)-(1.15), элементы из Ĥ1(Ω) имеют

регулярный след первого типа: для любого u ∈ Ĥ1(Ω) получаем представление

u = u0 +
l∑

k=1

uk, u0 ∈ H1
0 (Ω), uk ∈ H1

h,Γk
(Ω), k = 1, l,

γu0 = 0, γkuk =: φk ∈ H̃1/2(Γk), γkuj = 0 (k ̸= j), j, k = 1, l.

При этом элементы γu ∈ Ĥ1/2(Γ) имеют сужения на Γk, продолжимые нулём на всю

Γ в классе H1/2(Γ).

Итогом проведенных рассмотрений является следующее утверждение.

Теорема 1.5. Для тройки пространств L2(Ω), H
1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, и оператора

следа γ : Ĥ1(Ω) → L2(Γ), γη := η|Γ, η ∈ Ĥ1(Ω), в области Ω ⊂ Rm с липшице-

вой границей Γ, разбитой на липшицевы куски Γk, k = 1, l, справедлива следующая

обобщенная формула Грина для смешанных краевых задач:

⟨η, u−△u⟩L2(Ω) = (η, u)H1(Ω) −
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ĥ1(Ω), (1.16)
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u−△u ∈ (H1(Ω))∗, γkη := η |Γk
∈ H̃1/2(Γk),

∂ku =
∂u

∂n

∣∣∣
Γk

∈ H−1/2(Γk), k = 1, l. (1.17)

�

1.1.4 Более общая формулировка абстрактной формулы Гри-

на для смешанных краевых задач

Формулировка абстрактной формулы Грина, выраженная теоремой 1.3, не всегда

соответствует тем классам смешанных краевых задач, которые встречаются в прило-

жениях. Именно, оператор ωk продолжения нулём с (G+)k на (̂G+)k, как было видно

из рассмотрений пп. 1.1.2, 1.1.3, полезно использовать в случаях, когда односвязные

куски Γk границы Γ = ∂Ω расположены на положительном расстоянии либо когда на

разных кусках границы ставят краевые условия Дирихле с заданными функциями

класса H̃1/2(Γk). Поэтому целесообразно получить другую форму абстрактной фор-

мулы Грина с тем, чтобы можно было использовать и краевые условия Неймана либо

Ньютона.

Переходя к рассмотрению этого вопроса в абстрактной форме, будем считать, что

выполнены свойства 4◦ п. 1.1.2, т.е.

G =
l⊕

k=1

Gk, (G+)k ↪→ Gk ↪→ (G+)
∗
k, k = 1, l, (1.18)

а также следующие свойства.

(5◦)′. Для операторов pk : G+ → (̂G+)k имеем соотношения

pk = ωkρk, k = 1, l, ρkωk = (I+)k, k = 1, l,
l∑

k=1

pk = I+, (1.19)

где (I+)k — единичный оператор в (G+)k. При этом ρk — оператор сужения с G+

на (G+)k, а ωk — оператор продолжения с (G+)k на (̂G+)k, но не обязательно

нулем. Предполагается также, что ρk : G+ → (G+)k и ωk : (G+)k → (̂G+)k —

непрерывные операторы.
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Заметим, что в сформулированных предположениях

p∗k = ρ∗kω
∗
k, ρ

∗
k : (G+)

∗
k → (G+)

∗, ω∗
k : (̂G+)

∗

k → (G+)
∗
k, k = 1, l, (1.20)

где ω∗
k — ограниченный оператор сужения с (̂G+)

∗

k на (G+)
∗
k, а ρ∗k — ограниченный

оператор продолжения с (G+)
∗
k на (G+)

∗.

Теорема 1.6. Пусть для тройки пространств E, F, G и оператора следа γ выпол-

нены условия 1◦ − 3◦ п. 1.1.1, условие 4◦ п. 1.1.2 (см. (1.18)), а также условие (5◦)′

(см. (1.19)) либо условие (1.20). Тогда имеет место абстрактная формула Грина

для смешанных краевых задач в следующей форме:

⟨η, Lu⟩E = (η, u)F −
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩Gk
, ∀η, u ∈ F,

γkη := ρkγη ∈ (G+)k, ∂ku := ω∗
k∂u ∈ (G+)

∗
k,

где ρk и ω∗
k — операторы со свойствами (1.19),(1.20). �

Вернёмся снова к тройке пространств L2(Ω), H
1(Ω) и L2(Γ), Γ = ∂Ω, где Ω ⊂ Rm

— область с липшицевой границей Γ, разбитой на липшицевы куски Γk, k = 1, l.

Введем одно важное понятие, относящееся к возможности продолжения элементов

из Hs(Γk), |s| 6 1, до элементов из Hs(Γ). Оказывается, при сформированных вы-

ше предположениях такое продолжение возможно многими способами, однако один

из них является универсальным, и он предложен в работе [50] для случая, когда

функции из Hs(Ω) продолжаются до функций из Hs(Rm). Как указано в работе [40],

аналогичный факт имеет место и для продолжения функций из Hs(Γk), |s| 6 1, до

функций из Hs(Γ). При этом в обоих случаях оператор продолжения не зависит от

s. Сформулируем итоговое утверждение в виде леммы, которая понадобится в даль-

нейшем.

Лемма 1.3. (см. В.С. Рычков [50], а также М.С. Агранович [40]). Пусть липшицева

граница Γ = ∂Ω области Ω ⊂ Rm разбита на липшицевы куски Γk, k = 1, l. Тогда

существует линейный оператор ωk (оператор В.С. Рычкова) продолжения функций

из Hs(Γk) с Γk на всю Γ функциями из Hs(Γ). При этом

∥ωkφk∥Hs(Γ) 6 ck∥φk∥Hs(Γk), ∀φk ∈ Hs(Γk), |s| 6 1,
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причем ck не зависит от s. �

Введем теперь операторы сужения и продолжения такие, что для них выполне-

ны общие требования из теоремы 1.6. Пусть ρk : H1/2(Γ) → H1/2(Γk) — ограничен-

ный оператор сужения (∥ρk∥H1/2(Γ)→H1/2(Γk)
6 1), а ρ∗k : (H1/2(Γk))

∗ = H̃−1/2(Γk) →

(H1/2(Γ))∗ = H−1/2(Γ) — сопряженный ему ограниченный оператор продолжения ну-

лем:

ρ∗kψk =

{
ψk (на Γk), ψk ∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l.

0 (на Γ\Γk).

Введем также ограниченный оператор продолжения (оператор Рычкова)

ωk : H
1/2(Γk) → H1/2(Γ). Тогда

ω∗
k : (H1/2(Γ))∗ = H−1/2(Γ) → (H1/2(Γk))

∗ = H̃−1/2(Γk)

— ограниченный оператор сужения.

Введем ещё пространство

Ȟ−1/2(Γ) := (u)lk=1Ȟ
−1/2(Γk) ⊂ H−1/2(Γ), (1.21)

Ȟ−1/2(Γk) := {ρ∗kψk : ψk ∈ H̃−1/2(Γk)} ⊂ H−1/2(Γ),

а также ограниченные операторы

p∗k = ρ∗kω
∗
k : H−1/2(Γ) → H−1/2(Γ).

Очевидно, операторы p∗k обладают свойствами

ω∗
kρ

∗
kψk = ψk ∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l,

а потому в пространстве Ȟ−1/2(Γ) имеем

p∗k = (p∗k)
2, p∗kp

∗
j = 0 (k ̸= j),

l∑
k=1

p∗k = (Ǐ−),

где (Ǐ−) – единичный оператор в Ȟ−1/2(Γ).

Таким образом, в пространстве Ȟ−1/2(Γ) выполнены общие требования (1.18)-

(1.20), где

(G+)k = H1/2(Γk), Gk = L2(Γk), (G+)
∗
k = H̃−1/2(Γk), k = 1, l.
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Введем теперь по аналогии с (1.13)-(1.15) классы функций, связанных не с за-

дачей Дирихле, а с задачей Неймана. Именно, введем пространство (1.21), а также

пространство

Ȟ1(Ω) = H1
0 (Ω)⊕ Ȟ1

h(Ω) := H1
0 (Ω)⊕ {(u)lk=1Ȟ

1
h,Γk

(Ω)} ⊂ H1(Ω), (1.22)

Ȟ1
h,Γk

(Ω) = H1
h(Ω) ∩H1

Γ\Γk
(Ω), (1.23)

H1
Γ\Γk

(Ω) := {u ∈ H1(Ω) :
∂u

∂n

∣∣∣
Γ\Γk

= 0}. (1.24)

Определение 1.2. Назовём след γu элемента u ∈ H1(Ω) регулярным следом вто-

рого типа, если для любого k ∈ 1, l элемент u = u0 + uh, u0 ∈ H1
0 (Ω), uh ∈ H1

h(Ω),

обладает свойствами

∂kuh = ω∗
k∂uh = (∂uh/∂n)Γk

∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l.

Т.е. (∂uh/∂n)Γk
продолжи́м нулем на всю Γ в классе H−1/2(Γ) = (H1/2(Γ))∗. �

Согласно определениям (1.22)-(1.24) элементы из Ȟ1(Ω) имеют регулярный след

второго типа: для любого u ∈ Ȟ1(Ω) имеет место представление

u = u0 +
l∑

k=1

uk, u0 ∈ H1
0 (Ω), uk ∈ Ȟ1

h,Γk
(Ω), k = 1, l,

γu0 = 0, ∂kuk = (∂uk/∂n)Γk
∈ H̃−1/2(Γk),

∂kuj = 0 (k ̸= j), k, j ∈ 1, l.

В качестве следствия из теоремы 1.6 и проведенных выше построений приходим

к такому выводу.

Теорема 1.7. Для тройки пространств L2(Ω), Ȟ
1(Ω) ⊂ H1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω,

и оператора следа γ : H1(Ω) → H1/2(Γ), γη := η|Γ, в области Ω ⊂ Rm с липши-

цевой границей Γ, разбитой липшицевы куски Γk, k = 1, l, справедлива следующая

обобщенная формула Грина для смешанных краевых задач:

(η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−△u⟩L2(Ω) +
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ȟ1(Ω), (1.25)
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γkη := η |Γk
∈ H1/2(Γk), u = u0 + uh, γu0 = 0, ∂kuh = (∂u/∂n)Γk

∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l.

(1.26)

�

Рассмотрения этого параграфа (см. теоремы 1.3 – 1.7) показывают, что вид обоб-

щенной формулы Грина для смешанных краевых задач при исследовании классиче-

ских проблем следует выбирать, исходя из вида области Ω ⊂ Rm и характера краевых

условий, заданных на Γ = ∂Ω.

1.2 Общая схема рассмотрения абстрактных краевых

задач сопряжения

1.2.1 К постановке задачи

Рассмотрим сначала простой пример задачи сопряжения для проблемы матема-

тической физики, порожденной оператором Лапласа, точнее дифференциальным вы-

ражением u − ∆u. Будем считать, что конфигурация областей, в которых рассмат-

ривается эта задача, представляет собой дважды разрезанный банан (см. рис. 1.1)

Рис 1.1

Обозначим через Γjj, j = 1, 3, внешние свободные границы, а через Γkj (k ̸= j)

— ту часть границы Γj = ∂Ωj, которая стыкуется с частью Γjk границы Γk = ∂Ωk.
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При этом очевидно, что Γjk = Γkj. Полагаем, что области Ωk ⊂ Rm имеют липшице-

вы границы, разбитые на липшицевы куски Γkj. Будем обозначать через γkjuj след

функции uj, заданной в области Ωj, на границе Γkj, а через ∂kjuj – соответствующую

производную по внешней нормали.

Сформулируем теперь постановку задачи сопряжения для данной совокупности

областей Ωj, j = 1, 3.

Требуется найти такие функции uj(x) ∈ H1(Ωj), j = 1, 3, что для них выполнены

уравнения

uj −∆uj = fj (в Ωj), j = 1, 3, (1.27)

внешние граничные условия Дирихле

γjjuj = φj (на Γjj), j = 1, 3, (1.28)

а также условия сопряжения на стыках:

γ21u1 − γ12u2 = φ21, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 (на Γ21 = Γ12), (1.29)

γ32u2 − γ23u3 = φ32, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ32 (на Γ32 = Γ23). (1.30)

Здесь fj — заданные функции в Ωj, j = 1, 3, φj — заданные функции на внешних

границах Γjj, j = 1, 3, функции φ21 и φ32 задают разрывы следов, а ψ21 и ψ32 —

разрывы производных по внешним нормалям на границах стыка областей.

Приведем теперь формулировку абстрактной задачи сопряжения, частным слу-

чаем которой является проблема (1.27)–(1.30).

Пусть имеется набор пространств Ej, Fj, Gj и операторов следа γj, j = 1, 3, та-

ких, что для них выполнены условия теоремы 1.1 и потому имеется три абстрактные

формулы Грина:

⟨ηj, Ljuj⟩Ej
= (ηj, uj)Fj

− ⟨γjηj, ∂juj⟩Gj
, ∀ηj, uj ∈ Fj.

Более того, будем считать, что для каждого j = 1, 3 выполнены свойства (1.18)– (1.20)

и потому справедливы утверждения теоремы 1.6. Тогда по аналогии с проблемой

(1.27)–(1.30) (см. рис. 2.1) будем считать, что для граничных пространств Gj, j = 1, 3,

выполнены соотношения

G1 = G11 ⊕G21, G2 = G22 ⊕G12 ⊕G32, G3 = G33 ⊕G23, (1.31)
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причем каждое из этих подпространств имеет оснащение:

(G+)jj ↪→ Gjj ↪→ (G+)
∗
jj, j = 1, 3,

(G+)21 = (G+)12 ↪→ G21 = G12 ↪→ (G+)
∗
21 = (G+)

∗
12,

(G+)32 = (G+)23 ↪→ G32 = G23 ↪→ (G+)
∗
32 = (G+)

∗
23.

(1.32)

При этих предположениях по теореме 1.6 будем иметь следующие тождества (аб-

страктные формулы Грина для смешанных краевых задач):

(η1, u1)F1 = ⟨η1, L1u1⟩E1 + ⟨γ11η1, ∂11u1⟩G11 + ⟨γ21η1, ∂21u1⟩G21 , ∀η1, u1 ∈ F1, (1.33)

(η2, u2)F2 = ⟨η2, L2u2⟩E2 + ⟨γ22η2, ∂22u2⟩G22+

+ ⟨γ12η2, ∂12u2⟩G12 + ⟨γ32η2, ∂32u2⟩G32 , ∀η2, u2 ∈ F2, (1.34)

(η3, u3)F3 = ⟨η3, L3u3⟩E3 + ⟨γ33η3, ∂33u3⟩G33 + ⟨γ23η3, ∂23u3⟩G23 , ∀η3, u3 ∈ F3. (1.35)

Формулировка абстрактной задачи сопряжения в рассматриваемом случае такова:

требуется найти элементы uj ∈ Fj, j = 1, 3, для которых выполнены уравнения

Ljuj = fj (j = 1, 3), (1.36)

внешние граничные условия

γjjuj = φj (j = 1, 3), (1.37)

а также условия сопряжения на стыковых граничных пространствах:

γ21u1 − γ12u2 = φ21, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 (на Γ21 = Γ12), (1.38)

γ32u2 − γ23u3 = φ32, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ32 (на Γ32 = Γ23). (1.39)

Элементы fj и φjj заданы, j = 1, 3, а φ21, φ32, ψ21 и ψ32 задают разрывы следов

элементов uj и их производных по нормали.

Таким образом, абстрактная задача сопряжения, порожденная проблемой (1.27)–

(1.30), состоит в решении проблемы (1.36)–(1.39) на основе использования абстракт-

ных формул Грина (1.33)–(1.35).
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1.2.2 Общая схема исследования абстрактных задач сопряже-

ния

Целью дальнейших рассмотрений является получение необходимых и достаточ-

ных условий разрешимости задачи (1.36)–(1.39), а также представление этого реше-

ния через операторы вспомогательных (абстрактных) краевых задач. При этом будет

использован, как уже упоминалось, принцип суперпозиции, позволяющий предста-

вить решение задачи (1.36)–(1.39) в виде суммы решений вспомогательных краевых

задач, содержащих неоднородности (заданные элементы) лишь в одном месте, т.е.

либо в уравнении, либо в одном из краевых условий.

Эта общая схема состоит из четырех этапов. Именно, слабое (вариационное) ре-

шение задачи (1.36)–(1.39), т.е.

u = (u1, u2, u3) ∈
3⊕

k=1

Fk =: F, (1.40)

будем разыскивать в виде суммы

(u1, u2, u3) =
4∑

j=1

(uj1, uj2, uj3), (1.41)

где uj = (uj1, uj2, uj3), j = 1, 4, – слабые решения формулируемых ниже вспомога-

тельных задач.

Первая вспомогательная задача (задача Зарембы)

L1u11 = 0, γ11u11 = φ1; ∂21u11 = 0, (1.42)

L2u12 = 0, γ22u12 = φ2; ∂12u12 = 0, ∂32u12 = 0, (1.43)

L3u13 = 0, γ33u13 = φ3; ∂23u23 = 0. (1.44)

Здесь уравнения и условия Неймана на стыке однородные, а условия Дирихле на

внешних границах неоднородные. При этом задача (1.42) распадается на три незави-

симые задачи Зарембы для функций u1k, k = 1, 3.

Переходя к рассмотрению задачи (1.42)–(1.44), заметим, что для её решения u11 ∈

F1 должно выполняться необходимое условие (см. (1.32))

γ11u11 = φ1 ∈ (G+)11 ⊂ G11. (1.45)
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Будем считать, что это условие выполнено, и воспользуемся оператором продолжения

ω11 : (G+)11 → (G+)1, который в условиях теоремы 1.6 существует и ограничен. Тогда

элемент φ̂1 := ω11φ1 ∈ (G+)1. Будем разыскивать решение задачи (1.42) в виде суммы

u11 = v11 + w11,

где v11 и w11 – слабые решения задач

L1v11 = 0, γ1v11 = φ̂1, (1.46)

L1w11 = 0, γ11w11 = 0, ∂21w11 = −∂21v11 =: δ21. (1.47)

Напомним (см. [22]), что имеет место ортогональное разложение

F1 = N1 ⊕M1, N1 := ker γ1, M1 = kerL1,

причем между элементами v11 ∈ M1 и их следами γ1v11 имеет место изоморфизм и

даже изометрия при соответствующем выборе нормы в (G+)1. Отсюда следует, что

при любом φ̂1 ∈ (G+)1 задача (1.46) имеет единственное решение v11 = γ̃−1
1 φ̂1 =

γ̃−1
1 ω11φ1 ∈ M1 ⊂ F1, где γ̃1 = γ1|M1 . Тогда, как следует из рассмотрений первого

параграфа,

δ21 := −∂21v11 ∈ (G+)
∗
21. (1.48)

Назовем слабым решением задачи (1.47) такой элемент w11 ∈ M1, для которого

выполнено тождество

(η1, w11)F1 = ⟨γ21η1, δ21⟩G21 , ∀η1 ∈ F0,G11 , (1.49)

F0,G11 := {η1 ∈ F1 : γ11η1 = 0}.

В (1.49) правая часть является линейным ограниченным функционалом в (G+)21 то-

гда и только тогда, когда выполнено условие (1.48). Поэтому задача (1.49) имеет

единственное слабое решение

w11 ∈ F0,G11 ∩M1 =:M0,G11 ⊂ F1. (1.50)

Эти рассмотрения, а также аналогичные рассмотрения задач (1.43), (1.44) приво-

дят к следующему выводу.
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Теорема 1.8. Каждая из задач Зарембы (1.42)–(1.44) имеет единственное слабое

решение u1k ∈Mk ⊂ Fk, k = 1, 3, тогда и только тогда, когда выполнены условия

φk ∈ (G+)kk ⊂ Gkk, k = 1, 3. (1.51)

�

Отсюда следует, что решение задачи (1.42) - (1.44) имеет вид

u(1) = (u11;u12;u13), u1k = γ̃−1
kk φk, k = 1, 3, (1.52)

где γ̃−1
kk : (G+)kk →Mk ⊂ Fk – ограниченные (и ограниченно обратимые) операторы,

γ̃kk := γ|Gkk
.

Вторая вспомогательная задача (задача Стеклова)

Найти набор элементов

u(2) = (u21;u22;u23) ∈ F =
3⊕

k=1

Fk (1.53)

из следующей системы уравнений и краевых условий:

Lku2k = 0, γkku2k = 0, k = 1, 3,

γ21u21 − γ12u22 = φ̃21 := φ21 − γ21u11 + γ12u12,

∂21u21 + ∂12u22 = 0,

γ32u22 − γ23u23 = φ̃32 := φ32 − γ32u12 + γ23u13,

∂32u22 + ∂23u23 = 0.

(1.54)

Здесь φ21 и φ32 — заданные элементы, а u11, u12 и u13 — компоненты решения u(1)

первой вспомогательной задачи (1.42)–(1.44).

Представим последнюю группу условий на стыках в виде

∂21u21 = −∂12u22 =: χ21, ∂32u22 = −∂23u23 =: χ32.

Если элементы χ21 и χ32 известны, то для нахождения u2k, k = 1, 3, возникают три

задачи вида (1.47):

L1u21 = 0, γ11u21 = 0; ∂21u21 = χ21; (1.55)

L2u22 = 0, γ22u22 = 0; ∂12u22 = −χ21, ∂32u22 = χ32; (1.56)
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L3u23 = 0, γ33u23 = 0; ∂23u23 = −χ32. (1.57)

Определим, как и в (1.49), слабое решение задачи (1.55) посредством тождества

(η1, u21)F1 = ⟨γ21η1, χ21⟩G21 , ∀η1 ∈ F0,G11 . (1.58)

Если χ21 ∈ (G+)
∗
21, то существует единственное слабое решение

u21 =: V21χ21 ∈M0,G11 ⊂M1 ⊂ F1, (1.59)

где V21 ∈ L((G+)
∗
21, M0,G11), т.е. является линейным ограниченным оператором, дей-

ствующим из (G+)
∗
21 в M0,G11 . Заметим ещё, что если χ21 ∈ G21 (см. (1.31), (1.32)), то

задача (1.55) имеет единственное обобщенное решение.

Аналогичным образом, представляя решение задачи (1.56) в виде суммы двух

слагаемых, которые определяются элементами −χ21 и χ32, используя формулу Грина

(1.34) и определяя для этих слагаемых слабые решения посредством тождеств вида

(1.58), приходим к выводу, что при условиях

χ21 ∈ (G+)
∗
21, χ32 ∈ (G+)

∗
32

задача (1.56) имеет единственное слабое решение, выражаемое формулой

u22 = V12(−χ21) + V32(χ32), (1.60)

V12 ∈ L((G+)
∗
21, M0,G22), V32 ∈ L((G+)

∗
32, M0,G22),

M0,G22 = F0,G22 ∩M2, F0,G22 = {η2 ∈ F2 : γ22η2 = 0}. (1.61)

Если χ21 ∈ G21, χ32 ∈ G32 (см. (1.31)), то задача (1.56) имеет единственное обобщенное

решение, также выражаемое формулой (1.60).

Наконец, при условии χ32 ∈ (G+)
∗
32 задача (1.57), аналогично задаче (1.55), имеет

единственное слабое решение

u23 = V23(−χ32), V23 ∈ L((G+)
∗
32, M0,G33), (1.62)

а при χ32 ∈ G32 формула (1.62) даёт её обобщенное решение.

Имея представления (1.59), (1.60) и (1.62) для слабых решений вспомогательных

задач (1.55)–(1.57) и опираясь на первую группу граничных условий на стыке в (1.54),
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получим следующие уравнения для нахождения неизвестных до сих пор элементов

χ21 и χ32:

γ21V21χ21 − γ12(V12(−χ21) + V32χ32) = φ̃21,

γ32(V12(−χ21) + V32χ32)− γ23(−V23χ32) = φ̃32. (1.63)

Перепишем эту систему в виде:C11 C12

C21 C22

χ21

χ32

 =

φ̃21

φ̃32

 , (1.64)

C11 := γ21V21 + γ12V12 ∈ L((G+)
∗
21, (G+)21),

C12 := −γ12V32 ∈ L((G+)
∗
32, (G+)21),

C21 := −γ32V12 ∈ L((G+)
∗
21, (G+)32),

C22 := γ32V32 + γ23V23 ∈ L((G+)
∗
32, (G+)32),

(1.65)

и будем рассматривать (1.64) как отображение

Cχ = φ̃, C := (Cjk)
2
j,k=1, (1.66)

φ̃ := (φ̃21; φ̃32)
τ ∈ (G+)21(u)(G+)32;

χ := (χ21;χ32)
τ ∈ (G+)

∗
21(u)(G+)

∗
32.

Назовём операторную матрицу C матрицей В.А. Стеклова; в задаче (1.54) она пере-

водит данные Неймана в данные Дирихле.

Опираясь на свойства операторов γjk = ρjkγk, Vjk, а также слабых и обобщен-

ных решений вспомогательных задач (1.55)–(1.57), изучим общие свойства оператора

Стеклова из (1.66), (1.65).

Лемма 1.4. Операторы γjk : Fk → Gjk и Vjk : (Gjk)
∗ → M0,Gkk

⊂ Fk взаимно

сопряжены.

Доказательство. Проверим сначала, что γ21 и V21 взаимно сопряжены. С этой целью

подставим представление (1.59) для слабого решения вспомогательной задачи (1.55)

в тождество (1.58); будем иметь соотношение

(η1, V21χ21)F1 = ⟨γ21η1, χ21⟩G21 , ∀η1 ∈ F0,G11 , ∀χ21 ∈ (G+)
∗
21. (1.67)
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Аналогично проверяется, исходя из тождества

(η3, u23)F3 = ⟨γ23η3, (−χ32)⟩G32 , ∀η3 ∈ F0,G33 , ∀χ32 ∈ (G+)
∗
32, (1.68)

а также представления (1.62) для u23, что γ23 и V23 тоже взаимно сопряжены. Наконец,

свойства взаимной сопряженности γ12 и V12, а также γ32 и V32, следуют из тождеств

(η2, v22)F2 = ⟨γ12η2, (−χ21)⟩G21 , ∀η2 ∈ F0,G22 , ∀χ21 ∈ (G+)
∗
21, (1.69)

(η2, w22)F2 = ⟨γ32η2, χ32⟩G32 , ∀η2 ∈ F0,G22 , ∀χ32 ∈ (G+)
∗
32, (1.70)

а также соотношений (см. (1.60))

v22 = V12(−χ21), w22 = V32χ32, u22 = v22 + w22, (1.71)

которые выполнены для слабых решений задачи (1.56).

Лемма 1.5. Оператор C из (1.65), (1.66),

C : (G+)
∗
21(u)(G+)

∗
32 → (G+)21(u)(G+)32,

является положительным оператором:

⟨Cχ, χ⟩ =
3∑

k=1

∥u2k∥2Fk
, (1.72)

где u2k, k = 1, 3, — слабые решения вспомогательных задач (1.55)– (1.57).

Доказательство. Оно основано на тождествах (1.58), (1.69), (1.70), представлениях

(1.59), (1.62), (1.71) и свойствах взаимной сопряженности операторов γjk и Vjk. Имеем

⟨Cχ, χ⟩ = ⟨C11χ21, χ21⟩G21 + ⟨C12χ32, χ21⟩G21 + ⟨C21χ21, χ32⟩G32+

+⟨C22χ32, χ32⟩G32 = ⟨γ21V21χ21, χ21⟩G21 + {−⟨γ12(V32χ32 + V12(−χ21)), χ21⟩G21+

+⟨γ32(V32χ32 + V12(−χ21)), χ32⟩G32}+ ⟨γ23V23(−χ32), (−χ32)⟩G32 =

= ∥V21χ21∥2F1
+ ∥V32χ32 + V12(−χ21)∥2F2

+ ∥V23(−χ32)∥2F3
=

3∑
k=1

∥u2k∥2Fk
.
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Из тождества (1.72), а также из (1.31), (1.32), получаем, что существует обрат-

ный оператор C−1, действующий из (G+)21(u)(G+)32 на (G+)
∗
21(u)(G+)

∗
32, тогда этот

оператор по теореме Банаха ограничен. Поэтому задача (1.66) имеет единственное

решение

χ = (χ21;χ32)
τ = C−1φ̃ = C−1(φ̃21; φ̃32)

τ .

Итогом проведенных рассмотрений является такой вывод.

Теорема 1.9. Задача Стеклова (1.53) имеет единственное слабое решение

u(2) = (u21;u22;u23)
τ ∈

3⊕
k=1

M0,Gkk
⊂

3⊕
k=1

Fk, k = 1, 3,

тогда и только тогда, когда выполнены условия (1.51), а также условия

φ21 ∈ (G+)21, φ32 ∈ (G+)32. (1.73)

При этом имеет место следующее представление для её решения:

u(2) = (u21;u22;u23)
τ = (V21χ21;V32χ32 − V12χ21;−V32χ32)

τ , (1.74)

χ = (χ21;χ32)
τ = C−1(φ21 − γ21γ̃

−1
11 φ1 + γ12γ̃

−1
22 φ2; φ32 − γ32γ̃

−1
22 φ2 + γ23γ̃

−1
33 φ3)

τ .

Здесь операторы Vjk введены в (1.59), (1.60), (1.62), операторы γ̃−1
kk — в (1.52), опе-

раторная матрица C задана формулами (1.66), (1.65), а γjk — оператор следа из Fk

на (G+)jk (см. (1.31), (1.32)). �

Первая вспомогательная задача С.Крейна

Такое название происходит от подхода, применённого С.Крейном при исследова-

нии проблемы колебаний тяжелой вязкой жидкости в открытом сосуде (см. [26], [27],

а также [25] ,гл.6).

Эта задача в исследуемой проблеме состоит в нахождении набора элементов

u(3) = (u31;u32;u33)
τ ∈

3⊕
k=1

Fk,

которые являются решением следующей системы уравнений и краевых условий:

Lku3k = fk, γkku3k = 0, k = 1, 3,

γ21u31 − γ12u32 = 0, ∂21u31 + ∂12u32 = 0,

γ32u32 − γ23u33 = 0, ∂32u32 + ∂23u33 = 0.

(1.75)
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Здесь все граничные условия однородные, а уравнения неоднородные.

Для исследования проблемы (1.75) введём в рассмотрение подпространство, отве-

чающее "главным" краевым условиям:

W0,γ := {u = (u1;u2;u3)
τ ∈

3⊕
k=1

Fk : γkkuk = 0, k = 1, 3;

γ21u1 − γ12u2 = 0, γ32u2 − γ23u3 = 0} ⊂
3⊕

k=1

F0,Gkk
⊂

3⊕
k=1

Fk. (1.76)

Для элементов η = (η1; η2; η3)
τ и u = (u1;u2;u3)

τ из W0,γ из тождеств (1.33)–(1.34)

получаем следующую формулу Грина

3∑
k=1

(ηk, uk)Fk
=

3∑
k=1

⟨ηk, Lkuk⟩Ek
+ ⟨γ21η1, ∂21u1 + ∂12u2⟩G21+

+ ⟨γ32η2, ∂32u2 + ∂23u3⟩G32 . (1.77)

На её основе определим слабое решение задачи (1.77) как такой элемент u(3) =

(u31;u32;u33)
τ из W0,γ, для которого имеет место тождество

3∑
k=1

(ηk, u3k)Fk
=

3∑
k=1

⟨ηk, fk⟩Ek
, ∀η = (η1; η2; η3)

τ ∈ W0,γ . (1.78)

Теорема 1.10. Первая вспомогательная задача С.Крейна (1.75) имеет единствен-

ное слабое решение u(3) ∈ W0,γ тогда и только тогда, когда выполнено условие

f := (f1; f2; f3)
τ ∈ (W0,γ)

∗. (1.79)

В этом случае решение выражается формулой

u(3) = A−1f, (1.80)

где A — оператор гильбертовой пары (W0,γ;E), E :=
⊕3

k=1Ek.

В частности, если

f := (f1; f2; f3)
τ ∈ E, (1.81)

то задача (1.75) имеет единственное обобщенное решение, выражаемое той же

формулой (1.80).
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Доказательство. Перепишем коротко тождество (1.78) в виде

(η, u(3))F = ⟨η, f⟩E, ∀η ∈ W0,γ. (1.82)

Заметим теперь, что W0,γ плотно вложено в E :=
⊕3

k=1Ek, так как

N :=
3⊕

k=1

Nk ⊂ W0,γ ⊂ F =
3⊕

k=1

Fk,

а Nk и Fk плотно вложены в Ek (см. свойства 1◦ и 3◦ из п. 1.1.1). Поэтому W0,γ и E

образуют гильбертову пару пространств.

Отсюда следует, что правая часть в (1.82) является линейным ограниченным

функционалом в W0,γ тогда и только тогда, когда выполнено условие (1.79). Поэтому

по теореме Ф.Рисса получаем, что существует единственный элемент u(3) ∈ W0,γ , для

которого выполнено тождество (1.82).

Пусть A – оператор гильбертовой пары (W0,γ;E). Тогда из (1.82) и определения

оператора этой пары имеем

(η, u(3))F = ⟨η,Au(3)⟩E = ⟨η, f⟩E, ∀η ∈ W0,γ.

Отсюда и следует представление (1.80). Если же f ∈ E (см. (1.81)), то можно считать,

что оператор A задан на области определения D(A) ⊂ W0,γ = D(A1/2) ⊂ E и имеет

область значений R(A) = E. В этом случае ⟨η, f⟩E = (η, f)E и u(3) = A−1f ∈ D(A) –

обобщенное решение задачи (1.75).

Вторая вспомогательная задача С.Крейна

Эта проблема является аналогом неоднородной задачи Неймана для уравнения

Лапласа, в то время как первая вспомогательная задача С.Крейна — аналог одно-

родной задачи Неймана для уравнения Пуассона.

Требуется найти такой набор элементов

u(4) = (u41;u42;u43)
τ ∈ W0,γ ,
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которые являются решением следующей системы уравнений и граничных условий:

L1u41 = 0, γ11u41 = 0,

L2u42 = 0, γ22u42 = 0,

L3u43 = 0, γ33u43 = 0,

γ21u41 − γ12u42 = 0, ∂21u41 + ∂12u42 = ψ21,

γ32u42 − γ23u43 = 0, ∂32u42 + ∂23u43 = ψ32.

(1.83)

Здесь неоднородными являются лишь граничные условия типа Неймана.

Из формулы Грина (1.77) получаем определение слабого решения задачи (1.83):

это такой элемент u(4) ∈ W0,γ, для которого выполнено тождество

(η, u(4))F =
3∑

k=1

(ηk, u4k)Fk
= ⟨γ21η1, ψ21⟩G21 + ⟨γ32η2, ψ32⟩G32 , ∀η ∈ W0,γ. (1.84)

Теорема 1.11. Вторая вспомогательная задача С.Крейна (1.83) имеет единствен-

ное слабое решение u(4) ∈ W0,γ тогда и только тогда, когда выполнено условие

ψ21 ∈ (G+)
∗
21, ψ32 ∈ (G+)

∗
32. (1.85)

Это решение имеет вид

u(4) = B21ψ21 +B32ψ32, (1.86)

B21 ∈ L((G+)
∗
21;M0,γ), B32 ∈ L((G+)

∗
32;M0,γ), (1.87)

M0,γ = W0,γ ∩M0, M0 :=
3⊕

k=1

M0,Gkk
.

(Определение подпространств M0,Gkk
см. в (1.50), (1.61).)

Доказательство. Оно проводится по схеме доказательства существования слабого

решения задачи (1.56) и основано на том, что правая часть в (1.84) является суммой

линейных ограниченных функционалов в W0,γ тогда и только тогда, когда выполнены

условия (1.85). Поэтому слабое решение задачи (1.83) представляется в виде суммы

двух слагаемых и имеет вид (1.86) со свойствами операторов из (1.87).

Лемма 1.6. Операторы B21 и B32 из (1.86), (1.87) обладают свойствами

γ21ρ1 = γ12ρ2 = (B21)
∗, γ32ρ2 = γ23ρ3 = (B32)

∗, (1.88)

где ρk : F → Fk, k = 1, 3, – операторы сужения.
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Доказательство. Свойства γ21ρ1 = γ12ρ2 и γ32ρ2 = γ23ρ3 следуют из определения

(1.76) подпространства W0,γ , а свойства γ21ρ1 = (B21)
∗ и γ32ρ2 = (B32)

∗ — из опреде-

ления слабых решений двух слагаемых, сумма которых даёт слабое решение задачи

(1.83):

u(4) = v(4) + w(4),

(η, v(4))F = ⟨γ21ρ1η, ψ21⟩G21 , (η, w(4))F = ⟨γ32ρ2η, ψ32⟩G32 , ∀η ∈ W0,γ,

v(4) = B21ψ21, w(4) = B32ψ32.

Итоговый результат

Итогом рассмотрения исходной смешанной краевой задачи сопряжения (1.36)–

(1.39) является следующее утверждение.

Теорема 1.12. Пусть выполнены условия (см. параграф 1, теорема 1.6), обеспечи-

вающие существование абстрактных формул Грина (1.33)–(1.35). Тогда задача со-

пряжения (1.36)–(1.39) имеет единственное слабое решение в форме (1.40), (1.41) в

том и только в том случае, когда выполнены условия теорем 2.1 - 2.4, т.е. условия

(1.51), (1.73), (1.79), (1.85). При этом

u = (u1;u2;u3)
τ =

4∑
j=1

(uj1;uj2;uj3)
τ =:

4∑
j=1

u(j),

где u(j) при j = 1, 4, даются соответственно формулами (1.52), (1.74), (1.80) и

(1.86), т.е. выражаются через исходные данные через операторы введённых выше

абстрактных краевых задач. �

Следствие 1.3. То, что сумма решений четырех вспомогательных краевых задач

(Зарембы, Стеклова и двух задач С.Крейна) действительно даёт решение исходной

задачи (1.36)–(1.39), легко проверяется непосредственно. Кроме того, можно прове-

рить, опираясь на формулы Грина (1.33)–(1.35), что однородная задача имеет лишь

нулевое решение. Отсюда следует единственность представления решения исход-

ной задачи в виде суммы решений упомянутых четырех вспомогательных задач,

выражаемых приведенными итоговыми формулами.
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1.2.3 Скалярные искомые функции, оператор Лапласа, кон-

фигурация ”дважды разрезанный банан”

Вернёмся к задаче (1.27)–(1.30) (см. рис. 2.1) и применим к её исследованию об-

щую схему, изложенную в пп. 1.2.2. При этом будем использовать обобщённые фор-

мулы Грина в форме (1.16), (1.17) (теорема 1.5) либо в форме (1.25), (1.26) (теорема

1.7), а также уточним функциональные пространства, в которых будет происходить

рассмотрение вспомогательных краевых задач.

Итак, в составной области, представленной на рис. 1.1, рассмотрим следующую

задачу сопряжения:

u1 −△u1 = f1 (в Ω1), γ11u1 = φ1 (на Γ11),

u2 −△u2 = f2 (в Ω2), γ22u2 = φ2 (на Γ22),

u3 −△u3 = f3 (в Ω3), γ33u3 = φ3 (на Γ33);

γ21u1 − γ12u2 = φ21, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 (на Γ12 = Γ21),

γ32u2 − γ23u3 = φ32, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ32 (на Γ23 = Γ32).

(1.89)

Её решение ищем в виде набора u = (u1;u2;u3)
τ , причём

u = (u1;u2;u3)
τ =

4∑
j=1

(uj1;uj2;uj3)
τ =:

4∑
j=1

u(j),

где u(j), j = 1, 4, — решения четырех вспомогательных задач, которые сейчас будут

рассмотрены.

Для u(1) = (u11;u12;u13)
τ имеем задачу Зарембы, которая распадается на три неза-

висимые задачи:

u11 −△u11 = 0 (в Ω1), γ11u11 = φ1 (на Γ11), ∂21u11 = 0 (на Γ12 = Γ21); (1.90)

u12 −△u12 = 0 (в Ω2), γ22u12 = φ2 (на Γ22),

∂12u12 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂32u12 = 0 (на Γ32 = Γ23); (1.91)

u13 −△u13 = 0 (в Ω3), γ33u13 = φ3 (на Γ33), ∂23u13 = 0 (на Γ32 = Γ23). (1.92)

Рассматривая первую из них, т.е. задачу (1.90), будем считать, что её решение

u11(x) есть функция из H1
h(Ω1) (см. (1.11),(1.12)). Тогда её след γ1u11(x) на ∂Ω1 есть
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функция из H1/2(∂Ω1), а на Γ11 — след является функцией из H1/2(Γ11). Таким обра-

зом, необходимым условием разрешимости задачи (1.90) является условие

φ1 ∈ H1/2(Γ11). (1.93)

Покажем, что это условие является и достаточным для существования слабого реше-

ния задачи (1.90).

Продолжим функцию φ1, заданную на Γ11, на всю границу ∂Ω1 липшицевой об-

ласти Ω1. Это можно сделать, согласно лемме 1.3, так как по предположению ∂Γ11

— липшицева граница липшицевой поверхности Γ11. Тогда функция φ̂1 := ω11φ1 ∈

H1/2(∂Ω1), где ω11 : H1/2(Γ11) → H1/2(∂Ω1) — ограниченный оператор продолже-

ния В.С. Рычкова. Поскольку между элементами из H1
h(Ω1) и H1/2(∂Ω1) имеет место

взаимно однозначное соответствие (и даже изометрия при соответствующем выборе

эквивалентной нормы в H1/2(∂Ω1)), то существует единственный элемент

v11 = γ̂−1
1 ω11φ1 ∈ H1

h(Ω1), (1.94)

который является решением задачи

v11 −∆v11 = 0 (в Ω1), γ1v11 = ω11φ1 (на ∂Ω1). (1.95)

Для функции w11 := u11 − v11 из (1.90), (1.95) возникает задача Неймана

w11 −∆w11 = 0 (в Ω1), γ11w11 = 0 (на Γ11),

∂21w11 = −∂21v11 (на Γ12 = Γ21). (1.96)

Её слабое решение естественно рассматривать в пространстве

H1
0,Γ11

(Ω1) := {u1 ∈ H1(Ω1) : γ11u1 = 0 (на Γ11)}. (1.97)

Из условия на Γ11 в (1.96) следует, что γ21w11 ∈ H̃1/2(Γ21) (см. п. 1.3), и тогда по

лемме 1.2 получаем, что в задаче (1.96) должно быть выполнено необходимое условие

∂21v11 ∈ H−1/2(Γ21). (1.98)

Покажем, что это условие является и достаточным для существования слабого реше-

ния задачи (1.96), причём оно действительно имеет место.
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Воспользуемся формулой Грина

(η1, w11)H1(Ω1) = ⟨η1, w11 −△w11⟩L2(Ω1) + ⟨γ21η1, ∂21w11⟩L2(Γ21), (1.99)

γ21η1 ∈ H̃1/2(Γ21), ∂21w11 ∈ H−1/2(Γ21), ∀η1, w11 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1), (1.100)

которая следует из формулы (1.16) (теорема 1.5). На её основе естественно определя-

ется слабое решение w11 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1) ∩H1
h(Ω1) задачи (1.96) как такая функция, для

которой выполнено тождество

(η1, w11)H1(Ω1) = ⟨γ21η1, (−∂21v11)⟩L2(Γ21), ∀η1 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1). (1.101)

Здесь в силу (1.98) и леммы 1.2 правая часть является линейным ограниченным

функционалом в H1
0,Γ11

(Ω1). Поэтому при любом φ1 ∈ H1/2(Γ11) существует един-

ственная функция w11 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1) ∩ H1
h(Ω1), являющаяся слабым решением задачи

(1.96):

w11 =: V21(−∂21v11) = −V21∂21γ̂−1
1 ω11φ1,

где V21 : H−1/2(Γ21) → H1
0,Γ11

(Ω1) ∩H1
h(Ω1) – ограниченный оператор.

Окончательно приходим к выводу, что условие (1.93) является необходимым и

достаточным условием существования слабого решения u11 ∈ H1
h(Ω1), и это решение

выражается формулой

u11 = v11 + w11 = γ̂−1
1 ω11φ1 − V21∂21γ̂

−1
1 ω11φ1 =: γ̂−1

11 φ1, (1.102)

где γ̂−1
11 : H1/2(Γ11) → H1

h(Ω1) – ограниченный оператор.

Аналогично рассматриваются задачи (1.91) и (1.92), и итогом рассмотрения явля-

ется следующее утверждение.

Теорема 1.13. Каждая из задач Зарембы (1.90)–(1.92) имеет единственное слабое

решение u1k ∈ H1
0,Γkk

(Ωk) ∩H1
h(Ωk) тогда и только тогда, когда выполнено условие

φk ∈ H1/2(Γkk), k = 1, 3, (1.103)

и это решение выражается формулой (см. (1.102))

u1k = γ̂−1
kk φk, γ̂

−1
kk ∈ L(H1/2(Γkk); H

1
h(Ωk)), k = 1, 3. (1.104)

�
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Перейдем теперь ко второму этапу — рассмотрению задачи Стеклова примени-

тельно к проблеме (1.89). Как следует из абстрактной постановки этой задачи (см.

(1.53), (1.54)), необходимо исследовать проблему нахождения набора u(2) = (u21;u22;u23)
τ

из следующих уравнений и краевых условий:

u21 −△u21 = 0 (в Ω1), γ11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −△u22 = 0 (в Ω2), γ22u22 = 0 (на Γ22),

u23 −△u23 = 0 (в Ω3), γ33u23 = 0 (на Γ33),

(1.105)

γ21u21 − γ12u22 = φ̃21 := φ21 − γ21u11 + γ12u12,

∂21u21 = −∂12u22(=: χ21) (на Γ21 = Γ12),

γ32u22 − γ23u23 = φ̃32 := φ32 − γ32u12 + γ23u13,

∂32u22 = −∂23u23(=: χ32) (на Γ32 = Γ23).

(1.106)

Здесь (u11;u12;u13)
τ = u(1) — решение задачи Зарембы (см. (1.90)– (1.92)), а φ21 и φ32

— заданные функции.

Если функции χ21 и χ32 известны, то вместо (1.105), (1.106) возникают три распа-

дающиеся задачи Неймана. В частности, для функции u21 имеем задачу

u21 −∆u21 = 0 (в Ω1), γ11u21 = 0 (на Γ11), ∂21u21 = χ21 (на Γ21 = Γ12),

слабое решение которой будем разыскивать в пространстве

H1
0,Γ11

(Ω1) ∩H1
h(Ω1) =: H1

0,Γ11,h
(Ω1).

Эта задача уже рассмотрена выше (см. (1.96)-(1.101)). Для её слабой разрешимости

необходимо и достаточно (см. (1.98)), чтобы выполнялось условие

χ21 ∈ H−1/2(Γ21),

а тогда решение выражается формулой

u21 = V21χ21, V21 ∈ L(H−1/2(Γ21); H
1
0,Γ11,h

(Ω1)). (1.107)

Аналогичное рассмотрение двух других задач Неймана, возникающих из пробле-

мы (1.105), (1.106) и основанное на обобщенных формулах Грина

(η2, u22)H1(Ω2) = ⟨η2, u22 −∆u22⟩L2(Ω2) + ⟨γ12η2, ∂12u22⟩L2(Γ12)+
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+⟨γ32η2, ∂32u22⟩L2(Γ32), ∀η2, u22 ∈ H1
0,Γ22

(Ω2),

(η3, u23)H1(Ω3) = ⟨η3, u23 −∆u23⟩L2(Ω3) + ⟨γ23η3, ∂23u23⟩L2(Γ23), ∀η3, u23 ∈ H1
0,Γ33

(Ω3),

приводит к следующему выводу:

u22 = V12χ21 − V32χ32,

V12 ∈ L(H−1/2(Γ21); H
1
0,Γ22,h

(Ω2)), V32 ∈ L(H−1/2(Γ32); H
1
0,Γ22,h

(Ω2)),

u23 = −V23χ32, V23 ∈ L(H−1/2(Γ32); H
1
0,Γ33,h

(Ω3)).

(1.108)

Имея представления (1.107), (1.108), из главных граничных условий в (1.106) при-

ходим к системе уравнений (см. (1.63), (1.64)):C11 C12

C21 C22

χ21

χ22

 =

φ̃21

φ̃32

 , (1.109)

C11 := γ21V21 + γ12V12 ∈ L(H−1/2(Γ21); H̃
1/2(Γ21)),

C12 := −γ12V32 ∈ L(H−1/2(Γ32); H̃
1/2(Γ21)),

C21 := −γ32V12 ∈ L(H−1/2(Γ21); H̃
1/2(Γ32)),

C22 := γ32V32 + γ23V23 ∈ L(H−1/2(Γ32); H̃
1/2(Γ32)).

(1.110)

Здесь матрица Стеклова

C := (Cjk)
2
j,k=1 (1.111)

отображает H−1/2(Γ21)(u)H−1/2(Γ32) на H̃1/2(Γ21)(u)H̃1/2(Γ32) и является положи-

тельным оператором: подсчёт, основанный на преобразованиях, описанных в лемме

1.5 и на определениях операторов Vjk, аналогичных (1.67)–(1.71) (см. лемму 1.4), при-

водит к формуле (см. (1.72))

⟨Cχ, χ⟩ =
3∑

k=1

∥u2k∥2H1(Ωk)
.

Отсюда следует, что существует обратный оператор

C−1 ∈ L(H̃1/2(Γ21)(u)H̃1/2(Γ32); H
−1/2(Γ21)(u)H−1/2(Γ32)),

и тогда решение задачи (1.109) существует и единственно при

φ̃ = (φ̃21; φ̃32)
τ ∈ H̃1/2(Γ21)(u)H̃1/2(Γ32).
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Теорема 1.14. Пусть в задаче (1.105), (1.106) выполнены условия (1.103), а также

условия согласования

φ̃21 := φ21 − γ21u11 + γ12u12 ∈ H̃1/2(Γ21),

φ̃32 := φ32 − γ32u12 + γ23u13 ∈ H̃1/2(Γ32),
(1.112)

где (u11;u12;u13)
τ — слабое решение вспомогательной задачи Зарембы (1.90)–(1.92).

Тогда задача Стеклова (1.105), (1.106) имеет единственное слабое решение

u(2) = (u21;u22;u23)
τ ∈ H1

0,Γ11,h
(Ω1)(u)H1

0,Γ22,h
(Ω2)(u)H1

0,Γ33,h
(Ω3),

представимое формулами

u(2) = (V21χ21; V32χ32 − V12χ21; −V32χ32)
τ ,

χ := (χ21; χ32)
τ = C−1(φ̃21; φ̃32)

τ ,
(1.113)

где операторы Vjk введены формулами (см. (1.67), (1.69)-(1.71))

(η1, V21χ21)H1(Ω1) := ⟨γ21η1, χ21⟩L2(Γ21), ∀η1 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1), ∀χ21 ∈ H−1/2(Γ21); (1.114)

(η3, V23χ32)H1(Ω3) := ⟨γ23η3, χ32⟩L2(Γ32), ∀η3 ∈ H1
0,Γ33

(Ω3), ∀χ32 ∈ H−1/2(Γ32);

(η2, V12χ21)H1(Ω2) := ⟨γ12η2, χ21⟩L2(Γ21), (η2, V32χ32)H1(Ω2) := ⟨γ32η2, χ32⟩L2(Γ32),

∀η2 ∈ H1
0,Γ22

(Ω1), ∀χ21 ∈ H−1/2(Γ21), ∀χ21 ∈ H−1/2(Γ21).

Соответственно операторная матрица Стеклова C (см. (1.111)) введена посред-

ством её элементов (1.110), а операторы γjk — это операторы следа из H1
0,Γkk

(Ωk)

на H̃1/2(Γjk) (j ̸= k). �

Третьим этапом, согласно общей схеме параграфа 2, является рассмотрение пер-

вой вспомогательной задачи С.Крейна, порожденной проблемой (1.89), (1.90):

u(3) = (u31;u32;u33)
τ ∈

3⊕
k=1

H1(Ωk) =: H1(Ω),

u3k −△u3k = fk (в Ωk), γkku3k = 0 (на Γkk), k = 1, 3; (1.115)

γ21u31 − γ12u32 = 0, ∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ21),

γ32u32 − γ23u33 = 0, ∂32u32 + ∂23u33 = 0 (на Γ32).
(1.116)
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Введём в H1(Ω) подпространство H1
0,Γ(Ω) наборов элементов (u31;u32;u33), для

которых выполнены главные (с вариационной точки зрения) краевые условия задачи

(1.115), (1.116), т.е.

H1
0,Γ(Ω) := {(u1;u2;u3) ∈ H1(Ω), γkkuk = 0 (на Γkk), k = 1, 3,

γ21u1 − γ12u2 = 0 (на Γ21), γ32u2 − γ23u3 = 0 (на Γ32)}.

Это подпространство плотно вложено в

L2(Ω) :=
3⊕

k=1

L2(Ωk),

так как оно содержит подпространство

H1
0,Γ(Ω) := {(u1;u2;u3) : uk ∈ H1

0 (Ωk), k = 1, 3},

где H1
0 (Ωk) плотно вложено в L2(Ωk), k = 1, 3. Поэтому (H1

0,Γ(Ω); L2(Ω)) — гильбер-

това пара пространств.

Для функций η = (η1; η2; η3)
τ и u(3) = (u31;u32;u33) из H1

0,Γ(Ω) имеем следующую

обобщенную формулу Грина:

3∑
k=1

(ηk, u3k)H1(Ωk) =
3∑

k=1

⟨ηk, u3k −∆u3k⟩L2(Ωk)+

+⟨γ21η1, ∂21u31 + ∂12u32⟩L2(Γ21) + ⟨γ32η2, ∂32u32 + ∂23u23⟩L2(Γ32).

Отсюда и из (1.115), (1.116) естественно дается определение слабого решения этой

задачи: это такой набор u(3) = (u31;u32;u33)
τ ∈ H1

0,Γ(Ω), для которого выполнено

тождество
3∑

k=1

(ηk, u3k)H1(Ωk) =
3∑

k=1

⟨ηk, fk⟩L2(Ωk), ∀u(3) ∈ H1
0,Γ(Ω).

Рассуждая так же, как и при доказательстве теоремы 1.10, приходим к следую-

щему результату.

Теорема 1.15. Первая вспомогательная задача С.Крейна (1.115), (1.116) имеет

единственное слабое решение u(3) ∈ H1
0,Γ(Ω) тогда и только тогда, когда выполнено

условие

f := (f1; f2; f3)
τ ∈ (H1

0,Γ(Ω))
∗. (1.117)
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Это решение выражается формулой

u(3) = A−1f, (1.118)

где A — оператор гильбертовой пары (H1
0,Γ(Ω); L2(Ω)).

Если, в частности,

f := (f1; f2; f3)
τ ∈ L2(Ω) =

3⊕
k=1

L2(Ωk),

то задача (1.115), (1.116) имеет единственное обобщенное решение

u(3) ∈ D(A) ⊂ D(A1/2) = H1
0,Γ(Ω),

выражаемое той же формулой (1.118). �

Рассмотрим, наконец, четвертый этап — вторую вспомогательную задачу С.Крейна,

порожденную проблемой (1.89), (1.90). Здесь для набора функций

u(4) = (u41;u42;u43)
τ ∈ H1

0,Γ(Ω)

следует рассмотреть следующую задачу:

u4k −△u4k = 0 (в Ωk), γkku4k = 0 (на Γkk), k = 1, 3; (1.119)

γ21u41 − γ12u42 = 0, ∂21u41 + ∂12u42 = ψ21 (на Γ21 = Γ12),

γ32u42 − γ23u43 = 0, ∂32u42 + ∂23u43 = ψ32 (на Γ32 = Γ23).
(1.120)

Согласно условиям (1.120) для решений из H1
0,Γ(Ω) имеем свойства

γ21u41 = γ12u42 ∈ H̃1/2(Γ21), γ32u42 = γ23u43 ∈ H̃1/2(Γ32),

а потому необходимые условия разрешимости задачи (1.119), (1.120) таковы:

ψ21 ∈ H−1/2(Γ21), ψ32 ∈ H−1/2(Γ32). (1.121)

При этом слабое решение определяется из тождества

3∑
k=1

(ηk, u4k)H1(Ωk) = ⟨γ21η1, ψ21⟩L2(Γ21) + ⟨γ32η2, ψ32⟩L2(Γ32),

∀η = (η1; η2; η3)
τ ∈ H1

0,Γ(Ω).
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Теорема 1.16. Вторая вспомогательная задача С.Крейна (1.119)–(1.120) имеет

единственное слабое решение u(4) ∈ H1
0,Γ(Ω) тогда и только тогда, когда выполнены

условия (1.121). Это решение имеет вид

u(4) = B21ψ21 +B32ψ32, (1.122)

B21 ∈ L(H−1/2(Γ21); H
1
0,Γ,h(Ω)), B32 ∈ L(H−1/2(Γ32); H

1
0,Γ,h(Ω)), (1.123)

H1
0,Γ,h(Ω) := H1

0,Γ(Ω) ∩H1
h(Ω), H

1
h(Ω) :=

3⊕
k=1

H1
h(Ωk). (1.124)

При этом операторы B21 и B32 обладают свойствами (см. (1.88))

γ21ρ1 = γ12ρ2 = (B21)
∗, γ32ρ2 = γ23ρ3 = (B32)

∗, (1.125)

где ρkη = ρk(η1; η2; η3) := ηk, k = 1, 3, – операторы сужения.

Доказательство. Оно проводится по схеме доказательства теоремы 1.11 и леммы

1.6.

Подводя итог рассмотрения четырех вспомогательных задач, порожденных исход-

ной задачей сопряжения (1.89), приходим к следующему выводу.

Теорема 1.17. Пусть области Ωk (k = 1, 3) из Rm имеют липшицевы границы ∂Ωk,

разбитые на липшицевы куски Γjk, и примыкают друг к другу, как это показано на

рис. 2.1 (конфигурация — дважды разрезанный банан). Пусть, кроме того, выпол-

нены условия существования решений четырех вспомогательных задач (см. задачи

(1.90) - (1.92), (1.105)–(1.106), (1.115)–(1.116), (1.119)–(1.120)), т.е. условия (1.103),

(1.112), (1.117), (1.121). Тогда задача сопряжения (1.89) имеет единственное слабое

решение

u = (u1;u2;u3)
τ =

4∑
j=1

(uj1;uj2;uj3)
τ =:

4∑
j=1

u(j) ∈ H1(Ω) :=
3⊕

k=1

H1(Ωk),

где слагаемые u(j) при j = 1, 4, представлены соответственно формулами (1.102),

(1.104); (1.113), (1.114); (1.118); (1.122)–(1.124). �
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Следствие 1.4. Если, в частности, в задаче (1.89) граничные условия Дирихле на

внешних границах Γkk, k = 1, 3, однородные, т.е. на них выполнены условия

γkkuk = 0 (на Γkk), k = 1, 3,

то решение задачи Зарембы нулевое, т.е. u(1) = 0. В этом случае вместо условий

согласования заданных граничных функций (1.112) имеем лишь естественные необ-

ходимые и достаточные условия

φ21 ∈ H̃1/2(Γ21), φ32 ∈ H̃1/2(Γ32).

Следствие 1.5. Если конфигурация примыкающих друг к другу липшицевых обла-

стей будет представлять собой не дважды разрезанный банан, как это показано на

рис. 2.1, а аналогичную фигуру, разрезанную n раз, то приведенный в данном пара-

графе подход примени́м и в этом случае. Отличием является лишь тот факт, что

матрица Стеклова во второй вспомогательной задаче будет задана как оператор,

действующий из прямой суммы не двух, а n экземпляров пространств функцио-

налов, заданных на границах стыка (производных по нормали от решений на этих

границах), в прямую сумму n экземпляров следов решений на границах стыка. При

этом все общие свойства решений всех четырех вспомогательных задач и соответ-

ствующие утверждения об их разрешимости сохраняются.

1.2.4 Другой пример конфигурации трёх пристыкованных об-

ластей

Рассмотрим теперь кратко задачу, в математическом отношении более простую,

чем разобранная выше задача сопряжения (1.89).

Будем считать, что область Ω1 ⊂ Rm (m > 3) с внешней липшицевой границей

Γ11 содержит внутри себя две области Ω2 и Ω3 с липшицевыми границами Γ12 = Γ21

и Γ13 = Γ31, находящимися друг от друга и от Γ11 на положительном расстоянии (см.

рис. 1.2).

В этой составной области рассмотрим задачу сопряжения снова на основе диффе-

ренциального выражения для оператора Лапласа, хотя аналогичные общие постро-
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Рис 1.2

ения можно провести и на основе равномерно эллиптического дифференциального

выражения, а также для соответствующих дифференциальных выражений, возника-

ющих для векторных полей в теории упругости, гидродинамике и в других проблемах

математической физики.

Итак, для искомых функций u1(x), u2(x) и u3(x) имеем следующую задачу сопря-

жения:

u1 −△u1 = f1 (в Ω1), γ11u1 = φ1 (на Γ11), (1.126)

u2 −△u2 = f2 (в Ω2), u3 −△u3 = f3 (в Ω3), (1.127)

γ21u1 − γ12u2 = φ21, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 (на Γ21),

γ31u1 − γ13u3 = φ31, ∂31u1 + ∂13u3 = ψ31 (на Γ31).
(1.128)

Как и ранее, будем разыскивать слабое решение в виде

u = (u1;u2;u3)
τ =

4∑
j=1

u(j) =
4∑

j=1

(uj1;uj2;uj3)
τ ⊂ H1(Ω) :=

3⊕
k=1

H1(Ωk). (1.129)

Здесь на первом этапе в проблеме Зарембы возникает краевая задача лишь для функ-

ции u11, и формально можно считать, что u12 = 0, u13 = 0. Имеем задачу

u11 −△u11 = 0 (в Ω1), γ11u11 = φ1 (на Γ11),

∂21u11 = 0 (на Γ11), ∂31u11 = 0 (на Γ31).

Как и при рассмотрении задачи (1.90), приходим к выводу, что условие

φ1 ∈ H1/2(Γ11) (1.130)
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является необходимым и достаточным для существования слабого решения u11 ∈

H1
h(Ω1), и оно выражается формулой (см. (1.102))

u11 = γ̂−1
11 φ1, γ̂−1

11 ∈ L(H1/2(Γ11); H
1
h(Ω1)). (1.131)

На втором этапе, т.е. для вспомогательной задачи Стеклова, возникает проблема

u21 −△u21 = 0 (в Ω1), γ11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −△u22 = 0 (в Ω2), u23 −△u23 = 0 (в Ω3),

γ21u21 − γ12u22 = φ̃21 := φ21 − γ21u11, ∂21u21 = −∂12u22(=: χ21) (на Γ21 = Γ12),

γ31u21 − γ13u23 = φ̃31 := φ31 − γ31u11, ∂31u21 = −∂13u23(=: χ31) (на Γ31 = Γ13).

(1.132)

Упрощающей особенностью задачи (1.126)–(1.128) является тот факт, что здесь,

как и в (1.4), имеют место свойства

(H1/2(Γ11))
∗ = H−1/2(Γ11), (H

1/2(Γ21))
∗ = H−1/2(Γ21), (H

1/2(Γ31))
∗ = H−1/2(Γ31).

Поэтому, используя соответствующие формулы Грина вида (1.8), (1.9) для областей

Ωk, k = 1, 3, а также общие рассуждения для задачи Стеклова, приходим к выводу,

что

u21 = V21χ21 + V31χ31, u22 = −V12χ21, u23 = −V13χ31, (1.133)

V21 ∈ L(H−1/2(Γ21); H
1
0,Γ11,h

(Ω1)), V31 ∈ L(H−1/2(Γ31); H
1
0,Γ11,h

(Ω1)),

V12 ∈ L(H−1/2(Γ21); H
1
h(Ω2)), V13 ∈ L(H−1/2(Γ31); H

1
h(Ω3)).

Соответствующая операторная матрица Стеклова

C =

C11 C12

C21 C22

 =

γ21V21 + γ12V12 γ21V21

γ31V21 γ31V31 + γ13V13


действует из H−1/2(Γ21)(u)H−1/2(Γ31) на H1/2(Γ21)(u)H1/2(Γ31) и обладает свойством

⟨Cχ, χ⟩ =
3∑

k=1

∥u2k∥2H1(Ωk)
, χ = (χ21, χ31)

τ .

Отсюда следует, что

(φ̃21; φ̃31)
τ = C−1χ, (1.134)
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и потому слабое решение u(2) = (u21;u22;u23)
τ задачи (1.132) существует, единственно

и выражается формулами (1.133), (1.134). При этом необходимо и достаточно, чтобы

выполнялось условие (1.130), а также условия

φ21 ∈ H1/2(Γ21), φ31 ∈ H1/2(Γ31). (1.135)

Заметим, что в этой задаче не требуется выполнения условий согласования типа

(1.107).

Рассмотрим теперь третий этап, связанный с проблемой (1.126)-(1.128), — первую

вспомогательную задачу С.Крейна:

u3k −△u3k = fk (в Ωk), γ11u31 = 0 (на Γ11),

γ21u31 − γ12u32 = 0, ∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ21),

γ31u31 − γ13u33 = 0, ∂31u31 + ∂13u33 = 0 (на Γ31).

(1.136)

Введём подпространство

H1
0,Γ(Ω) := {(u1;u2;u3)τ ∈ H1(Ω) : γ11u1 = 0 (на Γ11),

γ21u1 − γ12u2 = 0 (на Γ21), γ31u1 − γ13u3 = 0 (на Γ31)},

содержащее плотное в L2(Ω) =
⊕3

k=1 L2(Ωk) подпространство H1
0 (Ω) :=

⊕3
k=1H

1
0 (Ωk).

Как и ранее, для задачи (1.136) приходим к следующему выводу. Задача (1.136) имеет

единственное слабое решение u(3) ∈ H1
0,Γ(Ω) тогда и только тогда, когда

f := (f1; f2; f3)
τ ∈ (H1

0,Γ(Ω))
∗. (1.137)

При этом u(3) = A−1f , где A — оператор гильбертовой пары (H1
0,Γ(Ω);L2(Ω)). Если

f ∈ L2(Ω), то u(3) = A−1f ⊂ D(A) — обобщенное решение задачи (1.136).

Вторая вспомогательная задача С.Крейна для проблемы (1.126)-(1.128) формули-

руется следующим образом:

u4k −△u4k = 0 (в Ωk), k = 1, 3, γ11u41 = 0 (на Γ11),

γ21u41 − γ12u42 = 0, ∂21u41 + ∂12u42 = ψ21 (на Γ21),

γ31u41 − γ13u43 = 0, ∂31u41 + ∂13u43 = ψ31 (на Γ31).

(1.138)
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Здесь для определения слабого решения используем обобщенную формулу Грина

3∑
k=1

(ηk, u4k)H1(Ωk) =
3∑

k=1

⟨ηk, u4k −△u4k⟩L2(Ωk) + ⟨γ21η1, ∂21u41 + ∂12u42⟩L2(Γ21)+

+⟨γ31η1, ∂31u41 + ∂13u43⟩L2(Γ31),

∀η = (η1; η2; η3)
τ , u(4) = (u41;u42;u43)

τ ∈ H1
0,Γ(Ω),

и обычным образом устанавливаем, что задача (1.138) имеет слабое решение изH1
0,Γ(Ω)

тогда и только тогда, когда выполнены условия

ψ21 ∈ H−1/2(Γ21), ψ31 ∈ H−1/2(Γ31). (1.139)

Таким образом, приходим к следующему итогу. Задача сопряжения (1.126)–(1.128)

имеет слабое решение u = (u1;u2;u3)
τ ∈ H1(Ω) тогда и только тогда, когда выполнены

условия (1.130), (1.135), (1.137), (1.139). Это решение выражается формулами (1.129),

(1.131), (1.133), (1.134) u(3) = A−1f а также формулами

u(4) = B21ψ21 +B31ψ31,

B21 ∈ L(H−1/2(Γ21);H
1
0,Γ,h(Ω)), B31 ∈ L(H−1/2(Γ31);H

1
0,Γ,h(Ω)),

причем для B21 и B31 выполнены свойства, аналогичные свойствам (1.125).

Отметим еще раз, что в проблеме сопряжения (1.126)–(1.128) никаких условий

согласования заданных граничных функций не требуется.

1.2.5 Третья конфигурация: одна область с границей, гомео-

морфной сфере с тремя разрезанными ручками

Задачу сопряжения по предполагаемой схеме можно исследовать и в случае, когда

имеется лишь одна область, в которой разыскивается искомая функция, а условия

сопряжения задаются на двух или более примыкающих друг к другу участках гра-

ницы этой области. Так будет, в частности, если область Ω односвязна, а граница ∂Ω

этой области Ω ⊂ Rm (m > 3) гомеоморфна сфере с тремя разрезанными ручками

(см. рис. 1.3)
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Рис. 1.3

Обозначим часть ∂Ω вне стыков через Γ0, а на стыках Γk выделим экземпляры

Γ′
k и Γ′′

k, по которым можно достичь этих стыков по непрерывности изнутри Ω. При

этом, очевидно, на Γk = Γ′
k = Γ′′

k возможны разрывы с двух сторон как у предельных

функций γ′ku и γ′′ku, так и у производных по внешней нормали ∂′ku и ∂′′ku. Будем

считать также, как обычно, что куски Γk (k = 1, 3) — липшицевы.

В итоге возникает следующая задача сопряжения. Необходимо найти функцию

u(x), x ∈ Ω, из уравнения и граничных условий:

u−∆u = f (в Ω), γ0u = φ0 (на Γ0),

γ′ku− γ′′ku = φk, ∂′ku+ ∂′′ku = ψk (на Γk), k = 1, 3.
(1.140)

Здесь заданными функциями являются f , а также φ0, φk (k = 1, 3) и ψk (k = 1, 3).

Будем разыскивать слабое решение задачи (1.140) из пространства H1(Ω) по об-

щей схеме, предложенной выше. Тогда на первом этапе возникает задача Зарембы
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для функции u1(x):

u1 −∆u1 = 0 (в Ω), γ0u1 = φ0 (на Γ0),

∂′ku1 = 0 (на Γ′
k) ∂′′ku1 = 0 (на Γ′′

k), k = 1, 3.
(1.141)

Если слабое решение этой задачи принадлежит H1
h(Ω) ⊂ H1(Ω), то его след на

∂Ω является функцией из H1/2(∂Ω). Поэтому возникает следующее дополнительное

условие: существует функция φ ∈ H1/2(∂Ω) такая, что её сужение на Γ0 совпадает с

φ0, т.е.

ρ0φ = φ0 ∈ H1/2(Γ0), (1.142)

где ρ0 : H1/2(∂Ω) → H1/2(Γ0) – оператор сужения (он ограничен).

Тогда так же, как для рассмотренной выше задачи (1.90), в частности, для задачи

(1.96), приходим к выводу, что задача (1.141) имеет единственное слабое решение

u1 ∈ H1
h(Ω), выражаемое формулой

u1 = γ̂−1
0 φ0, γ̂

−1
0 ∈ L(H1/2(Γ0);H

1
h(Ω)). (1.143)

Здесь при доказательстве (1.143), как и в (1.99), (1.100), снова используется обобщен-

ная формула Грина в форме (1.16):

(η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−△u⟩L2(Ω) +
3∑

k=1

⟨γ′kη, ∂′ku⟩L2(Γk) +
3∑

k=1

⟨γ′′kη, ∂′′ku⟩L2(Γk), (1.144)

η, u ∈ Ĥ1(Ω) ⊂ H1(Ω), γ′kη, γ
′′
kη ∈ H̃1/2(Γk),

∂′ku, ∂
′′
ku ∈ H−1/2(Γk), k = 1, 3.

На втором этапе исследования проблемы (1.140) возникает следующая задача

Стеклова:

u2 −∆u2 = 0 (в Ω), γ0u2 = 0 (на Γ0),

(γ′k − γ′′k)u2 = φ̃k := φk − (γ′k − γ′′k)u1, ∂′ku2 = −∂′′ku2(=: χk) (на Γk), k = 1, 3. (1.145)

С использованием формулы Грина (1.144) её решение через функции χk выража-

ется в виде

u(2) =
3∑

k=1

(V ′
k − V ′′

k )χk,
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V ′
k = (γ′k)

∗ ∈ L(H−1/2(Γ′
k);H

1
0,Γ0,h

(Ω)), V ′′
k = (γ′′k)

∗ ∈ L(H−1/2(Γ′′
k);H

1
0,Γ0,h

(Ω)), (1.146)

а условия для следов функций на стыках дают уравнение
γ′1 − γ′′1

γ′2 − γ′′2

γ′3 − γ′′3

 (V ′
1 − V ′′

1 ; V
′
2 − V ′′

2 , V
′
3 − V ′′

3 )


χ1

χ2

χ3

 =


φ̃1

φ̃2

φ̃3

 (1.147)

для нахождения неизвестных χk, k = 1, 3. В силу (1.146) матрица C из (1.147), оче-

видно, самосопряженная, т.е.

⟨Cχ, χ̂⟩ = ⟨Cχ̂, χ⟩, χ, χ̂ ∈ (u)3k=1H
−1/2(Γk),

и, кроме того, положительна:

⟨Cχ, χ⟩ =
∥∥∥ 3∑

k=1

(V ′
k − V ′′

k )χk

∥∥∥2
H1(Ω)

= ∥u2∥2H1(Ω).

Поэтому система уравнений (1.147) имеет единственное решение

χ := (χ1;χ2;χ3)
τ = C−1φ̃, φ̃ := (φ̃1; φ̃2, φ̃3)

τ ∈ (u)3k=1H̃
1/2(Γk).

Значит, при выполнении этого требования на φ̃ задача (1.145) имеет единственное

слабое решение u(2) ∈ H1
0,Γ0,h

(Ω).

На третьем этапе имеем проблему

u3 −∆u3 = f (в Ω), γ0u3 = 0 (на Γ0),

(γ′k − γ′′k)u3 = 0, (∂′k + ∂′′k)u3 = 0 (на Γk), k = 1, 3.
(1.148)

Введем подпространство

H1
0,Γ(Ω) := {u ∈ H1

0,Γ0
(Ω) : (γ′k − γ′′k)u = 0 (на Γk)},

плотное в L2(Ω), т.е. (H1
0,Γ(Ω);L2(Ω)) – гильбертова пара. Из формулы Грина (1.144)

для элементов из H1
0,Γ(Ω) будем иметь тождество

(η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−∆u⟩L2(Ω) +
3∑

k=1

⟨γ′kη, (∂′k + ∂′′k)u⟩L2(Γk).

Отсюда, определяя слабое решение задачи (1.148), получаем, что при f ∈ (H1
0,Γ(Ω))

∗

эта задача имеет решение u(3) = A−1f , гдеA— оператор гильбертовой пары (H1
0,Γ(Ω);L2(Ω)).
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Наконец, на четвертом этапе возникает задача

u4 −∆u4 = 0 (в Ω), γ0u4 = 0 (на Γ0),

(γ′k − γ′′k)u4 = 0, (∂′k + ∂′′k)u4 = ψk (на Γk), k = 1, 3.

слабое решение которой при условиях ψk ∈ H−1/2(Γk), k = 1, 3, существует, един-

ственно и выражается формулой

u(4) =
3∑

k=1

Bkψk, Bk ∈ L(H−1/2(Γk);H
1
0,Γ,h(Ω)).

Подводя итоги рассмотрения задачи (1.140), приходим к выводу, что при предпо-

ложении (1.142), а также при других необходимых условиях эта задача имеет един-

ственное слабое решение u =
∑4

k=1 uk ∈ H1(Ω), где составляющие uk выражаются

приведенными выше формулами.

Следствие 1.6. Проведенные построения показывают, что аналогичным образом

рассматривается проблема в области с границей, гомеоморфной сфере с произволь-

ным числом n разрезанных ручек.

Следствие 1.7. По такой же схеме можно рассмотреть проблемы, в которых для

области Ω вместо разрезов с поверхностями Γk = Γ′
k = Γ′′

k имеются разведенные

липшицевы куски Γ′
k и Γ′′

k с одинаковыми свойствами, т.е. имеются оснащения

H̃1/2(Γ′
k) = H̃1/2(Γ′′

k) ↪→↪→ L2(Γ
′
k) = L2(Γ

′′
k) ↪→↪→ H−1/2(Γ′

k) = H−1/2(Γ′′
k), k = 1, n.

1.2.6 Конфигурация ”трижды разрезанный арбуз”

Применим теперь рассмотренную выше схему к области, разбитой на три части

(см. рис. 1.4).

Обозначим через Γjj, j = 1, 3, внешние свободные границы, а через Γkj ( k ̸= j)

– ту часть границы Γj = ∂Ωj, которая стыкуется с частью Γjk границы Γk = ∂Ωk.

При этом очевидно, что Γjk = Γkj. Полагаем, что области Ωk ⊂ Rm имеют липшицевы

границы, разбитые на липшицевы куски Γkj. Снова будем обозначать через γkjuj след

функции uj, заданной в области Ωj, на границе Γkj, а через ∂kjuj – соответствующую

производную по внешней нормали.
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Рис.1.4

Сформулируем теперь постановку задачи сопряжения для данной совокупности

областей Ωj, j = 1, 3.

Требуется найти такие функции uj(x) ∈ H1(Ωj), j = 1, 3, что для них выполнены

уравнения
u1 −△u1 = f1 (в Ω1), γ11u1 = φ1 (на Γ11),

u2 −△u2 = f2 (в Ω2), γ22u2 = φ2 (на Γ22),

u3 −△u3 = f3 (в Ω3), γ33u3 = φ3 (на Γ33).

(1.149)

На границах стыка заданы скачки функций и нормальных производных:

γ21u1 − γ12u2 = φ12, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ12 (на Γ12 = Γ21),

γ32u2 − γ23u3 = φ23, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ23 (на Γ23 = Γ32),

γ13u3 − γ31u1 = φ31, ∂13u3 + ∂31u1 = ψ31 (на Γ31 = Γ13).

(1.150)

Здесь fj – заданные функции в Ωj, j = 1, 3, φj – заданные функции на внешних

границах Γjj, j = 1, 3, функции φ21, φ32 и φ13 задают разрывы следов, а ψ21, ψ32 и

ψ13 – разрывы производных по внешним нормалям на границах стыка областей.

Будем искать слабое решение задачи (1.149) - (1.150) в виде

u = (u1;u2;u3) ∈ H1(Ω) :=
3⊕

k=1

H1(Ωk).

В силу линейности задачи будем искать это решение с помощью уже рассмот-

ренной схемы в виде суммы решений четырех вспомогательных задач, содержащих

неоднородности лишь в одном месте, т.е. либо в уравнении, либо в краевом условии.
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Получаем, что u(1) := (u11;u12;u13)
τ - решение следующей задачи Зарембы

u11 −△u11 = 0 (в Ω1), γ11u11 = φ1 (на Γ11),

u12 −△u12 = 0 (в Ω2), γ22u12 = φ2 (на Γ22),

u13 −△u13 = 0 (в Ω3), γ33u13 = φ3 (на Γ33),

(1.151)

∂21u11 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂31u11 = 0 (на Γ31 = Γ13),

∂12u12 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂32u12 = 0 (на Γ32 = Γ23),

∂13u13 = 0 (на Γ13 = Γ31), ∂23u13 = 0 (на Γ23 = Γ32).

В этой задаче уравнения и условия Неймана на стыке однородные, а условия на

внешних границах неоднородные.

Мы имеем три распадающиеся задачи Зарембы. Рассмотрим первую задачу для

функции u11:

u11 −△u11 = 0 (в Ω1), γ11u11 = φ1 (на Γ11),

∂21u11 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂31u11 = 0 (на Γ31 = Γ13).
(1.152)

Будем считать, что u11 ∈ Ȟ1(Ω1), тогда ∂11u11 ∈ H̃−1/2(Γ11), γ11u11 ∈ H1/2(Γ11).

Для задачи (1.152) естественно воспользоваться формулой Грина в следующем

виде

(η1, u11)H1(Ω1) = ⟨η1, u11 −△u11⟩L2(Ω1) + ⟨γ1η1, ∂11u11⟩L2(Γ11)+

+⟨γ21η1, ∂21u11⟩L2(Γ12) + ⟨γ31η1, ∂31u11⟩L2(Γ31), ∀η1, u11 ∈ Ȟ1(Ω1).

Рассмотрим наряду с (1.152) следующую вспомогательную задачу Неймана:

u11 −△u11 = 0 (в Ω1), ∂11u11 = ψ1 (на Γ11), ∂21u11 = 0 (на Γ21), (1.153)

∂31u11 = 0 (на Γ31).

Её слабое решение определяется из тождества:

(η1, u11)H1(Ω1) = ⟨η1, u11−△u11⟩L2(Ω1)+⟨γ21η1, ψ̃21⟩L2(Γ21)+⟨γ31η1, ψ̃31⟩L2(Γ31), η1, u11 ∈ Ȟ1(Ω1).

(1.154)

Имеем:

(η1, u11)H1(Ω1) = ⟨γ11η1, ψ1⟩L2(Γ11), ∀η1 ∈ Ȟ1(Ω1). (1.155)
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Так как для элементов η1 из Ȟ1(Ω1) выполнено свойство γ11η1 ∈ H1/2(Γ11), то

правая часть в (1.155) будет линейным ограниченным функционалом в Ȟ1
Γ11

(Ω1) тогда

и только тогда, когда

ψ1 ∈ H̃−1/2(Γ11).

В этом случае задача (1.153) имеет единственное слабое решение

u11 =: V11ψ1, V11 ∈ L(H̃−1/2(Γ11); Ȟ
1
h(Ω1)),

Ȟ1
h(Ω1) = Ȟ1(Ω1) ∩H1

h(Ω1).

Введем теперь оператор

C11 := γ11V11 ∈ L(H̃−1/2(Γ11);H
1/2(Γ11)), (1.156)

который называют оператором Стеклова.

Лемма 1.7. Операторы

γ11 : H
1
h(Ω1) → H1/2(Γ11), V11 : H̃

−1/2(Γ11) → Ȟ1
h(Ω1) (1.157)

взаимно сопряжены, а оператор C11 из 1.156 обладает свойством положительно-

сти:

⟨C11ψ1, ψ1⟩L1(Γ11) = ∥u11∥2H1(Ω1)
, u11 = V11ψ1.

При этом оператор

C−1
11 : H1/2(Γ11) → H̃−1/2(Γ11)

является оператором гильбертовой пары (H1/2(Γ11);L2(Γ11)).

Доказательство. Свойство взаимной сопряженности (1.157) следует непосредствен-

но из (1.155):

(η1, V11ψ1)H1(Ω1) = ⟨γ11η1, ψ1⟩L2(Γ11), ∀η1 ∈ H1
Γ11,h

(Ω1), ∀ψ1 ∈ H̃−1/2(Γ11). (1.158)

Отсюда получаем свойство положительности C11:

⟨C11ψ1, ψ1⟩L2(Γ11) = (V11ψ1, V11ψ1)H1(Ω1) = ∥u11∥2H1(Ω1)
.
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Значит, оператор C11 имеет обратный оператор C−1
11 , заданный на области значе-

ний R(C11) = H1/2(Γ11). Тогда ψ1 = C−1
11 φ1, и решение имеет вид:

u11 = V11ψ1 = V11C
−1
11 φ1 = V11(γ11V11)

−1φ1 = T11T
−1
11 γ

−1
11 φ1 =: γ̃−1

11 φ1.

Учитывая предыдущие выкладки, получаем, что слабое решение задачи (1.151)

представляется в виде

u11 = γ̃−1
11 φ1, γ̃−1

11 ∈ L(H1/2(Γ11); Ȟ
1
h(Ω1)).

Из (1.158), как и выше (см. п. 1.2.3), выводим, что C−1
11 — оператор гильбертовой

пары (H1/2(Γ11); L2(Γ11)).

Аналогичные выкладки можно проделать для решений u12, u13 и получить фи-

нальную формулу

u1k = γ̃−1
kk φk, k = 1, 3.

Отсюда приходим к следующему результату.

Теорема 1.18. Каждая из задач Зарембы имеет единственное слабое решение из

подпространства Ȟ1
Γkk

(Ωk), k = 1, 3, тогда и только тогда, когда

φk ∈ H1/2(Γkk), k = 1, 3.

При этом решение имеет вид

u1k = γ̃−1
kk φk,

где γ̃−1
kk ∈ L(H1/2(Γkk), Ȟ

1
Γkk

(Ωk)), k = 1, 3. �

Переходя ко второму этапу, сформулируем вспомогательную задачу типа Стекло-

ва для набора функций u(2) := (u21;u22;u23)
τ в следующем виде:

u21 −△u21 = 0 (в Ω1), γ11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −△u22 = 0 (в Ω2), γ22u22 = 0 (на Γ22),

u23 −△u23 = 0 (в Ω3), γ33u23 = 0 (на Γ33),

(1.159)
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γ21u21 − γ12u22 = φ̃12 := φ12 − γ21u11 + γ12u12,

∂21u21 + ∂12u22 = 0 (на Γ12 = Γ21),

γ32u22 − γ23u23 = φ̃23 := φ23 − γ32u12 + γ23u13,

∂32u22 + ∂23u23 = 0 (на Γ23 = Γ32),

γ13u23 − γ31u21 = φ̃31 := φ31 − γ13u13 + γ31u11,

∂13u23 + ∂31u21 = 0 (на Γ31 = Γ13).

Здесь все уравнения однородные, внешние условия Дирихле однородные, производ-

ные по нормали на границе стыка противоположно направлены. Имеется разрыв

лишь в условиях Дирихле на внутренних границах стыка, который задается функ-

циями φ̃ij с учетом построения решения u(1) на первом этапе.

Введем вспомогательные условия Неймана:

∂21u21 = −∂12u22 =: χ12 (на Γ12 = Γ21),

∂32u22 = −∂23u23 =: χ23 (на Γ23 = Γ32),

∂13u23 = −∂31u21 =: χ31 (на Γ31 = Γ13).

Если функции χjk ∈ H̃−1/2(Γjk) известны, то для нахождения u2k, k = 1, 3, возникают

три задачи:

1. u21 −△u21 = 0 (в Ω1), γ11u21 = 0 (на Γ11), ∂21u21 = χ12 (на Γ21 = Γ12),

∂31u21 = −χ31 (на Γ31 = Γ13), u21 ∈ Ȟ1
Γ11

(Ω1);

2. u22 −△u22 = 0 (в Ω2), γ22u22 = 0 (на Γ22), ∂12u22 = −χ12 (на Γ21 = Γ12),

∂32u22 = χ23 (на Γ32 = Γ23), u22 ∈ Ȟ1
Γ22

(Ω2);

3. u23 −△u23 = 0 (в Ω3), γ33u23 = 0 (на Γ33), ∂13u23 = χ31 (на Γ31 = Γ13),

∂23u23 = −χ23 (на Γ32 = Γ23), u23 ∈ Ȟ1
Γ33

(Ω3).

Здесь можно считать, что функции χjk, заданные на Γjk, продолжи́мы нулём на

другие куски границы и тогда они должны принадлежать H̃−1/2(Γjk). Поэтому слабые

решения этих задач ищем в пространствах Ȟh(Ωk) ∩H1
0,Γkk

(Ωk).
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Далее разобьем каждое из u2k, k = 1, 3, на два слагаемых (с неоднородностью

лишь в одном месте), определим их слабые решения и получим, что

u21 = V21(χ12) + V31(−χ31),

u22 = V12(−χ12) + V32(χ23), (1.160)

u23 = V13(χ31) + V23(−χ23),

где Vij – соответствующие операторы, Vij ∈ L(H̃−1/2(Γij); Ȟ
1(Ωk)) ∩ H1

0,Γkk
(Ωk). Те-

перь χij, i, j = 1, 3, находим из системы уравнений, которая является условиями

сопряжения Дирихле в задаче (1.159):

γ21(T21χ12 − T31χ31)− γ12(−T12χ12 + T32χ23) = φ̃12,

γ32(−T12χ12) + T32χ23)− γ23(T13χ31 − T23χ23) = φ̃23,

−γ31(T21χ12 − T31χ31) + γ13(T13χ31 − T23χ23) = φ̃31.

Пусть χ = (χ12;χ23;χ31)
τ , φ̃ = (φ̃12; φ̃23; φ̃31)

τ . Получаем из предыдущего систему

уравнений для операторной матрицы типа Стеклова: Cχ = φ̃, C : H− → H+,

C =


C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

 ,

где C11 := γ21V21 + γ12V12, C12 := −γ12V32, C13 := −γ21V31, C21 := −γ32V12, C22 :=

γ32V32 + γ23V23, C23 := −γ23V13, C31 := −γ31V21, C32 := −γ13V23, C33 := γ31V31 + γ13V13.

Как и в п. 1.2.3 получаем следующие свойства оператора C.

1◦. Операторы γjk и Vjk взаимно сопряжены.

Доказательство. Доказательство этого факта следует из соответствующих опре-

делений слабых решений. Например, для u21 получаем слабое решение из про-

странства Ȟ1(Ωk) ∩H1
0,Γkk

(Ωk) на основе формулы Грина:

(η1, u21)H1(Ω1) = ⟨η1, u21 −△u21⟩L2(Ω1) + ⟨γ21η1, χ12⟩L2(Γ12)+

+⟨γ31η1,−χ31⟩L2(Γ31), χ12 ∈ H̃−1/2(Γ12), χ31 ∈ H̃−1/2(Γ31).
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В частности, для слабого решения u21 при χ31 = 0 имеем:

(η1, u21)Ȟ1(Ω1)
= ⟨γ21η1, χ12⟩L2(Γ12), ∀η1, u21 ∈ Ȟ1(Ω1) ∩H1

0,Γ11
(Ω1).

Следовательно, существует единственное u21 = V21χ12:

(η1, V21χ12)H1(Ω1) = ⟨γ21η1, χ12⟩L2(Γ12).

Таким образом, (V21)∗ = γ21. Аналогично для других сочетаний. Вообще имеем,

как и в общей схеме, связанной с выводом абстрактной формулы Грина для

тройки гильбертовых пространств (см. [22]), (γjk)∗ = Vjk = (∂jk)
−1.

2◦. Если считать, что C действует в L2(Γ) := L2(Γ12 ∪ Γ23 ∪ Γ31), то 0 < C =

C∗ ∈ S∞(L2(Γ)). Приведенный выше C есть его расширение по непрерывности

на H− := H̃−1/2(Γ12) × H̃−1/2(Γ23) × H̃−1/2(Γ31), а R(C) = H+ := H1/2(Γ12) ×

H1/2(Γ23)×H1/2(Γ31).

3◦. Оператор C обладает свойством положительности

⟨Cχ, χ⟩L2(Γ) =
3∑

k=1

∥u2k∥2H1(Ωk)
> 0,∀χ ∈ H−.

В итоге для исходной задачи Стеклова (1.159) получаем следующий результат.

Теорема 1.19. Сформулированная вспомогательная задача Стеклова в условиях

теоремы 1.18 имеет единственное слабое решение u(2) ∈
⊕3

k=1(Ȟ
1
h(Ωk) ∩ H1

0,Γkk
(Ω))

тогда и только тогда, когда выполнены условия

φ12 ∈ H1/2(Γ12), φ23 ∈ H1/2(Γ23), φ31 ∈ H1/2(Γ31).

Решения этой задачи имеют вид (1.160) , где χij находятся по формуле

χ = C−1φ̃.

�
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Доказательство этого утверждения уже проведено в рассуждениях выше.

Теперь сформулируем аналог первой вспомогательной задачи С. Г. Крейна для

набора функций u(3) := (u31;u32;u33)
τ :

u31 −△u31 = f1 (в Ω1), γ11u31 = 0 (на Γ11),

u32 −△u32 = f2 (в Ω2), γ22u32 = 0 (на Γ22),

u33 −△u33 = f3 (в Ω3), γ33u33 = 0 (на Γ33),

(1.161)

γ21u31 − γ12u32 = 0, ∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ12 = Γ21),

γ32u32 − γ23u33 = 0, ∂32u32 + ∂23u33 = 0 (на Γ23 = Γ32),

γ13u33 − γ31u31 = 0, ∂13u33 + ∂31u31 = 0 (на Γ31 = Γ13).

В этой задаче все граничные условия однородные, а уравнения неоднородные.

Как и в п. 1.2.3, введем в рассмотрение подпространство

H1
Γ(Ω) := {u = (u1;u2;u3) ∈ H1(Ω) : γjjuj = 0 (на Γjj), j = 1, 3;

γjkuk − γkjuj = 0 (на Γjk), j, k = 1, 3} ⊂ H1(Ω),

учитывающее главные (с вариационной точки зрения) краевые условия задачи (1.161).

Запишем формулу Грина для этой задачи:

(η, u)H1(Ω) :=
3∑

k=1

(ηk, u3k)H1(Ωk) =
3∑

k=1

⟨ηk, u3k −△u3k⟩L2(Ωk)+ (1.162)

+⟨γ21η1, ∂21u31 + ∂12u32⟩L2(Γ21) + ⟨γ32η2, ∂32u32 + ∂23u33⟩L2(Γ32)+

+⟨γ13η3, ∂13u33 + ∂31u31⟩L2(Γ13), ∀ηk, u3k ∈ H1
Γ(Ωk).

Слабое решение определяем согласно тождеству

3∑
k=1

(ηk, u3k)H1(Ω) =
3∑

k=1

⟨ηk, fk⟩L2(Ωk), ∀ ηk ∈ H1
Γ(Ωk). (1.163)

На его основе для задачи (1.161) докажем следующее утверждение.

Теорема 1.20. Первая вспомогательная задача С. Крейна (1.161) имеет единствен-

ное слабое решение u(3) ∈ H1
Γ(Ωk) тогда и только тогда, когда выполнено условие

f := (f1; f2; f3) ∈ (H1
Γ(Ω))

∗.
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В этом случае решение дается формулой

u3 = A−1f,

где A - оператор гильбертовой пары (H1
Γ(Ω), L2(Ω)), H

1
Γ(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ (H1

Γ(Ω))
∗. В

частности, если

f = (f1; f2; f3) ∈
3⊕

k=1

L2(Ωk) ↪→ (H1
Γ(Ω))

∗,

то эта задача имеет единственное обобщенное решение. �

Рассмотрим теперь аналог второй вспомогательной задачи Крейна для набора

функций u(4) := (u41;u42;u43)
τ :

u41 −△u41 = 0 (в Ω1), γ11u41 = 0 (на Γ11),

u42 −△u42 = 0 (в Ω2), γ22u42 = 0 (на Γ22),

u43 −△u43 = 0 (в Ω3), γ33u43 = 0 (на Γ33),

(1.164)

γ21u41 − γ12u42 = 0, ∂21u41 + ∂12u42 = ψ12 (на Γ12 = Γ21),

γ32u42 − γ23u43 = 0, ∂32u42 + ∂23u43 = ψ23 (на Γ23 = Γ32),

γ13u43 − γ31u41 = 0, ∂13u43 + ∂31u41 = ψ31 (на Γ31 = Γ13).

Здесь уравнения однородные, на внешних границах условия Дирихле однородные, на

внутренних границах следы функций совпадают, а производные по нормали терпят

заданный разрыв.

Запишем формулу Грина для задачи (1.164):
3∑

k=1

(ηk, u4k)H1(Ωk) =
3∑

k=1

⟨ηk, u4k −△u4k⟩L2(Ωk) +
3∑

k=1

⟨γkkηk, ∂kku4k⟩L2(Γkk) +

+⟨γ21η1, ∂21u41⟩L2(Γ21) + ⟨γ12η2, ∂12u42⟩L2(Γ12) + ⟨γ31η1, ∂31u41⟩L2(Γ31) +

+⟨γ13η3, ∂13u43⟩L2(Γ13) + ⟨γ32η2, ∂32u42⟩L2(Γ32) + ⟨γ23η3, ∂23u43⟩L2(Γ23),

∀η, u4 ∈ H1
Γ(Ω), φij ∈ H1/2(Γij), ψij ∈ H̃−1/2(Γij), i, j = 1, 3.

С помощью формулы Грина определим слабое решение задачи (1.164):
3∑

k=1

(ηk, u4k)H1(Ωk) = ⟨γ21η1, ψ21⟩L2(Γ21) + ⟨γ32η2, ψ32⟩L2(Γ32) + (1.165)

+⟨γ13η3, (−ψ13)⟩L2(Γ13), ∀η = (η1; η2; η3) ∈ H1
Γ(Ω).

В итоге рассмотрения этой задачи получаем следующий результат.
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Теорема 1.21. Вторая вспомогательная задача С. Крейна (1.164) имеет единствен-

ное слабое решение u(4) ∈ H1
Γ(Ω) тогда и только тогда, когда выполнены условия

ψ21 ∈ H̃−1/2(Γ21), ψ32 ∈ H̃−1/2(Γ32), ψ13 ∈ H̃−1/2(Γ13).

Это решение имеет вид

u(4) = W21ψ21 +W32ψ32 +W13ψ13,

где Wij : H̃
−1/2(Γij) → H1

Γ(Ω), i, j = 1, 3.

Итогом рассмотрения исходной смешанной краевой задачи (1.149)-(1.150) сопря-

жения является следующее утверждение.

Теорема 1.22. Исходная задача (1.149)-(1.150) имеет единственное слабое решение

из пространства

H1(Ω) =
3⊕

k=1

H1(Ωk)

тогда и только тогда, когда выполнены условия теорем 1.18-. Решение задачи (1.149)-

(1.150) является суммой решений вспомогательных поэтапных задач (1.151), (1.159),

(1.161), (1.164). �

Таким образом, в данной главе был реализован общий подход для рассмотрения

абстрактных смешанных краевых задач сопряжения на основе оператора Лапласа

∆. Он заключается в том, что решение общей неоднородной задачи ищется в виде

суммы решений вспомогательных задач, содержащих неоднородность в одном месте,

либо в уравнении, либо в краевых условиях. Этот подход применён к различным

конфигурациям областей и получено решение каждой из этих задач.



Глава 2

Смешанные спектральные задачи

сопряжения

2.1 Спектральные проблемы, порожденные смешан-

ными краевыми задачами сопряжения

2.1.1 Смешанная спектральная задача в одной области

В области Ω ⊂ Rm с липшицевой границей ∂Ω =: Γ, разбитой на четыре липши-

цевых куска Γk с липшицевыми границами ∂Γk, k = 1, 4, рассмотрим следующую

спектральную задачу:

u−∆u = λu =: f (в Ω), γ1u := u|Γ1 = 0 (на Γ1), (2.1)

∂2u = µγ2u =: ψ2 (на Γ2), ∂3u = λγ3u =: ψ3 (на Γ3), (2.2)

∂4u = λ−1γ4u =: ψ4 (на Γ4), ∂ku := (∂u/∂n)Γk
. (2.3)

Здесь на Γ1 задано однородное условие Дирихле, на Γ2 —условие М.С.Аграновича

(см. [42]), или условие, возникающее в задачах дифракции, на Γ3 — условие типа

Стефана (или Стеклова), на Γ4 — условие типа С.Крейна, появившееся в задачах

о нормальных движениях тяжёлой вязкой жидкости в частично заполненном сосу-

де. В этой проблеме имеется два параметра λ и µ, один из которых можно считать

87
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спектральным, а второй — фиксированным. В частности, в задачах дифракции спек-

тральным является параметр µ ∈ C (см. [42]). Другой вариант, когда спектральным

является λ ∈ C, рассматривается в работах В.И.Горбачук (см. [15]).

Задачу (2.1)-(2.3) будем исследовать с помощью общего подхода, который был

сформулирован в предыдущей главе. По этой схеме будем использовать одну так на-

зываемую первую вспомогательную задачу С.Крейна и три вторых вспомогательных

задач С.Крейна (см. ниже (2.5)- (2.8)).

В силу однородного условия Дирихле на Γ1, слабое решение задачи (2.1)-(2.3)

естественно искать в пространстве

H1
0,Γ1

(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : γ1u = 0 (на Γ1)}.

Решение u ∈ H1
0,Γ1

(Ω) будем искать в виде суммы решений четырех задач, т.е.

u =
4∑

k=1

uk, uk ∈ H1
0,Γ1

(Ω), (2.4)

где uk — слабые решения таких задач соответственно:

u1 −△u1 = f := λu (в Ω), γ1u1 = 0 (на Γ1), ∂2u1 = 0 (на Γ2),

∂3u1 = 0 (на Γ3), ∂4u1 = 0 (на Γ4);
(2.5)

u2 −△u2 = 0 (в Ω), γ1u2 = 0 (на Γ1), ∂2u2 = ψ2 := µγ2u (на Γ2),

∂3u2 = 0 (на Γ3), ∂4u2 = 0 (на Γ4);
(2.6)

u3 −△u3 = 0 (в Ω), γ1u3 = 0 (на Γ1), ∂2u3 = 0 (на Γ2),

∂3u3 = ψ3 := λγ3u (на Γ3), ∂4u3 = 0 (на Γ4);
(2.7)

u4 −△u4 = 0 (в Ω), γ1u4 = 0 (на Γ1), ∂2u4 = 0 (на Γ2),

∂3u4 = 0 (на Γ3), ∂4u4 = ψ4 := λ−1γ4u (на Γ4).
(2.8)

Сама постановка задач (2.5)-(2.8) учитывает, что функции ∂ku, заданные на Γk,

продолжимы нулём на остальные куски границы. Для элементов из H1(Ω) эти про-

изводные по нормали, как известно, принадлежат классам H−1/2(Γk). Если же они

продолжимы нулём на оставшуюся часть границы ∂Ω в классе H−1/2(Γ), то они яв-

ляются элементами из H̃−1/2(Γk) ⊂ H−1/2(Γk), а те функции из H1(Ω), у которых



Глава 2. Смешанные спектральные задачи сопряжения 89

∂ku ∈ H̃−1/2(Γk), обозначаются как Ȟ1(Ω) (см. п. 1.1). В нашем случае

Ȟ1(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : ∂ku =
∂u

∂n

∣∣∣
Γk

∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, 4}.

Более того, с учётом граничного условия на Γ1 следует в задачах использовать под-

пространство

Ȟ1
0,Γ1

(Ω) := Ȟ1(Ω) ∩H1
0,Γ1

(Ω). (2.9)

Для элементов из Ȟ1
0,Γ1

(Ω) имеем формулу Грина (см. пп. 1.1.4)

(η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−△u⟩L2(Ω) +
4∑

k=2

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), (2.10)

u−△u ∈ (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗, γkη ∈ H1/2(Γk), ∂ku = (∂u/∂n)Γk
∈ H̃−1/2(Γk), k = 2, 4.

Из этой формулы следует, что слабое решение задачи (2.5) определяется тожде-

ством

(η, u1)H1(Ω) = ⟨η, f⟩L2(Ω) = ⟨η, λu⟩L2(Ω), ∀ η ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω),

и это слабое решение имеет вид

u1 = A−1f = λA−1u, (2.11)

где A — оператор гильбертовой пары (Ȟ1
0,Γ1

(Ω); L2(Ω)).

Далее, слабое решение задачи (2.6) определяется тождеством

(η, u2)H1(Ω) = ⟨γ2η, ψ2⟩L2(Γ2) = ⟨γ2η, µγ2u⟩L2(Γ2), ∀ η ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω).

Это решение задается формулой

u2 = V2ψ2 = µV2γ2u, V2 ∈ L(H̃−1/2(Γ2); Ȟ
1
0,Γ1,h

(Ω)), V2 = γ∗2 ,

Ȟ1
0,Γ1,h

(Ω) := Ȟ1
0,Γ1

(Ω) ∩H1
h(Ω), H1

h(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : u−∆u = 0}.
(2.12)

Аналогично рассматриваются задачи (2.7) и (2.8), и их решения выражаются фор-

мулами
u3 = V3ψ3 = λV3γ3u, V3 ∈ L(H̃−1/2(Γ3); Ȟ

1
0,Γ1,h

(Ω)), V3 = γ∗3 ,

u4 = V4ψ4 = λ−1V4γ4u, V4 ∈ L(H̃−1/2(Γ4); Ȟ
1
0,Γ1,h

(Ω)), V4 = γ∗4 .
(2.13)
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Складывая левые и правые части соотношений (2.11), (2.12), (2.13), получаем, что

слабое решение u задачи (2.1)-(2.3) должно быть решением следующей спектральной

проблемы:

u = λ(A−1 + V3γ3)u+ µV2γ2u+ λ−1V4γ4u, u ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω). (2.14)

Это уравнение можно привести к более симметричной форме, воспользовавшись

тем, что имеют место свойства (см. лемму 1.4 пп. 1.2.2)

A1/2Vk = (γkA
−1/2)∗ ∈ L(H̃−1/2(Γk); L2(Ω)), k = 2, 4. (2.15)

Действительно, представим элемент u ∈ H1
0,Γ1

(Ω) = D(A1/2), R(A1/2) = L2(Ω), в виде

u = A−1/2v, v ∈ L2(Ω), (2.16)

подставим это выражение в (2.14) и подействуем на обе части полученного соотноше-

ния оператором A1/2 (это можно сделать в силу (2.15)). Тогда взамен (2.14) возникает

спектральная задача

L(λ, µ)v := (I − µB2 − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)v = 0, v ∈ L2(Ω), (2.17)

A > 0, Bk := (A1/2Vk)(γkA
−1/2) = B∗

k > 0, Bk ∈ S∞(L2(Ω)), k = 2, 4, (2.18)

для операторного пучка L(λ, µ) с параметрами λ и µ, один из которых можем считать

спектральным, другой — фиксированным.

Задача (2.17), (2.18) содержит в себе известные спектральные проблемы, встреча-

ющиеся в приложениях. Они будут более подробно разобраны в п. 2.2.

2.1.2 Спектральная задача для двух примыкающих областей

Теперь рассмотрим конфигурацию из двух примыкающих областей. На отдельных

участках границы этих областей заданы однородные условия, содержащие спектраль-

ный либо фиксированный параметр.

Будем считать, что две области Ω1 и Ω2 из Rm с липшицевыми границами примы-

кают друг к другу, как это показано на рис. 2.1.
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Рис. 2.1

Их внешние границы Γ11 и Γ22 являются липшицевыми кусками и сами разбиты

на липшицевы куски:

Γkk = (
4∪

j=1

Γkk,j) ∪ ∂Γ0
kk, k = 1, 2,

а граница стыка Γ12 = Γ21 разбита на семь липшицевых кусков:

Γ12 = Γ21 = (
7∪

j=1

Γ21,j) ∪ ∂Γ0
21, Γ21,j = Γ12,j.

Здесь символом ∂Γ0
kl обозначено объединение внутренних границ при разбиении Γkl

на части Γkl,j.

Сформулируем постановку спектральной задачи сопряжения для искомых функ-

ций uk(x), заданных в областях Ωk, k = 1, 2, с соответствующими граничными усло-

виями. Имеем: в областях Ω1 и Ω2 —

u1 −△u1 = f1 := λu1 (в Ω1), u2 −△u2 = f2 := λu2 (в Ω2); (2.19)

на внешних границах:

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1); (2.20)

∂11,2u1 = ψ11,2 := µγ11,2u1 (на Γ11,2), ∂22,2u2 = ψ22,2 := µγ22,2u2 (на Γ22,2);

∂11,3u1 = ψ11,3 := λγ11,3u1 (на Γ11,3), ∂22,3u2 = ψ22,3 := λγ22,3u2 (на Γ22,3);

∂11,4u1 = ψ11,4 := λ−1γ11,4u1 (на Γ11,4), ∂22,4u2 = ψ22,4 := λ−1γ22,4u2 (на Γ22,4);

(2.21)
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на границах стыка:

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1), (2.22)

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 = ψ21,2 := µγ21,2u1 (на Γ21,2), (2.23)

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 = ψ21,3 := λγ21,3u1 (на Γ21,3), (2.24)

γ21,4u1 − γ12,4u2 = 0, ∂21,4u1 + ∂12,4u2 = ψ21,4 := λ−1γ21,4u1 (на Γ21,4), (2.25)

∂21,5u1 = −∂12,5u2 = ψ21,5 := µ(γ21,5u1 − γ12,5u2) (на Γ21,5), (2.26)

∂21,6u1 = −∂12,6u2 = ψ21,6 := λ(γ21,6u1 − γ12,6u2) (на Γ21,6), (2.27)

∂21,7u1 = −∂12,7u2 = ψ21,7 := λ−1(γ21,7u1 − γ12,7u2) (на Γ21,7). (2.28)

Здесь λ и µ, как и в задаче (2.1)-(2.3), — параметры, один из которых является

спектральным, а другой — фиксированным. Отметим еще, что условия (2.23), (2.25),

(2.27) называют условиями первой задачи сопряжения, а (2.24), (2.26), (2.28) — усло-

виями второй задачи сопряжения (см. [42]).

Из постановки задачи (2.19)-(2.28) видно (см. (2.20)), что её слабое решение u =

(u1;u2) естественно искать в пространстве H1
0,Γ11,1

(Ω1) ⊕ H1
0,Γ22,1

(Ω2). Более того, это

решение должно принадлежать подпространству H1
Γ(Ω) тех элементов, для которых

выполнены главные (с вариационной точки зрения) однородные краевые условия на

стыках — это группа первых условий в (2.22)-(2.25). Значит,

H1
Γ(Ω) := {(u1;u2) ∈ H1

0,Γ11,1
(Ω1)⊕H1

0,Γ22,1
(Ω2) : γ21,ku1−γ12,ku2 = 0 (на Γ21,k), k = 1, 4}.

Представим решение задачи в виде суммы решений вспомогательных задач, в ко-

торых неоднородности, т.е. формально считаемые заданными функции в (2.19)-(2.28),

содержатся либо в уравнениях, либо в одном из краевых условий. Для элементов из

H1
Γ(Ω) воспользуемся обобщенной формулой Грина в следующем виде:

(η, u)H1(Ω) :=
2∑

k=1

(ηk, uk)H1(Ωk) =
2∑

k=1

⟨ηk, uk −△uk⟩L2(Ωk)+

+
2∑

k=1

4∑
j=2

⟨γkk,jηk, ∂kk,juk⟩L2(Γkk,j) +
4∑

j=1

⟨γ21,jη1, ∂21,ju1 + ∂12,ju2⟩L2(Γ21,j)+
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+
7∑

j=5

⟨γ21,jη1 − γ12,jη2, ∂21,ju1⟩L2(Γ21,j), (2.29)

где следы γkl,jηl ∈ H1/2(Γkl,j), а производные по нормали ∂kl,jul ∈ H̃−1/2(Γkl,j), т.е. из

сопряженного пространства (см. (2.9), (2.10)).

Отметим еще, что пространство H1
Γ(Ω) плотно в L2(Ω) := L2(Ω1)⊕L2(Ω2), так как

оно содержит подпространство H1
0 (Ω1)⊕H1

0 (Ω2), плотное в L2(Ω).

Идя по схеме, уже изложенной для задачи (2.1)-(2.3), приходим к выводу, что пер-

вая вспомогательная задача Крейна, отвечающая неоднородным членам лишь в урав-

нениях (2.19) с заданными f1 и f2, определяется как слабое решение u(1) = (u11;u12)

на основе тождества

(η, u(1))H1(Ω) =
2∑

k=1

⟨ηk, fk⟩L2(Ωk), η = (η1; η2) ∈ H1
Γ(Ω),

следующего из формулы Грина (2.29). Поэтому

u(1) = A−1f = λA−1u, f = (f1, f2) ∈ (H1
Γ(Ω))

∗,

где A — оператор гильбертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)).

Далее, заданным функциям ψ11,2 и ψ22,2 из (2.27) отвечают слабые решения uI(2) и

uII(2) соответственно, определяемые тождествами

(η, uI(2))H1(Ω) = ⟨γ11,2η1, ψ11,2⟩L2(Γ11,2), ∀η ∈ H1
Γ(Ω),

(η, uII(2))H1(Ω) = ⟨γ22,2η2, ψ22,2⟩L2(Γ22,2), ∀η ∈ H1
Γ(Ω).

Обозначая эти решения через V11,2ψ11,2 и V22,2ψ22,2, приходим к выводу, что

u(2) = uI(2) + uII(2) = µ(V11,2γ11,2p1 + V22,2γ22,2p2)u,

где pku = pk(u1;u2) := uk, k = 1, 2. Отметим еще, что имеют место свойства (см.

лемму 1.4)

Vkk,2 = (γkk,2pk)
∗, k = 1, 2.

Аналогично определяются слабые решения задач, отвечающие элементам ψ11,3 и

ψ11,4 соответственно. Тогда

u(3) = λ(V11,3γ11,3p1 + V22,3γ22,3p2)u, Vkk,3 = (γkk,3pk)
∗, k = 1, 2.
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Таким же образом имеем

u(4) = λ−1(V11,4γ11,4p1 + V22,4γ22,4p2)u, Vkk,4 = (γkk,4pk)
∗, k = 1, 2.

Рассмотрим теперь вспомогательные задачи, отвечающие заданным элементам

ψ21,j из (2.23)-(2.25), j = 2, 4. Решение, соответствующее ψ21,2, определяется из тож-

дества

(η, u(5))H1(Ω) = ⟨γ21,2η1, ψ21,2⟩L2(Γ21,2), η ∈ H1
Γ(Ω),

и при ψ21,2 ∈ H̃−1/2(Γ21,2) имеем единственное решение

u(5) = V21,2ψ21,2 = µV21,2γ21,2p1u, V21,2 = (γ21,2p1)
∗.

Аналогично получаем формулы, отвечающие ψ21,3 и ψ21,4:

u(6) = λV21,3γ21,3p1u, V21,3 = (γ21,3p1)
∗,

u(7) = λ−1V21,4γ21,4p1u, V21,4 = (γ21,4p1)
∗.

Перейдем теперь к рассмотрению решений, отвечающих элементам ψ21,j, j = 5, 7,

из (2.26)-(2.28). Решение u(8), отвечающее ψ21,5, как следует из формулы Грина (2.29),

определено тождеством

(η, u(8))H1(Ω) = ⟨γ21,5η1 − γ12,5η2, ψ21,5⟩L2(Γ21,5), ∀η ∈ H1
Γ(Ω).

При любом ψ21,5 ∈ H̃−1/2(Γ21,5) существует единственное решение

u(8) = V21,5ψ21,5 = µV21,5(γ21,5p1 − γ12,5p2)u, V21,5 = (γ21,5p1 − γ12,5p2)
∗.

Аналогичным образом получаем формулы для оставшихся двух решений u(9) и u(10)

вспомогательных задач, отвечающих заданным ψ21,6 и ψ21,7 соответственно из (2.27),

(2.28). Имеем

u(9) = λV21,6(γ21,6p1 − γ12,6p2)u, V21,6 = (γ21,6p1 − γ12,6p2)
∗,

u(10) = λ−1V21,7(γ21,7p1 − γ12,7p2)u, V21,7 = (γ21,7p1 − γ12,7p2)
∗.
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Итогом проведенных построений является такой вывод. Слабое решение u = (u1;u2)

задачи (2.19)-(2.28) удовлетворяет уравнению

u =
10∑
j=1

u(j) = λ(A−1 + C3)u+ µC2u+ λ−1C4u, u ∈ H1
Γ(Ω), (2.30)

C2 := V11,2V
∗
11,2 + V22,2V

∗
22,2 + V21,2V

∗
21,2 + V21,5V

∗
21,5,

C3 := V11,3V
∗
11,3 + V21,3V

∗
21,3 + V21,6V

∗
21,6,

C4 := V11,4V
∗
11,4 + V22,4V

∗
22,4 + V21,4V

∗
21,4 + V21,7V

∗
21,7.

Таким образом, для спектральной проблемы сопряжения (2.19)-(2.28) получилось

уравнение (2.30) такого же общего вида, как уравнение (2.14) для более простой спек-

тральной проблемы (2.1)-(2.3).

Осуществляя еще в (2.30) такую же замену, как в (2.16), т.е.

u = A−1/2v, v ∈ L2(Ω) = L2(Ω1)⊕ L2(Ω2),

и действуя оператором A1/2, приходим окончательно к спектральной задаче

L(λ, µ)v := (I − λ(A−1 +B3)− µB2 − λ−1B4)v = 0, v ∈ L2(Ω), (2.31)

A > 0, 0 6 Bk = A1/2CkA
−1/2 = B∗

k ∈ S∞(L2(Ω)), k = 2, 4, (2.32)

равносильной исходной проблеме (2.19)-(2.28).

Очевидно, что решение задачи (2.31), (2.32) обладает теми же общими свойствами,

что и (2.17).

2.1.3 Спектральная задача для трёх примыкающих областей

Наконец, рассмотрим смешанную спектральную задачу сопряжения для трёх при-

мыкающих областей. На частях границы заданы однородные условия со спектраль-

ным или фиксированным параметром.

Пусть области Ωk, k = 1, 3 из Rm с липшицевыми границами ∂Ωk, k = 1, 3 при-

мыкают друг к другу как на рис. 2.2
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Рис. 2.2

Внешние границы Γkk, k = 1, 3 — липшицевы куски и сами разбиты на четыре

липшицевых куска каждая:

Γkk =

(
4∪

j=1

Γkk,j

)
∪ ∂Γ◦

kk, k = 1, 3.

Каждая граница стыка также разбита на четыре липшицевых куска:

Γkj = Γjk =

(
4∪

i=1

Γkj,i

)
∪ ∂Γ◦

kj, Γkj,i = Γjk,i, k, j = 1, 3, k ̸= j, i = 1, 3.

Здесь символом ∂Γ◦
kl обозначено объединение внутренних границ при разбиении Γkk

и Γkj на части Γkl,i, k = l, k ̸= l.

Получаем следующую спектральную задачу сопряжения для искомых функций

uk(x) в областях Ωk, k = 1, 3 с соответствующими условиями на границах.

u1−△u1 = f1 := λu1 (в Ω1), u2−△u2 = f2 := λu2 (в Ω2), u3−△u3 = f3 := λu3 (в Ω3);

(2.33)

на внешних границах:

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1),

∂11,2u1 = ψ11,2 := µγ11,2u1 (на Γ11,2),

∂11,3u1 = ψ11,3 := λγ11,3u1 (на Γ11,3),

∂11,4u1 = ψ11,4 := λ−1γ11,4u1 (на Γ11,4);

(2.34)
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γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1),

∂22,2u2 = ψ22,2 := µγ22,2u2 (на Γ22,2),

∂22,3u2 = ψ22,3 := λγ22,3u2 (на Γ22,3),

∂22,4u2 = ψ22,4 := λ−1γ22,4u2 (на Γ22,4);

(2.35)

γ33,1u3 = 0 (на Γ33,1),

∂33,2u3 = ψ33,2 := µγ33,2u3 (на Γ33,2),

∂33,3u3 = ψ33,3 := λγ33,3u3 (на Γ33,3),

∂33,4u3 = ψ33,4 := λ−1γ33,4u3 (на Γ33,4);

(2.36)

на границах стыка:

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1),

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 = ψ21,2 := µγ21,2u1 (на Γ21,2), (2.37)

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 = ψ21,3 := λγ21,3u1 (на Γ21,3),

∂21,4u1 = −∂12,4u2 = ψ21,4 := λ−1(γ21,4u1 − γ12,4u2) (на Γ21,4);

γ32,1u2 − γ23,1u3 = 0, ∂32,1u2 + ∂23,1u3 = 0 (на Γ32,1),

γ32,2u2 − γ23,2u3 = 0, ∂32,2u2 + ∂23,2u3 = ψ32,2 := µγ32,2u2 (на Γ32,2), (2.38)

γ32,3u2 − γ23,3u3 = 0, ∂32,3u2 + ∂23,3u3 = ψ32,3 := λγ32,3u2 (на Γ32,3),

∂32,4u2 = −∂23,4u3 = ψ32,4 := λ−1(γ32,4u2 − γ23,4u3) (на Γ32,4);

γ13,1u3 − γ31,1u1 = 0, ∂13,1u3 + ∂31,1u1 = 0 (на Γ13,1),

γ13,2u3 − γ31,2u1 = 0, ∂13,2u3 + ∂31,2u1 = ψ13,2 := µγ13,2u3 (на Γ13,2), (2.39)

γ13,3u3 − γ31,3u1 = 0, ∂13,3u3 + ∂31,3u1 = ψ13,3 := λγ13,3u3 (на Γ13,3),

∂13,4u3 = −∂31,4u1 = ψ13,4 := λ−1(γ13,4u3 − γ31,4u1) (на Γ13,4).

Здесь λ и µ, как и в случаях с одной и двумя областями — параметры. Один из

них спектральный, другой — фиксированный.
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Слабое решение, согласно постановке задачи (2.33)-(2.39), будем искать из про-

странства

H1
0,Γ11,1(Ω1)

⊕H1
0,Γ22,1(Ω2)

⊕H1
0,Γ33,1(Ω3)

.

Это решение должно принадлежать пространству H1
Γ(Ω), т.е. выполняются главные (с

вариационной точки зрения) однородные краевые условия на стыках. Таким образом,

H1
Γ(Ω) := {(u1;u2;u3) ∈ H1

0,Γ11,1
(Ω1)⊕H1

0,Γ22,1
(Ω2)⊕H1

0,Γ33,1
(Ω3) :

γkj,iuj − γjk,iuk = 0 (на Γkj,i = Γjk,i), k = 1, 3}.

Пользуясь общей схемой изучения смешанных краевых задач сопряжения (см. пп.

1.2), будем искать решение задачи (2.33)-(2.39) в виде суммы решений вспомогатель-

ных задач, содержащих неоднородность либо в уравнениях, либо в одном их краевых

условий. Нам понадобится следующая обобщенная формула Грина для элементов из

H1
Γ(Ω)

(η, u)H1(Ω) :=
3∑

k=1

(ηk, uk)H1(Ωk) =
3∑

k=1

⟨ηk, uk −△uk⟩L2(Ωk)+

+
3∑

k=1

4∑
i=1

⟨γkk,iηk, ∂kk,iuk⟩L2(Γkk,i) +
3∑

k=1

3∑
j=1

2∑
i=1

⟨γkj,iηj, ∂kj,iuj + ∂jk,iuk⟩L2(Γkj,i)+

+
3∑

k=1

3∑
j=1

⟨γkj,3ηj − γjk,3ηk, ∂kj,3uj⟩L2(Γkj,3). (2.40)

Здесь следы γkj,iηj ∈ H1/2(Γkj,i), а производные по нормали ∂kj,iuj ∈ H̃−1/2(Γkj,i), т.е.

продолжимы нулём с части границы на всю. Как и в п. 2.1.2, пространство H1
Γ(Ω)

плотно в L2(Ω) := L2(Ω1)⊕ L2(Ω2)⊕ L2(Ω3).

Воспользовавшись уже известной схемой для задач (2.1)-(2.3), (2.19)- (2.28), по-

лучаем решение первой вспомогательной задачи Крейна с помощью тождества

(η, u(1))H1(Ω) =
3∑

k=1

⟨ηk, fk⟩L2(Ωk), η = (η1; η2; η3) ∈ H1
Γ(Ω),

следующего из формулы Грина (2.40). Поэтому

u(1) = A−1f = λA−1u, f = (f1, f2, f3) ∈ (H1
Γ(Ω))

∗,

где A — оператор гильбертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)).
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Теперь, считая заданными функции ψkk,2, k = 1, 3,получаем тождества:

(η, uk(2))H1(Ω) = ⟨γkk,2ηk, ψkk,2⟩L2(Γkk,2), ∀η ∈ H1
Γ(Ω), k = 1, 3.

Обозначим эти решения Vkk,2, k = 1, 3 и получаем, что

u(2) = u1(2) + u2(2) + u3(2) = µ(V11,2γ11,2p1 + V22,2γ22,2p2 + V33,2γ33,2p3)u,

где pku = pk(u1;u2;u3) := uk, k = 1, 3. Также имеют место свойства

Vkk,2 = (γkk,2pk)
∗, k = 1, 3.

Аналогичным образом находим слабые решения задач, отвечающие элементам

ψ22,3 и ψ22,4. Получаем

u(3) = λ(V11,3γ11,3p1 + V22,3γ22,3p2 + V33,3γ33,3p3)u,

Vkk,3 = (γkk,3pk)
∗, k = 1, 3;

u(4) = λ−1(V11,4γ11,4p1 + V22,4γ22,4p2 + V33,4γ33,4p3)u,

Vkk,4 = (γkk,4pk)
∗, k = 1, 3.

Теперь запишем тождество для вспомогательных задач, отвечающих элементам

ψkj,2, k, j = 1, 3, k ̸= j.

(η, u(5))H1(Ω) = ⟨γ21,2η1, ψ21,2⟩L2(Γ21,2), η ∈ H1
Γ(Ω),

ψ21,2 ∈ H̃−1/2(Γ21,2). Получаем единственное слабое решение

u(5) = V21,2ψ21,2 = µV21,2γ21,2p1u, V21,2 = (γ21,2p1)
∗.

Аналогично находим решения, отвечающие ψ32,2 и ψ13,2:

u(6) = µV32,2γ32,2p2u, V32,2 = (γ32,2p2)
∗,

u(7) = µV13,2γ13,2p3u, V13,2 = (γ13,2p3)
∗.

Рассмотрим теперь решения, отвечающие элементам ψkj,3, k, j = 1, 3, k ̸= j. Из

формулы Грина (2.40) получаем тождество

(η, u(8))H1(Ω) = ⟨γ21,3η1 − γ12,3η2, ψ21,3⟩L2(Γ21,3), ∀η ∈ H1
Γ(Ω).
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Отсюда следует, что при любом ψ21,3 ∈ H̃−1/2(Γ21,3) существует единственное решение

u(8) = V21,3ψ21,3 = λV21,3(γ21,3p1 − γ12,3p2)u, V21,3 = (γ21,3p1 − γ12,3p2)
∗.

Аналогичным образом находим

u(9) = λV32,3(γ32,3p2 − γ23,3p3)u, V32,3 = (γ32,3p2 − γ23,3p3)
∗,

u(10) = λV13,3(γ13,3p3 − γ31,3p1)u, V13,3 = (γ13,3p3 − γ31,3p1)
∗.

И, наконец, рассмотрим решения, отвечающие элементам ψkj,4, k, j = 1, 3, k ̸= j.

Из формулы Грина (2.40) получаем тождество

(η, u(11))H1(Ω) = ⟨γ21,4η1 − γ12,4η2, ψ21,4⟩L2(Γ21,4), ∀η ∈ H1
Γ(Ω).

Значит, при любом ψ21,4 ∈ H̃−1/2(Γ21,4) существует единственное решение

u(11) = V21,4ψ21,4 = λ−1V21,4(γ21,4p1 − γ12,4p2)u, V21,4 = (γ21,4p1 − γ12,4p2)
∗.

Аналогичным образом получаем

u(12) = λ−1V32,4(γ32,4p2 − γ23,4p3)u, V32,4 = (γ32,4p2 − γ23,4p3)
∗,

u(13) = λ−1V13,4(γ13,4p3 − γ31,4p1)u, V13,4 = (γ13,4p3 − γ31,4p1)
∗.

В итоге приходим к выводу, что слабое решение u = (u1;u2;u3) задачи (2.33)-(2.39)

удовлетворяет уравнению

u =
10∑
j=1

u(j) = λ(A−1 +D3)u+ µD2u+ λ−1D4u, u ∈ H1
Γ(Ω), (2.41)

D2 := V11,2V
∗
11,2 + V22,2V

∗
22,2 + V33,2V

∗
33,2 + V21,2V

∗
21,2 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2,

D3 := V11,3V
∗
11,3 + V22,3V

∗
22,3 + V33,3V

∗
33,3 + V21,3V

∗
21,3 + V32,3V

∗
32,3 + V13,3V

∗
13,3,

D4 := V11,4V
∗
11,4 + V22,4V

∗
22,4 + V33,4V

∗
33,4 + V21,4V

∗
21,4 + V32,4V

∗
32,4 + V13,4V

∗
13,4.

Получено уравнение такого же общего вида, как и для задач (2.1)-(2.3) и (2.19)-

(2.28).

После замены, как и в пп. 2.1.1 и 2.1.2, имеем спектральную задачу

L(λ, µ)v := (I − λ(A−1 +B3)− µB2 − λ−1B4)v = 0, v ∈ L2(Ω),

A > 0, 0 6 Bk = A1/2DkA
−1/2 = B∗

k ∈ S∞(L2(Ω)), k = 2, 4,

равносильную исходной проблеме (2.33)-(2.39).
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2.2 О свойствах решений спектральных проблем

2.2.1 Свойства решений при спектральном параметре µ

Рассмотрим для простоты полученную спектральную задачу для одной области

(см. (2.17), (2.18)):

L(λ, µ)φ := (I − µB2 − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)φ = 0, φ ∈ H, λ, µ ∈ C, (2.42)

H = L2(Ω), 0 6 Bk = B∗
k ∈ S∞(H), k = 2, 4, 0 < A = A∗ ∈ S∞(H). (2.43)

Операторный пучок L(λ, µ) содержит два параметра: λ и µ. Это позволяет иссле-

довать два класса задач: при фиксированном µ ∈ C возникают задачи со спектраль-

ным параметром λ в уравнении, а при фиксированном λ ∈ C — задачи со спектраль-

ным параметром µ в краевом условии на границе сопряжения.

Рассмотрим сначала случай, когда в пучке L(λ, µ) параметр λ фиксирован, а µ —

спектральный.

Отрицательные значения параметра.

Пусть в задаче (2.42)-(2.43) параметр λ < 0. Обозначим

T (λ) := λ(A−1 +B3) + λ−1B4. (2.44)

Так как T (λ) < 0, то оператор I − T (λ) > I равномерно по λ. Значит существует

обратный оператор (I − T (λ))−1, ∥(I − T (λ))−1∥ 6 1.

Заметим теперь, что оператор B2 = (A1/2V2)(γ2A
−1/2) ограниченно действует из

L2(Ω) в подпространство

L2,h(Ω) := {φ ∈ L2(Ω) : φ = A1/2u2, u2 ∈ Ȟ1
0,Γ1,h

(Ω) ⊂ H1(Ω)}

(см. (2.12)) и потому kerB2 = L2,0(Ω) = L2(Ω)⊖ L2,h(Ω).

Кроме того, этот оператор неотрицателен и компактен в L2(Ω). Далее, T (λ) так-

же компактен и отрицателен. Это позволяет преобразовать проблему (2.42), (2.43) к

спектральной задаче на собственные значения компактного положительного опера-

тора и воспользоваться теоремой Гильберта – Шмидта.
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Пусть P0 и P1 — взаимно дополнительные ортопроекторы, отвечающие разложе-

нию:

H = H0 ⊕H1, H0 := kerB2 = L2,0(Ω), H1 = H ⊖H0 = R(B2) = L2,h(Ω),

а I0 и I1 — единичные операторы в H0 и H1 соответственно. Тогда φ = φ0 + φ1:

(I − T (λ))(φ0 + φ1) = µB2(φ0 + φ1) = µB2φ0 + µB̃2φ1 = µB̃2φ1, (2.45)

где B̃2 = P1B2P1, B2φ0 = 0, φ0 = P0φ0, φ1 = P1φ1, B2 = P1B2.

Применим к обеим частям уравнения (2.45) ортопроекторы P0 и P1, имеем

P0(I − T (λ))P0φ0 + P0(I − T (λ))P1φ1 = µP0B̃2φ1 = 0, (2.46)

P1(I − T (λ))P0φ0 + P1(I − T (λ))P1φ1 = µP1B̃2φ1 = µB̃2φ1. (2.47)

Оператор P0(I − T (λ))P0 = I0 − P0T (λ)P0 > I0 в H0, и потому существует его

обратный, причём ∥(P0(I − T (λ))P0)
−1∥ 6 1 равномерно по λ < 0. Тогда из (2.46)

имеем

φ0 = −(P0(I − T (λ))P0)
−1(P0(I − T (λ))P1φ1). (2.48)

Подставим полученное выражение в (2.47) и будем иметь уравнение для φ1:

(I1 − T1(λ))φ1 = µB̃2φ1, φ1 ∈ H1, (2.49)

T1(λ) = P1T (λ)P1 + P1T (λ)P0(I0 − P0T (λ)P0)
−1P1T (λ)P1. (2.50)

Лемма 2.1. Имеет место свойство

ker(I1 − T1(λ)) = {0}.

Доказательство. Рассмотрим уравнение

(I1 − T1(λ))φ1 = 0, (2.51)

где T1(λ) определен в (2.50). Введём φ0 по формуле (2.48) и подставим в (2.51). Тогда

будем иметь формулу (2.47) с µ = 0:

P1(I − T (λ))P0φ0 + P1(I − T (λ))P1φ1 = 0, (2.52)
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а из (2.51) получаем (2.46).

Полученное уравнение (2.52) или система уравнений (2.46), (2.47) с µ = 0 равно-

сильны уравнению

(I − T (λ))φ = 0, φ = φ0 + φ1,

которое имеет тривиальное решение φ = 0, так как I − T (λ) > I ≫ 0. Поэтому и

φ0 = φ1 = 0.

Заметим теперь, что при λ < 0 оператор I1 − T1(λ) из (2.50) самосопряжён и

положительно определён. В самом деле, если имеется связь (2.48), то

((I − T (λ))(φ0 + φ1), φ0 + φ1)L2(Ω) = ((I1 − T1(λ))φ1, φ1)L2(Ω) >

> α
(
∥φ0∥2L2(Ω) + ∥φ1∥2L2(Ω)

)
> α∥φ1∥2L2(Ω), α > 0, (2.53)

так как I − T (λ) ≫ 0. Отсюда и следует свойство

I1 − T1(λ) ≫ 0.

Опираясь на этот факт, осуществим в (2.49) замену

(I1 − T1(λ))
1/2φ1 = ψ1 (2.54)

и подействуем слева (ограниченным) оператором (I1 − T1(λ))
−1/2. Тогда возникает

задача

ψ1 = µB̂2ψ1, ψ1 ∈ H1 = L2,h(Ω), (2.55)

B̂2 := (I1 − T1(λ))
−1/2P1B2P1(I1 − T1(λ))

−1/2 = B̂∗
2 > 0, B̂2 ∈ S∞(L2(Ω)).

Теорема 2.1. При λ < 0 задача (2.42) имеет дискретный спектр, состоящий из по-

ложительных конечнократных собственных значений {µk}∞k=1 с предельной точкой

+∞. Собственные элементы {φk}∞k=1, отвечающие собственным значениям {µk}∞k=1,

после проектирования на подпространство H1 = L2,h(Ω), т.е. элементы {φ1k}∞k=1, φ1k =

P1φk, образуют базис Рисса в H1, причём φ1k = (I1−T1(λ))−1/2ψ1k, где {ψ1k}∞k=1 — ор-

тономированный базис, отвечающий оператору B̂2 из (2.55). Более того, элементы

φ1k для Ω ⊂ Rm образуют p – базис в H1 при

p > p0 = m− 1. (2.56)
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Доказательство. Первое утверждение о дискретном и положительном спектре и ба-

зисе Рисса следует из теоремы Гильберта – Шмидта, применённой к проблеме (2.55),

и свойства (I1 − T1(λ))
−1/2 ∈ L(H1).

Докажем теперь свойство (2.56). Из формулы (2.44) следует, что T (λ) принадле-

жит классу компактных операторов Sp(L2(Ω)), где

p > p0 = max(pA−1 ; pB3 ; pB4). (2.57)

Однако можно убедиться, что собственные значения λk(A−1) положительного са-

мосопряжённого компактного оператора A−1 суть последовательные максимумы ва-

риационного отношения

∥A−1/2φ∥2L2(Ω)

/
∥φ∥2L2(Ω) = ∥u∥2L2(Ω)/∥u∥2H1

0,Γ1
(Ω), u = A−1/2φ ∈ H1

0,Γ1
(Ω).

Поэтому их асимптотика при k → ∞ даётся классической формулой Вейля

λk(A
−1) = (am(Ω))

2/mk−2/m[1 + o(1)] (k → ∞), am(Ω) > 0, a3(Ω) =
|Ω|
6π2

, (2.58)

и потому pA−1 > m/2.

Для оператора B3 аналогично устанавливаем, что его положительные собственные

значения суть последовательные максимумы вариационного отношения

∥γ3A−1/2φ∥L2(Γ)/∥φ∥2L2(Ω) =

ˆ
Γ3

|u|2dΓ3/

ˆ
Ω

(|u|2 + |∇u|2)dΩ, u ∈ H1
0,Γ1

(Ω).

Отсюда и из [14] получаем, что асимптотическое поведение собственных значений

λk(B3) таково:

λk(B3) = (dm,3(Γ3))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)] (k → ∞), dm,3(Γ3) > 0, d3,3(Γ3) =

|Γ3|
4π

.

(2.59)

Значит, pB3 > m− 1.

Для оператора B4 те же рассуждения приводят к формуле

λk(B4) = (dm,4(Γ4))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)] (k → ∞), dm,4(Γ4) > 0, d3,4(Γ4) =

|Γ4|
4π

,

(2.60)

и потому pB4 > m− 1. Из (2.58), (2.59), (2.60) и из (2.57) теперь следует, что T (λ) из

(2.44) принадлежит классу Sp при p > p0 = m− 1.
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Заметим, наконец, что

(I1 − T1(λ))
−1/2 = I1 + T̃1(λ), T̃1(λ) ∈ Sp, p > p0 = m− 1.

Отсюда и из (2.54) следует свойство p – базисности элементов {φ1k}∞k=1 при p >

m− 1.

Положительные значения параметра λ.

Будем теперь считать, что в задаче (2.42), (2.43) параметр λ положителен, однако

λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0). (2.61)

Тогда так же, как и в предыдущем случае, можно перейти от проблемы (2.42) путём

проектирования на подпространства H0 = L2,0(Ω) и H1 = L2,h(Ω) и исключения φ0

(см. (2.46)-(2.48)) к уравнению (2.49) с T1(λ) из (2.50).

Здесь снова справедливо утверждение леммы 2.1, причём T1(λ) — компактный са-

мосопряжённый оператор, действующий вH1. Отсюда следует, что оператор I1−T1(λ)

может иметь не более конечного числа (с учётом их кратностей) отрицательных соб-

ственных значений, а остальные положительны и имеют предельную точку +∞. Обо-

значая количество отрицательных собственных значений через κ1, приходим к выво-

ду, что квадратичная форма оператора I1 − T1(λ) индефинитна, а всё пространство

H1 разбивается на ортогональную сумму κ1 – мерного отрицательного подпростран-

ства H− и бесконечномерного положительного подпространства H+. Таким образом,

возникает индефинитная метрика — пространство Понтрягина

H1 = Πκ1 = Π− ⊕ Π+, Π− = H−, Π+ = H+, dimΠ− = κ1, dimΠ+ = ∞. (2.62)

Теорема 2.2. Пусть λ > 0 и выполнено условие (2.61), причём имеет место разло-

жение (2.62). Тогда спектр исходной задачи (2.42), (2.43) вещественный, дискрет-

ный и состоит из κ1 штук отрицательных собственных значений, а остальные

положительны и имеют предельную точку µ = +∞:

µ1 6 µ2 6 ... 6 µκ1 < 0 < µκ1+1 6 ... 6 µk 6 ..., lim
k→∞

µk = +∞. (2.63)
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При этом собственные элементы (присоединённых нет) задачи (2.49) образуют

ортонормированный по форме I1−T1(λ) базис и базис Рисса в H1 = L2,h(Ω). Элемен-

ты базиса можно выбрать удовлетворяющими соотношениям

((I1 − T1(λ))φ1k, φ1j)H1 =

{−δkj, 1 6 k, j 6 κ1,

δkj, k, j > κ1 + 1,

0, k 6 κ1, j > κ1 + 1,

(2.64)

(B̃2φ1k, φ1j)H1 = |µ−1
k |δkj.

Доказательство. Учитывая (2.61) и (2.62), представим оператор I1 − T1(λ) в виде

I1 − T1(λ) = |I1 − T1(λ)|1/2Jκ1 |I1 − T1(λ)|1/2, (2.65)

где Jκ1 — каноническая симметрия:

Jκ1 = J∗
κ1

= J−1
κ1
. (2.66)

Тогда с учётом (2.65) задача (2.49) преобразуется к виду

v1 = µJκ1B̃2(λ)v1, (2.67)

v1 = |I1 − T1(λ)|1/2φ1, B̃2(λ) := |I1 − T1(λ)|−1/2B̃2|I1 − T1(λ)|−1/2. (2.68)

Так как оператор B̃2(λ) компактен и положителен, то оператор Jκ1B̃2(λ) — компакт-

ный и Jκ1 – положительный, т.е.

[JκB̃2(λ)v1, v1] := (Jκ(JκB̃2(λ))v1, v1) = (B̃2(λ)v1, v1) > 0, v1 ̸= 0.

Поэтому по теореме Л.С. Понтрягина (см. [34]) получаем, что задача (2.67), (2.68)

имеет дискретный вещественный спектр {µk}∞k=1 со свойствами (2.63), а собствен-

ные элементы {v1k}∞k=1, отвечающие собственным значениям {µk}∞k=1, образуют базис

Рисса в H1. Отсюда, а также из замены (2.68) приходим к выводу, что собственные

элементы {φ1k}∞k=1 φ1k = |I1 − T1(λ)|−1/2v1k образуют базис Рисса в H1. Наконец, из

условий ортонормировки

[v1k, v1j] = (Jκ1φ1k, φ1j)H1 = ±δkj, (B̃2φ1k, φ1j)H1 = |µ−1
k |δkj,

получаем, что справедливы формулы (2.64).
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Случай общего положения Рассмотрим теперь более общий случай, когда

Imλ ̸= 0, λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0). (2.69)

Как хорошо известно, операторный пучок типа С.Г. Крейна

I − T (λ) := I − λ(A−1 +B3)− λ−1B4; A−1, B3, B4 ∈ S∞, (2.70)

может иметь вне вещественной оси не более конечного числа невещественных соб-

ственных значений, симметрично расположенных относительно вещественной оси в

правой комплексной полуплоскости.

В частности, если Reλ 6 0, то из неравенства

∥(I − T (λ))φ∥H · ∥φ∥H > |((I − T (λ))φ, φ)H | > Re((I − T (λ))φ, φ)H > ∥φ∥2H (2.71)

получаем, что при Reλ 6 0, Imλ ̸= 0,

∥(I − T (λ))−1∥ 6 1 (2.72)

равномерно по λ. При этом также

∥(I0 − P0T (λ)P0)
−1∥ 6 1,

так как в силу (2.71)

((I0 − P0T (λ)P0)φ0, φ0)H = ((I − T (λ))φ0, φ0)H > ∥φ0∥2H , φ0 ∈ H0.

Отсюда снова следует, что от исходной задачи (2.42), (2.43) можно в рассматри-

ваемом случае перейти к уравнению (2.49) с T1(λ) из (2.50), причём для связи (2.48)

снова оператор I1−T1(λ) ограниченно обратим. Тогда задачу (2.49) можно переписать

в виде

φ1 = µ(I1 − T1(λ))
−1B̃2φ1, φ1 ∈ H1 = L2,h, B̃2 = P1B2P1. (2.73)

Теорема 2.3. Пусть в задаче (2.42), (2.43) выполнены условия (2.69). Тогда спектр

этой задачи дискретен, состоит из конечнократных собственных значений {µk}∞k=1

с предельной точкой µ = ∞. Сколь бы ни было мало ε > 0, все собственные значения,

кроме, быть может, конечного их числа, расположены в угле

Λε(µ) := {µ ∈ C : | arg µ| < ε, sign Im µ = −sign Im λ}. (2.74)
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Система собственных и присоединённых элементов {φ1k}∞k=1, φ1k = P1φk, т.е.

система собственных и присоединённых элементов задачи (2.42), (2.43), после их

проектирования на H1 = L2,h(Ω), является полной в H1, более того, она образует

базис Абеля – Лидского порядка α > m − 1 в H1. Наконец, собственные значения

µk = µk(λ) имеют асимптотическое поведение

µk(λ) = λ−1
k (B2)[1 + o(1)], k → ∞, (2.75)

λk(B2) = (dm,2(Γ2))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞, dm,2(Γ2) > 0, d3,2(Γ2) =

|Γ2|
4π

.

(2.76)

Доказательство. Прежде всего заметим, что асимптотическая формула (2.76), так

же, как и асимптотические формулы (2.58), (2.59), следует из работы [14]. Далее, из

условий (2.69) получаем, что от задачи (2.42) можно перейти к задаче (2.49) и затем

к (2.73).

Поэтому к проблеме (2.73) можно применить теоремы М.В. Келдыша (см. [17]),

так как в силу (2.76) оператор B̃2 = P1B2P1 имеет те же ненулевые собственные

значения, что и оператор B2, а потому B̃2 — полный положительный компактный

оператор класса Sp при p > m − 1. Кроме того, оператор (I1 − T1(λ))
−1 = I1 +

T2(λ), T2(λ) ∈ S∞(H1) и, очевидно, обратим. Отсюда и следуют первые утверждения

теоремы.

В частности, свойство из (2.74), определяющее связь знаков Imµ и Imλ, следует

непосредственно из соотношения

((I − T (λ))φ, φ)H = µ(B2φ, φ)H

с учётом формулы (2.70) для T (λ) и свойств операторов A−1, B2, B3, B4.

Свойство базисности по Абелю – Лидскому порядка α > m − 1 следует также из

(2.76) и утверждения из [42], с. 292. Наконец, асимптотическая формула (2.75) следует

из результатов А.С. Маркуса и В.И. Мацаева (см. [30]), примененных к уравнению

(I1 − T1(λ))φ1 = µB̃2φ1,

так как T1(λ) ∈ S∞(L2(Ω)), а числа λk(B̃2) = λk(B2) и имеют асимптотику (2.76).
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2.2.2 Свойства решений при спектральном параметре λ

Рассмотрим теперь случай, когда в задаче

L(λ, µ)φ := (I − µB2 − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)φ = 0, φ ∈ H = L2(Ω), (2.77)

параметр µ ∈ C фиксирован, а λ — спектральный.

Неположительные значения фиксированного параметра Если µ 6 0, то

I − µB2 > I ≫ 0 и ∥(I − µB2)
−1∥ 6 1. Осуществим в этом случае в (2.77) замену

(I − µB2)
1/2φ = ψ. (2.78)

Тогда возникает задача

ψ = λ(I−µB2)
−1/2(A−1+B3)(I−µB2)

−1/2ψ+λ−1(I−µB2)
−1/2B4(I−µB2)

−1/2ψ, (2.79)

т.е. задача на собственные значения для операторного пучка С. Крейна. В самом деле,

здесь оператор (I − µB2)
−1/2(A−1 + B3)(I − µB2)

−1/2 компактный и положительный,

а (I − µB2)
−1/2B4(I − µB2)

−1/2 — компактный и неотрицательный.

Будем далее предполагать, что выполнено условие

4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥ < 1. (2.80)

Тогда имеет место неравенство

4∥(I − µB2)
−1/2(A−1 +B3)(I − µB2)

−1/2∥ · ∥(I − µB2)
−1/2B4(I − µB2)

−1/2∥ 6

6 4∥(I − µB2)
−1∥2 · ∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥ 6 4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥ < 1, (2.81)

достаточное для факторизации операторного пучка

I − λ(I − µB2)
−1/2(A−1 +B3)(I − µB2)

−1/2 − λ−1(I − µB2)
−1/2B4(I − µB2)

−1/2, (2.82)

отвечающего задаче (2.79) (см., например, [23], с. 82 – 86).

Теорема 2.4. Пусть в задаче (2.77) выполнено условие (2.80). Тогда имеют место

следующие утверждения.

1◦. Задача (2.77) при µ 6 0 имеет дискретный вещественный спектр с предельными
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точками 0 и +∞.

2◦. Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь {λ0k}∞k=1 изолированных конечнократных

собственных значений, расположенных на отрезке

(0, r−), r± := (1±
√
1− 4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥)/(2∥A−1 +B3∥). (2.83)

Соответствующая система собственных элементов (присоединённых нет) по-

сле проектирования на подпространство H1 = L2(Ω)⊖H0, H0 := ker(I−µB2)
−1/2B2(I−

µB2)
−1/2, образует базис Рисса в H1. Более того, эта система элементов образует

в H1 p – базис при p > p0 = (m− 1)/2.

3◦. Предельной точке λ = +∞ отвечает ветвь изолированных конечнократных соб-

ственных значений {λ∞k }∞k=1, расположенных на промежутке (r+,+∞), а отвеча-

ющая этой ветви система собственных элементов задачи (2.77) образует базис

Рисса в H = L2(Ω) и даже p — базис при тех же p > p0 = (m− 1)/2.

4◦. Собственные значения λ0k имеют асимптотическое поведение

λ0k = λk(B4)[1 + o(1)] = (dm,3(Γ4))
−1/(m−1)k1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞, (2.84)

а собственные значения λ∞k — асимптотическое поведение

λ∞k = λ−1
k (A−1 +B3)[1 + o(1)] = λ−1

k (B3)[1 + o(1)] = (2.85)

= (dm,3(Γ3))
−1/(m−1)k1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞.

Доказательство. Оно почти дословно повторяет доказательство теорем 3.1.2 и 3.2.1

из [23], с. 83 – 92, с учётом того, что при условии (2.80) пучок (2.82) допускает кано-

ническую факторизацию, является самосопряжённым, а для собственных значений

λk(A
−1 +B3) и λk(B4) имеют место асимптотические формулы (2.58), (2.59), а также

формула

λk(A
−1 +B3) = λk(B3)[1 + o(1)], k → ∞

При этом асимптотические формулы (2.84), (2.85) следуют из теорем А.С. Мар-

куса и В.И. Мацаева (см. [29]– [31]).
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Вещественная часть µ неположительна Будем теперь считать, что

Reµ 6 0, Imµ ̸= 0. (2.86)

Тогда в силу неравенств

∥(I − µB2)φ∥ · ∥φ∥ > |((I − µB2)φ, φ)| > Re((I − µB2)φ, φ) > ∥φ∥2

получаем, что при условиях (2.86) имеет место оценка

∥(I − µB2)
−1∥ 6 1. (2.87)

Применяя слева в (2.77) оператор (I − µB2)
−1, приходим к задаче

φ = λ(I − µB2)
−1(A−1 +B3)φ+ λ−1(I − µB2)

−1B4φ. (2.88)

Здесь снова возникает спектральная задача для пучка С. Крейна, однако теперь этот

пучок не является самосопряжённым.

Теорема 2.5. Пусть в задаче (2.88) выполнены условия (2.86), а также условие

(2.80). Тогда имеют место следующие утверждения.

1◦. Задача (2.88) имеет дискретный спектр, состоящий из двух ветвей конечно-

кратных собственных значений с предельными точками λ = 0 и λ = ∞ соответ-

ственно.

2◦. Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь {λ0k}∞k=1 конечнократных собственных

значений, расположенных в области

|λ| 6 r−, r± = (1−
√
1− 4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥)/(2∥A−1 +B3∥),

причём для ∀ε > 0 все собственные значения λ0k, кроме, быть может, конечного их

числа, расположены в секторе

|arg λ| < ε. (2.89)

При этом система собственных и присоединённых (корневых) элементов {φ0
k}∞k=1,

отвечающая собственным значениям {λ0k}∞k=1, после её проектирования на подпро-

странство H1 = H ⊖H0, H = L2(Ω), H0 = kerB4, является полной в H1 и образует



Глава 2. Смешанные спектральные задачи сопряжения 112

в H1 базис Абеля–Лидского порядка α > m− 1.

3◦. Предельной точке λ = ∞ отвечает ветвь {λ∞k }∞k=1 конечнократных собствен-

ных значений, расположенных в области |λ| > r+, причём для ∀ε > 0 все собствен-

ные значения λ∞k , кроме, быть может, конечного их числа, расположены в секторе

(2.89).

При этом система корневых элементов {φ∞
k }∞k=1, отвечающая собственным зна-

чениям {λ∞k }∞k=1, является полной в H = L2(Ω) и образует в H базис Абеля–Лидского

порядка α > m− 1.

Доказательство. Оно проводится по схеме, изложенной в [23], с. 82–86. Поэтому

здесь приведём лишь некоторые построения, относящиеся к утверждению 2◦. Если

выполнено условие (2.80), то пучок L(λ), отвечающий уравнению (2.88), допускает

факторизацию

λL(λ) := λI − (I − µB2)
−1B4 − λ2(I − µB2)

−1(A−1 +B3) =

= Y −1(I − λY (I − µB2)
−1(A−1 +B3))(λI − Y (I − µB2)

−1B4), (2.90)

причём при |λ| 6 t ∈ (r−, r+) оператор–функция I−λY (I−µB2)
−1(A−1+B3) обратима,

а оператор Y также обратим и является решением операторного уравнения

Y = I + (I − µB2)
−1(A−1 +B3)Y (I − µB2)

−1B4Y. (2.91)

Кроме того, спектр

σ(Z) := σ(Y (I − µB2)
−1B4) ⊂ {λ : |λ| 6 r−}. (2.92)

Опираясь на эти факты, рассмотрим задачу на собственные значения

Zφ = Y (I −µB2)
−1B4φ = (I +(I −µB2)

−1(A−1+B3)Y (I −µB2)
−1Y )(I −µB2)

−1B4φ =

=: (I + Φ)B4φ = λφ, φ ∈ L2(Ω) = H, |λ| 6 r−. (2.93)

Здесь Φ ∈ S∞(H) и (I + Φ) обратим, а B4 = B∗
4 ∈ S∞(H) имеет бесконечномерное

ядро H0 = kerB4.
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Представим теперь φ в виде φ = φ0 + φ1, φ0 ∈ H0, φ1 ∈ H1 = H ⊖H0, и спроек-

тируем обе части (2.93) на H0 и H1 соответственно с помощью ортопроекторов P0 и

P1. С учётом соотношений P0B4 = 0, P1B4P1 =: B̃4 > 0 (в H1) будем иметь

P0(I + Φ)P1 · B̃4φ1 = λφ0, (I1 + P1ΦP1) · B̃4φ1 = λφ1. (2.94)

Так как по постановке задачи λ ̸= 0, то из первого соотношения (2.94) можно выра-

зить φ0 через φ1, а второе уравнение не содержит φ0. Кроме того, можно доказать

(см., например, [23], с. 85), что оператор I1+P1ΦP1 обратим в H1. Наконец, из асимп-

тотической формулы (2.60) следует, что B̃4 ∈ Sp(H1) при p > m− 1.

Эти свойства показывают, что ко второму уравнению (2.94) применима теорема

М.В. Келдыша о свойствах спектра слабо возмущённого самосопряжённого оператора

класса Sp(H) (см. [17], с. 313–320). Отсюда следуют утверждения из 2◦ о локализации

спектра в исходной задаче (2.88) при |λ| 6 r−, а также о полноте проекций корневых

элементов в пространстве H1. Утверждение о базисности по Абелю–Лидскому этих

корневых элементов следует из [42], с. 292, а также из асимптотической формулы

(2.60).

Утверждения 3◦ доказываются аналогично, однако без проектирования на H1, так

как оператор A−1+B3 полный, т.е. ker(A−1+B3) = {0}. При этом также используется

тот факт, что λk(A−1 + B3) = λk(B3)[1 + o(1)] (k → ∞), и асимптотическая формула

(2.59). Кроме того, в пучке L(λ) следует сделать замену λ → λ̃−1, и использовать

вместо (2.90) аналогичную факторизацию для пучка λ̃L(λ̃−1) (см. [23], с. 86).

Следствие 2.1. В задаче (2.77) при любом фиксированном µ ∈ C имеются две вет-

ви конечнократных собственных значений {λ0k}∞k=1 и {λ∞k }∞k=1 с предельными точка-

ми λ = 0 и λ = ∞. Эти ветви имеют асимптотическое поведение (2.84) и (2.85)

соответственно. Этот результат следует из теоремы А.С. Маркуса и В.И. Ма-

цаева (см. [30]). �
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2.2.3 Свойства решений в случае двух и трёх примыкающих

областей

В случае, когда мы имеем не одну, а две области сопряжения, мы получили в

итоге аналогичный пучок (см. пп. 2.1.2). Поэтому так же получаем задачу с одним

фиксированным, а другим спектральным параметром. Свойства решений этих задач

такие же, как и в пп. 2.2.1.

Рассмотрим подробнее исключительные значения

λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0) (2.95)

в случае, когда параметр λ > 0 — фиксированный. Выясним, как выглядят эти усло-

вия в явной форме.

Первое условие λ /∈ σ(I − T (λ)) требует, чтобы λ не являлся собственным значе-

нием задачи

L0u1 = λu1 (в Ω1), L0u2 = λu2 (в Ω2);

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1);

∂11,2u1 = 0 (на Γ11,2), ∂22,2u2 = 0 (на Γ22,2);

∂11,3u1 = λγ11,3u1 (на Γ11,3), ∂22,3u2 = λγ22,3u2 (на Γ22,3);

∂11,4u1 = λ−1γ11,4u1 (на Γ11,4), ∂22,4u2 = λ−1γ22,4u2 (на Γ22,4);

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1);

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 = 0 (на Γ21,2),

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 = λγ21,3u1 (на Γ21,3),

γ21,4u1 − γ12,4u2 = 0, ∂21,4u1 + ∂12,4u2 = λ−1γ21,4u1 (на Γ21,4);

∂21,5u1 = −∂12,5u2 = 0 (на Γ21,5);

∂21,6u1 = −∂12,6u2 = λ(γ21,6u1 − γ12,6u2) (на Γ21,6);

∂21,7u1 = −∂12,7u2 = λ−1(γ21,7u1 − γ12,7u2) (на Γ21,7).
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Эта задача имеет две ветви конечнократных положительных собственных значе-

ний с предельным точками λ = 0 и λ = +∞, а также не более конечного числа

невещественных комплексно сопряжённых пар конечнократных собственных значе-

ний.

Для второго требования (2.95) исключительные числа — собственные значения

видоизменённой задачи

L0u1 = λu1 (в Ω1), L0u2 = λu2 (в Ω2);

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1);

γ11,2u1 = 0 (на Γ11,2), γ22,2u2 = 0 (на Γ22,2);

∂11,3u1 = λγ11,3u1 (на Γ11,3), ∂22,3u2 = λγ22,3u2 (на Γ22,3);

∂11,4u1 = λ−1γ11,4u1 (на Γ11,4), ∂22,4u2 = λ−1γ22,4u2 (на Γ22,4);

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1);

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 = 0 (на Γ21,2),

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 = λγ21,3u1 (на Γ21,3),

γ21,4u1 − γ12,4u2 = 0, ∂21,4u1 + ∂12,4u2 = λ−1γ21,4u1 (на Γ21,4);

γ21,5u1 = −γ12,5u2 = 0 (на Γ21,5);

∂21,6u1 = −∂12,6u2 = λ(γ21,6u1 − γ12,6u2) (на Γ21,6);

∂21,7u1 = −∂12,7u2 = λ−1(γ21,7u1 − γ12,7u2) (на Γ21,7).

В самом деле, легко устанавливаем, что для

B2 = A1/2C2A
1/2; C2 = V11,2V

∗
11,2 + V22,2V

∗
22,2 + V21,2V

∗
21,2 + V21,5V

∗
21,5

выполнено

kerB2 = {η0 ∈ L2(Ω) : η0 = A1/2u0, u0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω); γ2u0 = 0}.

Поэтому здесь возникает задача на собственные значения

P0η = λP0(A
−1 +B3)P0η + λ−1P0B4P0η, η ∈ L2(Ω),
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которая имеет дискретный положительный спектр с предельными точками λ = 0 и

λ = +∞. Они являются последовательными минимумами вариационного отношения

∥u0∥2H1(Ω)

∥u0∥2L2(Ω) + ∥γ11,3u0∥2Γ11,3
+ ∥γ22,3u0∥2Γ22,3

+ ...
; u0 ∈ Ȟ1

0,Γ11∪Γ22
(Ω).

Таким образом, в исходной начально–краевой задаче множество исключительных

значений λ — объединение спектров двух задач, приведённых выше.

В случае трёх примыкающих областей сопряжения у нас также возникает тот

же пучок с аналогичными свойствами. Здесь исключительными числами являются

собственные значения аналогичных спектральных задач, таких, как в случае одной

или двух примыкающих областей.

Итак, во второй главе схема исследования краевых задач, представленная в главе

1, применена для изучения спектральной задачи сопряжения в одной области. Иссле-

дование этой задачи приведено к изучению свойств решений операторного пучка с

двумя параметрами. Показано, что аналогичные задачи для двух и трёх примыкаю-

щих областей исследуются по той же схеме. Далее, считая в полученном пучке один

параметр спектральным, а другой — фиксированным, рассмотрены свойства решений

этого пучка.



Глава 3

Начально–краевые задачи

сопряжения

3.1 Начально-краевые задачи, порождающие спек-

тральные

Спектральные задачи, разобранные в предыдущем параграфе, порождаются начально-

краевыми задачами, в которых производные по времени входят не только в уравне-

ние, но и в краевые условия. Здесь будет рассмотрено несколько таких примеров.

3.1.1 Первая задача

В области Ω ⊂ Rm с липшицевой границей ∂Ω, разбитой на 3 липшицевых кус-

ка Γ1, Γ2 и Γ3 с липшицевыми контурами ∂Γ1, ∂Γ2 и ∂Γ3, сформулируем сначала

спектральную проблему

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = µγ2u (на Γ2), ∂3u = λγ3u (на Γ3),

L0u = u−△u, ∂ku = (∂u/∂n)Γk
, γku = u|Γk

, k = 1, 3, (3.1)

где λ и µ — параметры, один из которых можно считать спектральным, а второй —

фиксированным.

117
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Нетрудно видеть, что если рассматривать начально-краевую задачу

∂u

∂t
+ L0u = f (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = µγ2u+ ψ2 (на Γ2),

∂3u+
∂

∂t
(γ3u) = ψ3 (на Γ3), u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, (3.2)

и разыскивать её решения при f ≡ 0, ψ2 ≡ 0, ψ3 ≡ 0 в виде

u(t, x) = exp(−λt)u(x), λ ∈ C, (3.3)

то для амплитудной функции u(x), x ∈ Ω, возникает спектральная проблема (3.1),

где λ — искомый спектральный параметр.

Опираясь на построения и методы глав 1 и 2, а также на использованные выше

операторы вспомогательных краевых задач, можно исследовать задачу (3.2) и до-

казать теорему о её сильной разрешимости на произвольном конечном промежутке

времени.

Представим, как и выше, решение u(t, x) задачи (3.1) в виде суммы решений трех

вспомогательных задач, в каждой из которых неоднородности входят в уравнение

либо в краевое условие лишь в одном месте. Не выписывая формулировки этих задач,

сразу представим решение в виде, аналогичном (2.14):

u = A−1(f − ∂u

∂t
) + V2(µγ2u+ ψ2) + V3(ψ3 −

∂

∂t
γ3u), (3.4)

где A — оператор гильбертовой пары (H1
0,Γ1

(Ω); L2(Ω)), а V2 и V3 — операторы вспо-

могательных задач Неймана (см. (2.5)–(2.7) при Γ4 = ∅). Тогда возникает дифферен-

циальное уравнение для функции u = u(t) со значениями в пространстве H1
0,Γ1

(Ω):

(A−1 + V3γ3)
du

dt
+ (I − µV2γ2)u = A−1f + V2ψ2 + V3ψ3. (3.5)

Если здесь ещё сделать замену искомой функции

u(t) = A−1/2η(t), η ∈ L2(Ω), (3.6)

то получаем задачу Коши

(A−1+B3)
dη

dt
+(I−µB2)η = A−1/2f+A1/2V2ψ2+A

1/2V3ψ3 =: f1(t), η(0) = A1/2u0, (3.7)
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Bk = (A1/2Vk)(γkA
−1/2) = (γkA

−1/2)∗(γkA
−1/2) : L2(Ω) → L2,h(Ω) ⊂ L2(Ω), k = 1, 3.

Свойства коэффициентов A−1 и Bk уже описаны выше.

Осуществим в (3.7) ещё одну замену

(A−1 +B3)η =: w. (3.8)

Тогда возникает задача Коши

dw

dt
+ (I − µB2)(A

−1 +B3)
−1w = f1(t), w(0) = (A−1 +B3)A

1/2u0 =: w0. (3.9)

Определение 3.1. Назовём функцию w(t) со значениями в L2(Ω) сильным решени-

ем задачи (3.9) на отрезке [0, T ], если

w(t) ∈ C1([0, T ]; L2(Ω)) ∩ C([0, T ]; D((A−1 +B3)
−1)), (3.10)

и для неё выполнено уравнение (3.9), где все слагаемые принадлежат C([0, T ]; L2(Ω)),

а также выполнено условие w(0) = w0. �

Далее будем полагать, что

µ /∈ σ(I − µB2). (3.11)

Теорема 3.1. Пусть в исходной задаче (3.2) выполнены условия

f(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψ2(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γ2)),

ψ3(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γ3)), 0 < β 6 1, u0(x) ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), (3.12)

а также условие (3.11).

Тогда задача (3.9) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ] в смыс-

ле определения 3.1. При этом исходная начально-краевая задача имеет единственное

решение на отрезке [0, T ],

u(t, x) ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)), (3.13)

причём для этого решения выполнено уравнение в Ω, где все слагаемые являются

элементами из C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), граничные условия на Γk, k = 2, 3, где все сла-

гаемые являются элементами из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), а также начальное условие.
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Доказательство. Если выполнены условия (3.12), то в силу свойств операторов A−1

и Bk, k = 2, 3, функция f1(t) в (3.9) является элементом из Cβ([0, T ]; L2(Ω)), а

w0 ∈ D((A−1+B3)
−1). Далее, так как (A−1+B3)

−1 — самосопряжённый положительно

определённый оператор, действующий в L2(Ω), а B2 ∈ S∞(L2(Ω)), то оператор −(I−

µB2)(A
−1+B3)

−1 является генератором аналитической полугруппы, а уравнение (3.9)

— абстрактное параболическое. Поэтому при сформулированных свойствах для f1(t)

и w0 задача Коши (3.9) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ]. Отсюда

следует, что существует единственное сильное решение задачи Коши (3.7), где все

слагаемые являются элементами из C([0, T ];L2(Ω)). Тогда в силу (3.11) получаем,

что

η(t) ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

а потому ввиду замены (3.6) имеем в задаче (3.5) (либо (3.4))

u(t) ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)). (3.14)

Далее, соотношение (3.4), в свою очередь, показывает, в силу определения опера-

торов A−1 и Vk, k = 2, 3, и отвечающих им задач, что u = u1 + u2 + u3, причём

L0u1 = f − du

dt
(в Ω), γ1u1 = 0 (на Γ1), ∂2u1 = 0 (на Γ2), ∂3u1 = 0 (на Γ3),

L0u2 = 0 (в Ω), γ1u2 = 0 (на Γ1), ∂2u2 = µγ2u+ ψ2 (на Γ2), ∂3u2 = 0 (на Γ3),

L0u3 = 0 (в Ω), γ1u3 = 0 (на Γ1), ∂2u3 = 0 (на Γ2), ∂3u3 = ψ3 −
d

dt
(γ3u) (на Γ3).

Отсюда приходим к выводу, что для функции u = u1 + u2 + u3 выполнены все урав-

нения и краевые условия задачи (3.2).

При этом из (3.14) и свойств дифференциального выражения L0u (для обобщённой

формулы Грина, см. (2.10)) получаем, что L0u ∈ (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗, а потому в уравнении

в Ω из (3.2) все слагаемые являются элементами из C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)). Аналогично

из (3.14) получаем, что ∂ku ∈ C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, а потому все слагаемые в

граничных условиях на Γ2 и Γ3 являются элементами из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3,

соответственно.
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3.1.2 Вторая задача

Будем теперь считать, что µ — спектральный, а λ — фиксированный параметр

в проблеме (3.1), и приведём постановку начально–краевой проблемы, отвечающей

этому случаю. Тогда будем иметь следующее уравнение и краевые условия:

L0u = λu+ f (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1),

∂2u+
∂

∂t
γ2u = ψ2 (на Γ2), ∂3u = λγ3u+ ψ3 (на Γ3). (3.15)

Снова считаем, что u ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω) есть сумма решений трёх вспомогательных задач,

приходим для искомой функции u = u(t, x) к уравнению (см. (3.4))

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3), (3.16)

и соответствующей задаче Коши

V2γ2
du

dt
+ (I − λ(A1 + V3γ3))u = A−1f + V2ψ2 + V3ψ3, u(0) = u0. (3.17)

Отсюда после замены

u = A−1/2η, η ∈ L2(Ω), (3.18)

получаем задачу

B2
dη

dt
+ (I − λ(A−1 +B3))η = A−1/2f + A1/2V2ψ2 + A1/2V3ψ3 =: f(t),

η(0) = η0 = A1/2u0. (3.19)

Особенностью этой задачи, в отличие аналогичной проблемы (3.7), является тот

факт, что оператор B2 = (A1/2V2)(γ2A
−1/2) = (γ2A

−1/2)∗(γ2A
−1/2) лишь неотрицатель-

ный и имеет бесконечномерное ядро kerB2.

Учитывая это обстоятельство, рассмотрим проблему вида (3.19) в абстрактной

форме. Именно, будем считать, что исследуется в произвольном гильбертовом про-

странстве H задача Коши

B
dη

dt
+ (I − Φ)η = f(t), η(0) = η0, (3.20)

где B — неотрицательный компактный оператор, имеющий ненулевое ядро:

H0 := kerB ̸= {0}, (3.21)
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а Φ ∈ S∞(H).

Воспользуемся разложением H = H0 ⊕ H1, H1 = R(B), и преобразуем задачу

(3.20) к задаче Коши для дифференциального уравнения в подпространстве H1. С

этой целью представим η = η0 + η1, η0 = P0η = P0η0 ∈ H0, η1 = P1η = P1η1 ∈ H1, где

P0 и P1 — ортопроекторы на H0 и H1 соответственно.

Будем далее предполагать, что выполнены условия

ker(I − Φ) = {0}, ker(I0 − P0ΦP0) = {0}. (3.22)

Тогда в силу второго условия оператор (I0 − P0ΦP0) обратим, и возникает задача

Коши

B1
dη1
dt

+ (I1 − Φ1)η1 = f1(t), η1(0) = η01 = P1η
0, (3.23)

B1 := P1BP1, Φ1 = P1ΦP1 + (P1ΦP0)(I0 − P0ΦP0)
−1(P0ΦP1),

f1 := P1f + (P1ΦP0)(I0 − P0ΦP0)
−1P0f,

η0 = (I0 − P0ΦP0)
−1[(P0ΦP1)η1 + P0f ].

Здесь оператор B1 : H1 → H1 положительный и компактный, а Φ1 ∈ S∞(H1).

Осуществляя ещё в (3.23) замену искомой функции

B1η1 = ξ1, (3.24)

придём к задаче Коши

dξ1
dt

+ (I1 − Φ1)B
−1
1 ξ1 = f1(t), ξ1(0) = B1η1(0) = B1P1η

0. (3.25)

Лемма 3.1. Пусть в задаче (3.20), (3.21) выполнены условия (3.22), а также усло-

вия

f(t) ∈ Cβ([0, T ];H), η0 ∈ H. (3.26)

Тогда эта задача имеет единственное решение η(t) ∈ C([0, T ];H), для которого все

слагаемые в уравнении (3.20) являются непрерывными функциями t со значениями

в H и выполнено начальное условие (3.20).
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Доказательство. Если выполнены условия (3.26), то в задаче (3.25)

f1(t) ∈ Cβ([0, T ];H1), ξ1(0) ∈ D((B1)
−1). (3.27)

Далее, уравнение (3.25) является абстрактным параболическим, так как B−1
1 — поло-

жительно определённый самосопряжённый неограниченный оператор, а Φ1 ∈ S∞(H1).

Отсюда следует, что задача (3.25) имеет единственное сильное решение на проме-

жутке [0, T ], т.е. ξ1(t) ∈ C1([0, T ], H1) ∩ C([0, T ], D(B−1
1 )). Отсюда получаем, что

существует единственное решение η(t) задачи (3.23), для которого все слагаемые в

уравнении — элементы из C([0, T ];H1). Так как I1−Φ1 обратим в силу условий (3.22),

то получаем свойство η1(t) ∈ C([0, T ];H1).

Возвращаясь теперь от (3.23) к исходной задаче (3.20) (см. соотношения для f1 и

η0 в (3.23)), получаем утверждение леммы.

Следствием леммы 3.1 является такое утверждение относительно разрешимости

задачи (3.15).

Теорема 3.2. Пусть в задаче (3.15) выполнены условия

f ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψk ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), 0 < β 6 1, k = 1, 2, (3.28)

u(0) = u0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω),

а также условия

λ /∈ σ(I − λ(A−1 +B3)) ∩ σ(I0 − λP0(A
−1 +B3)P0), P0H := kerB2. (3.29)

Тогда эта задача имеет единственное решение u ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)), для которого

каждое слагаемое в уравнении в Ω является элементом из C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), а в

граничных условиях — элементом из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3.

Доказательство. Оно проводится по тому же плану, что и в теореме 3.1, с учётом

утверждения леммы 3.1.

Именно, при выполнении условий (3.28), (3.29) из леммы 3.1 получаем, что задача

(3.23) имеет единственное решение η1(t) ∈ C([0, T ];H1), H1 := L2(Ω)⊖kerB1. Возвра-

щаясь теперь от (3.23) к (3.17), (3.16) и рассуждая, как при доказательстве теоремы

3.1, приходим к утверждению данной теоремы.
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Следствие 3.1. Выясним теперь, как выглядят в явной форме условия (3.29). Что

касается первого из них, то, очевидно, здесь исключительные значения таковы:

λ = λ−1
k (A−1 +B3), k = 1, 2, ...

Это характеристические числа компактного положительного оператора A−1 +B3,

они образуют счётное множество на положительной оси и имеют предельную

точку λ = +∞. В терминах исходной задачи (3.1) можно проверить, что эти

исключительные значения λ суть собственные значения задачи Стефана

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = 0 (на Γ2), ∂3u = λγ3u (на Γ3). (3.30)

Что касается второго условия (3.29), то оказывается, что здесь исключитель-

ными являются собственные значения следующей видоизменённой задачи Стефана:

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), γ2u = 0 (на Γ2), ∂3u = λγ3u (на Γ3). (3.31)

В самом деле, легко устанавливаем, что для B2 = (γ2A
−1/2)∗(γ2A

−1/2)

kerB2 = {η0 ∈ L2(Ω) : η0 = A1/2u0, u0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), γ2u0 = 0}. (3.32)

Поэтому здесь вместо (3.30) возникает задача на собственные значения

P0η = λP0(A
−1 +B3)P0η, η ∈ L2(Ω), (3.33)

которая имеет дискретный положительный спектр {λ0k}∞k=1 с предельной точкой

λ = +∞. Они являются последовательными минимумами вариационного отноше-

ния

∥u0∥2H1(Ω)/(∥u0∥2L2(Ω) + ∥γ3u0∥2L2(Γ3)
), u0 ∈ Ȟ1

0,Γ1∪Γ2
(Ω). (3.34)

Таким образом, в начально–краевой задаче (3.15) множество исключительных

значений λ представляют собой объединение спектров вспомогательных задач Сте-

фана (3.30) и (3.31). �
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3.1.3 Третья задача

Рассмотрим, наконец, вариант, когда граница Γ = ∂Ω области Ω ⊂ Rm разбита

не на три липшицевых куска, как в проблеме (3.15), а на четыре с дополнительным

краевым условием на Γ4:

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = µγ2u (на Γ2),

∂3u = λγ3u (на Γ3), λ∂4u = γ4u (на Γ4). (3.35)

Здесь (при спектральном параметре µ) порождающая её начально–краевая задача

выглядит следующим образом:

L0u = λu+ f (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u+
∂

∂t
(γ2u) = ψ2 (на Γ2),

∂3u = λγ3u+ ψ3 (на Γ3), ∂4u = λ−1γ4u+ ψ4 (на Γ4), u(0) = u0. (3.36)

Проводя те же рассуждения, что и во второй задаче (см. (3.16)–(3.19)), приходим по

аналогии с (3.19) к задаче Коши

B2
dη

dt
+ (I − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)η = f(t), η(0) = η0 = A1/2u0, (3.37)

f(t) = A−1/2f +
4∑

k=2

A1/2Vkψk.

Не приводя подробных обсуждений, сформулируем сразу итоговый результат; он

получается так же, как в проблеме (3.19), но с некоторыми усложнениями.

Теорема 3.3. Пусть в задаче (3.36) выполнены условия

λ /∈ σ(I − λ(A−1 +B3)− λ−1B4) ∩ σ(I0 − λP0(A
−1 +B3)P0 − λ−1P0B4P0), (3.38)

где P0 : L2(Ω) → kerB2 =: H0 — ортопроектор на H0, а также условия

f ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψk ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), 0 < β 6 1, k = 2, 3, 4, (3.39)

u(0) = u0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω).

Тогда эта задача имеет единственное решение u ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)), для кото-

рого каждое слагаемое в уравнении в Ω (см. (3.36)) является элементом из

C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), а в граничных условиях — элементом из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k =

2, 3, 4, соответственно.
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Следствие 3.2. Можно убедиться, что первое условие (3.38) требует, чтобы λ не

являлось собственным значением задачи С. Крейна – Стефана

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = 0 (на Γ2),

∂3u = λγ3u (на Γ3), λ∂4u = γ4u (на Γ4), (3.40)

которая, как известно, имеет две ветви конечнократных положительных собствен-

ных значений с предельными точками λ = 0 и λ = +∞, а также не более конечного

числа невещественных комплексно сопряжённых пар конечнократных собственных

значений.

Что касается второго требования в (3.38), то, по аналогии с рассуждениями из

замечания 3.1, можно убедиться, что здесь исключительными числами являются

собственные значения модифицированной задачи С. Крейна – Стефана (см. (3.31))

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), γ2u = 0 (на Γ2),

∂3u = λγ3u (на Γ3), λ∂4u = γ4u (на Γ4). (3.41)

Общие свойства спектра этой задачи — такие же, как задачи (3.40). �

3.1.4 Четвёртая задача

Эта задача порождает спектральную проблему (3.35), если µ — фиксированный, а

λ — спектральный параметр. Здесь предварительно удобно, как и в задаче гидродина-

мики (проблема С. Крейна), ввести вместо поля скоростей u(t, x) поле перемещений

сплошной среды w(t, x), u(t, x) = ∂w/∂t. Тогда начально – краевая задача, отвечаю-

щая проблеме (3.35), формируется следующим образом:

∂2w

∂t2
+ L0

∂w

∂t
= f ; (в Ω), w = 0 (на Γ1),

∂2
∂w

∂t
= µγ2

∂w

∂t
+ ψ2 (на Γ2), ∂3

∂w

∂t
+ γ3

∂2w

∂t2
= ψ3 (на Γ3), (3.42)

∂4
∂w

∂t
+ γ4w = ψ4 (на Γ4), w(0) = w0,

∂w

∂t
(0) = w1 = u0.
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Пользуясь теми же общими приёмами, которые были использованы выше, прихо-

дим к выводу, что искомое решение w = w(t) со значениями в Ȟ1
0,Γ1

(Ω) удовлетворяет

уравнению

dw

dt
= A−1(f − d2w

dt2
) + V2(ψ2 + µγ2

dw

dt
) + V3(ψ3 − γ3

d2w

dt2
) + V4(ψ4 − γ4w). (3.43)

Тогда возникает задача Коши

(A−1 + V3γ3)
d2w

dt2
+ (I − µV2γ2)

dw

dt
+ V4γ4w = A−1f +

4∑
k=2

Vkψk, (3.44)

w(0) = w0,
dw

dt
(0) = w1 = u0.

Эта задача после замены w = A−1/2η переходит в проблему

(A−1 +B3)
d2η

dt2
+ (I − µB2)

dη

dt
+B4η = A−1/2f +

4∑
k=2

A1/2Vkψk =: f(t), (3.45)

η(0) = A1/2w0,
dη

dt
(0) = A1/2w1 = A1/2u0.

Осуществляя здесь ещё одну замену

dη

dt
= (A−1 +B3)

−1φ, (3.46)

приходим к задаче Коши для интегродифференциального уравнения первого поряд-

ка:
dφ

dt
+ (I − µB2)(A

−1 +B3)
−1φ+

ˆ t

0

B4(A
−1 +B3)

−1φ(s)ds =

= −B4A
1/2w0 + A−1/2f +

4∑
k=2

A1/2Vkψk, φ(0) = (A−1 +B3)A
1/2w1. (3.47)

Чтобы исследовать проблему разрешимости задачи (3.47), сейчас понадобится од-

но утверждение, доказательство которого можно найти в [19], с. 21-25, теоремы 1.3.2,

1.3.4. В несколько ослабленной форме оно выглядит следующим образом.

Лемма 3.2. Пусть в задаче Коши для интегродифференциального уравнения первого

порядка, рассматриваемого в гильбертовом пространстве H, т.е. в задаче

du

dt
= A0u+

ˆ t

0

G(t, s)A1u(s)ds+ f(t), u(0) = u0, (3.48)
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выполнены следующие условия: 1◦. A0 является генератором аналитической полу-

группы;

2◦. D(A1) ⊃ D(A0);

3◦. G(t, s), ∂G(t, s)/dt ∈ C(△T ;H), △T := {(t, s) : 0 6 s 6 t ∈ T};

4◦. f(t) ∈ Cβ([0, T ];H), 0 < β 6 1;

5◦. u0 ∈ D(A0).

Тогда задача (3.48) имеет единственное сильное решение

u(t) ∈ C([0, T ];D(A0)) ∩ C1([0, T ];H), (3.49)

для которого все слагаемые в (3.48) являются элементами из C([0, T ];H) и выпол-

нено начальное условие. �

Воспользуемся леммой 3.2 применительно к задаче (3.47). В этой задаче оператор

−(I − µB2)(A
−1 + B3)

−1 является генератором аналитической полугруппы, причём

области определения этого генератора и оператора, стоящего под знаком интеграла,

совпадают. Далее, можно считать, что в (3.47)G(t, s) ≡ I и потому выполнено условие

3◦ леммы 3.2.

Отсюда приходим к следующему выводу.

Лемма 3.3. Если в задаче (3.47) выполнены условия

w0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), w1 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), (3.50)

f(t) ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψk ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, 4, 0 < β 6 1,

(3.51)

то эта задача имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ], и для этого

решения все слагаемые в уравнении (3.47) являются непрерывными функциями t ∈

[0, T ] со значениями в L2(Ω). �

Это утверждение позволяет установить такой факт.

Теорема 3.4. Пусть в задаче (3.42) выполнены условия (3.50), (3.51), а также

условие

µ /∈ σ(I − µB2). (3.52)



Глава 3. Начально–краевые задачи сопряжения 129

Тогда эта задача имеет сильное решение

w ∈ C2([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗) ∩ C1([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)), (3.53)

для которого выполнены уравнение (3.42), где все слагаемые являются элементами

из C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), граничные условия (3.42), где все слагаемые на Γk являются

элементами из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, 4, а также начальные условия (3.42).

Доказательство. При выполнении условий (3.50), (3.51) по лемме 3.3 задача (3.47), а

потому и задача (3.45) имеют решения, для которых все слагаемые в этих уравнениях

являются элементами из C([0, T ]; L2(Ω)). Тогда в силу условия (3.52) имеем dη/dt ∈

C([0, T ]; L2(Ω)). Отсюда получаем, что в задаче (3.44), а потому и в (3.43) dw/dt ∈

C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)). Следовательно, L0(dw/dt) ∈ C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ∂k(dw/dt) ∈

C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)).

Далее устанавливаем, опираясь на представление (3.43), как и выше, что для

w(t, x) выполнены уравнение и краевые условия (3.42), а потому, в силу доказанных

свойств для , в уравнении (3.42) все слагаемые — элементы из C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗),

а в граничных условиях — элементы из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, 4.

Отсюда также приходим к выводу, что имеет место свойство (3.53) и, кроме того,

свойство γ3w ∈ C2([0, T ]; H̃−1/2(Γ3)). Наконец, выполнены также начальные условия

(3.50).

3.1.5 Начально–краевые задачи для двух примыкающих об-

ластей

Подход, продемонстрированный в предыдущем параграфе для спектральной зада-

чи (2.1)-(2.2), можно применить и для спектральной задачи сопряжения (2.19)-(2.28),

т.е. исследовать свойства её решений на основе операторного пучка (2.31), (2.32), а

также рассмотреть начально–краевые задачи, порождающие спектральную проблему

(2.33)- (2.39).

Рассмотрим две примыкающие области Ω1 и Ω2 с липшицевыми границами, как

в пп. 2.1.2, только для начала каждую из внешних границ разобьем не на 4, а на 3
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липшицевых куска, а внутреннюю границу не на 7, а на 5. Сформулируем начально–

краевую задачу, которая порождает соответствующую спектральную, в которой па-

раметр λ является искомым спектральным, а µ — фиксированным. Имеем

∂u1
∂t

+ L0u1 = f1 (в Ω1),
∂u2
∂t

+ L0u2 = f2 (в Ω2); (3.54)

на внешних границах:

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1), (3.55)

∂11,2u1 = µγ11,2u1 + ψ11,2 (на Γ11,2), ∂22,2u2 = µγ22,2u2 + ψ22,2 (на Γ22,2),

∂11,3u1 +
∂
∂t
(γ11,3u1) = ψ11,3 (на Γ11,3), ∂22,3u2 +

∂
∂t
(γ22,3u2) = ψ22,3 (на Γ22,3);

(3.56)

на границах стыка:

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1), (3.57)

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 = µγ21,2u1 + ψ21,2 (на Γ21,2), (3.58)

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 +
∂

∂t
(γ21,3u1) = ψ21,3 (на Γ21,3), (3.59)

∂21,4u1 = −∂12,4u2 = µ(γ21,4u1 − γ12,4u2) + ψ21,4 (на Γ21,4), (3.60)

∂21,5u1 = −∂12,5u2 = − ∂

∂t
(γ21,5u1 − γ12,5u2) + ψ21,5 (на Γ21,5); (3.61)

ui(0, x) = u0i (x), x ∈ Ωi, i = 1, 2.

Как и в случае с одной областью (см. п. 3.1.1) представим решение этой задачи

в виде суммы решений вспомогательных задач, с помощью формул Грина находим

их слабые решения и получаем уравнение, которому удовлетворяет решение задачи.

Объединяя вместе краевые задачи, для которых неоднородности в уравнениях имеют

одинаковый смысл (например, коэффициенты при λ и µ), мы видим, что решение

такого набора задач может быть представлено в форме

u = A−1(f − ∂u

∂t
) + V2(µγ2u+ ψ2) + V3(ψ3 −

∂

∂t
γ3u), (3.62)

где u = (u1;u2), f = (f1; f2), A — оператор гильбертовой пары

(H1
0,Γ11,1

(Ω1)⊕H1
0,Γ22,1

(Ω2); L2(Ω));
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V2γ2 = V11,2V
∗
11,2 + V22,2V

∗
22,2 + V21,2V

∗
21,2 + V21,4V

∗
21,4;

V2ψ2 = V11,2ψ11,2 + V22,2ψ22,2 + V21,2ψ21,2 + V21,4ψ21,4;

V3γ3 = V11,3V
∗
11,3 + V22,3V

∗
22,3 + V21,3V

∗
21,3 + V21,5V

∗
21,5;

V3ψ3 = V11,3ψ11,3 + V22,3ψ22,3 + V21,3ψ21,3 + V21,5ψ21,5.

Таким образом, возникло такое же уравнение, как и в случае аналогичной зада-

чи для одной области (см. п. 3.1.1, (3.4)). Операторы, входящие в уравнение (3.62),

обладают теми же свойствами, что и операторы из (3.4). Поэтому, все дальнейшие

преобразования (см. (3.5)-(3.9)) и выводы (см. теорему 3.1) из п. 3.1.1 справедливы и

в этом случае.

Далее перейдём ко второй начально–краевой задаче для двух примыкающих об-

ластей. В отличии от первой, в этой задаче параметр µ — искомый спектральный,

а λ — фиксированный. Получаем начально–краевую задачу для двух примыкающих

областей в следующем виде

L0u1 = λu1 + f1 (в Ω1), L0u2 = λu2 + f2 (в Ω2); (3.63)

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1), (3.64)

∂11,2u1 +
∂
∂t
(γ11,2u1) = ψ11,2 (на Γ11,2), ∂22,2u2 +

∂
∂t
(γ22,2u2) = ψ22,2 (на Γ22,2),

∂11,3u1 = λγ11,3u1 + ψ11,3 (на Γ11,3), ∂22,3u2 = λγ22,3u2 + ψ22,3 (на Γ22,3);

(3.65)

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1), (3.66)

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 +
∂

∂t
(γ21,2u1) = ψ21,2 (на Γ21,2), (3.67)

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 = λγ21,3u1 + ψ21,3 (на Γ21,3), (3.68)

∂21,4u1 = −∂12,4u2 = − ∂

∂t
(γ21,4u1 − γ12,4u2) + ψ21,4 (на Γ21,4), (3.69)

∂21,5u1 = −∂12,5u2 = λ(γ21,5u1 − γ12,5u2) + ψ21,5 (на Γ21,5); (3.70)

ui(0, x) = u0i (x), x ∈ Ωi, i = 1, 2.
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Мы снова получаем аналогичное уравнение, как и в случае с одной областью (см.

(3.16)):

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3), (3.71)

где u = (u1;u2), f = (f1; f2);

V2γ2 = V11,2V
∗
11,2 + V22,2V

∗
22,2 + V21,2V

∗
21,2 + V21,4V

∗
21,4;

V2ψ2 = V11,2ψ11,2 + V22,2ψ22,2 + V21,2ψ21,2 + V21,4ψ21,4;

V3γ3 = V11,3V
∗
11,3 + V22,3V

∗
22,3 + V21,3V

∗
21,3 + V21,5V

∗
21,5;

V3ψ3 = V11,3ψ11,3 + V22,3ψ22,3 + V21,3ψ21,3 + V21,5ψ21,5.

Затем, как и в случае с одной областью, получаем задачу Коши с оператором

B2 > 0, у которого ядро бесконечномерно. Далее, осуществляем проектирование на

подпространства H0 и H1 и в итоге приходим к тем же общим выводам, что и в пп.

3.1.2.

Третья начально–краевая задача для двух областей снова формулируется для

случая, когда µ — спектральный параметр, а λ — фиксированный. Но теперь каждая

из внешних границ разделена не на 3, а на 4 части, а внутренняя — не на 5, а на 7

липшицевых кусков. Получаем:

уравнения в Ω1 и Ω2

L0u1 = λu1 + f1 (в Ω1), L0u2 = λu2 + f2 (в Ω2); (3.72)

условия на внешних границах:

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1), (3.73)

∂11,2u1 +
∂
∂t
(γ11,2u1) = ψ11,2 (на Γ11,2), ∂22,2u2 +

∂
∂t
(γ22,2u2) = ψ22,2 (на Γ22,2),

∂11,3u1 = λγ11,3u1 + ψ11,3 (на Γ11,3), ∂22,3u2 = λγ22,3u2 + ψ22,3 (на Γ22,3),

∂11,4u1 = λ−1γ11,4u1 + ψ11,4 (на Γ11,4), ∂22,4u2 = λ−1γ22,4u2 + ψ22,4 (на Γ22,4);

(3.74)

условия на границах стыка:

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1), (3.75)



Глава 3. Начально–краевые задачи сопряжения 133

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 +
∂

∂t
(γ21,2u1) = ψ21,2 (на Γ21,2), (3.76)

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 = λγ21,3u1 + ψ21,3 (на Γ21,3), (3.77)

γ21,4u1 − γ12,4u2 = 0, ∂21,4u1 + ∂12,4u2 = λ−1γ21,4u1 + ψ21,4 (на Γ21,4), (3.78)

∂21,5u1 = −∂12,5u2 = − ∂

∂t
(γ21,5u1 − γ12,5u2) + ψ21,5 (на Γ21,5), (3.79)

∂21,6u1 = −∂12,6u2 = λ(γ21,6u1 − γ12,6u2) + ψ21,6 (на Γ21,6), (3.80)

∂21,7u1 = −∂12,7u2 = λ−1(γ21,7u1 − γ12,7u2) + ψ21,7 (на Γ21,7); (3.81)

ui(0, x) = u0i (x), x ∈ Ωi, i = 1, 2.

Снова с помощью общего сформулированного выше подхода находим решения

вспомогательных задач и приходим к выводу, что искомое решение удовлетворяет

уравнению

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3) + V4(λ

−1γ4u+ ψ4), (3.82)

где u = (u1;u2), f = (f1; f2);

V2γ2 = V11,2V
∗
11,2 + V22,2V

∗
22,2 + V21,2V

∗
21,2 + V21,5V

∗
21,5;

V2ψ2 = V11,2ψ11,2 + V22,2ψ22,2 + V21,2ψ21,2 + V21,5ψ21,5;

V3γ3 = V11,3V
∗
11,3 + V22,3V

∗
22,3 + V21,3V

∗
21,3 + V21,6V

∗
21,6;

V3ψ3 = V11,3ψ11,3 + V22,3ψ22,3 + V21,3ψ21,3 + V21,6ψ21,6;

V4γ4 = V11,4V
∗
11,4 + V22,4V

∗
22,4 + V21,4V

∗
21,4 + V21,7V

∗
21,7;

V4ψ4 = V11,4ψ11,4 + V22,4ψ22,4 + V21,4ψ21,4 + V21,7ψ21,7.

Уравнение (3.82) аналогично соответствующему уравнению для одной области,

операторы из уравнений обладают теми же общими свойствами. Значит и выводы,

сформулированные в пп. 3.1.3, применимы к этой проблеме.

Наконец, рассмотрим четвёртую начально–краевую задачу для двух сопряжённых

областей. Здесь, как и в первой задаче, параметр λ — спектральный, µ — фиксирован.
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Однако внешняя граница разделена на 4 липшицевых куска каждая, а внутренняя —

на 7 липшицевых кусков. Получаем уравнения:

∂2w1

∂t2
+ L0

∂w1

∂t
= f1 (в Ω1),

∂2w2

∂t2
+ L0

∂w2

∂t
= f2 (в Ω2); (3.83)

на внешних границах заданы условия:

w1 = 0 (на Γ11,1), w2 = 0 (на Γ22,1), (3.84)

∂11,2
∂w1

∂t
= µγ11,2

∂w1

∂t
+ ψ11,2 (на Γ11,2), ∂22,2

∂w2

∂t
= µγ22,2

∂w2

∂t
+ ψ22,2 (на Γ22,2),

∂11,3
∂w1

∂t
+ γ11,3

∂2w1

∂t2
= ψ11,3 (на Γ11,3), ∂22,3

∂w2

∂t
+ γ22,3

∂2w2

∂t2
= ψ22,3 (на Γ22,3),

∂11,4
∂w1

∂t
+ γ11,4w1 = ψ11,4 (на Γ11,4), ∂22,4

∂w2

∂t
+ γ22,4w2 = ψ22,4 (на Γ22,4);

(3.85)

на границах стыка:

γ21,1
∂w1

∂t
− γ12,1

∂w2

∂t
= 0, ∂21,1

∂w1

∂t
+ ∂12,1

∂w2

∂t
= 0 (на Γ21,1), (3.86)

γ21,2
∂w1

∂t
− γ12,2

∂w2

∂t
= 0, ∂21,2

∂w1

∂t
+ ∂12,2

∂w2

∂t
= µγ21,2

∂w1

∂t
+ ψ21,2 (на Γ21,2), (3.87)

γ21,3
∂w1

∂t
− γ12,3

∂w2

∂t
= 0, ∂21,3

∂w1

∂t
+ ∂12,3

∂w2

∂t
+ γ21,3

∂2w1

∂t2
= ψ21,3 (на Γ21,3), (3.88)

γ21,4
∂w1

∂t
− γ12,4

∂w2

∂t
= 0, ∂21,4

∂w1

∂t
+ ∂12,4

∂w2

∂t
+ γ21,4w1 = ψ21,4 (на Γ21,4), (3.89)

∂21,5
∂w1

∂t
= −∂12,5

∂w2

∂t
= µ(γ21,5

∂w1

∂t
− γ12,5

∂w2

∂t
) + ψ21,5 (на Γ21,5), (3.90)

∂21,6
∂w1

∂t
= −∂12,6

∂w2

∂t
= −∂

2w

∂t2
(γ21,6u1 − γ12,6u2) + ψ21,6 (на Γ21,6), (3.91)

∂21,7
∂w1

∂t
= −∂12,7

∂w2

∂t
= −(γ21,7p1 − γ12,7p2)w + ψ21,7 (на Γ21,7); (3.92)

wi(0) = w0
i ,
∂wi

∂t
(0) = w1 = u0, i = 1, 2.

Аналогично педыдущему, как и в случае с одной областью, приходим к выводу,

что искомое решение w = w(t) со значениями в Ȟ1
0,Γ1

(Ω) удовлетворяет уравнению

dw

dt
= A−1(f − d2w

dt2
) + V2(ψ2 + µγ2

dw

dt
) + V3(ψ3 − γ3

d2w

dt2
) + V4(ψ4 − γ4w), (3.93)

где w = (w1;w2), f = (f1; f2);

V2γ2 = V11,2V
∗
11,2 + V22,2V

∗
22,2 + V21,2V

∗
21,2 + V21,5V

∗
21,5;
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V2ψ2 = V11,2ψ11,2 + V22,2ψ22,2 + V21,2ψ21,2 + V21,5ψ21,5;

V3γ3 = V11,3V
∗
11,3 + V22,3V

∗
22,3 + V21,3V

∗
21,3 + V21,6V

∗
21,6;

V3ψ3 = V11,3ψ11,3 + V22,3ψ22,3 + V21,3ψ21,3 + V21,6ψ21,6;

V4γ4 = V11,4V
∗
11,4 + V22,4V

∗
22,4 + V21,4V

∗
21,4 + V21,7V

∗
21,7;

V4ψ4 = V11,4ψ11,4 + V22,4ψ22,4 + V21,4ψ21,4 + V21,7ψ21,7.

Поэтому для этой задачи справедливы все общие выводы из п. 3.1.4.

3.1.6 Начально–краевые задачи для трёх примыкающих обла-

стей

Наконец, рассмотрим эти же задачи, но для трёх примыкающих областей. Их

конфигурация описана в пп. 2.1.3. В областях Ωk, k = 1, 3 из Rm уравнения имеют

вид:
∂uk
∂t

+ L0uk = fk (в Ωk), k = 1, 3; (3.94)

условия на внешних границах:

γkk,1uk = 0 (на Γkk,1), (3.95)

∂kk,2uk = µγkk,2uk + ψkk,2 (на Γkk,2),

∂kk,3ui +
∂
∂t
(γkk,3uk) = ψkk,3 (на Γkk,3), k = 1, 3;

(3.96)

на границах стыка:

γkj,1uj − γjk,1uk = 0, ∂kj,1uj + ∂jk,1uk = 0 (на Γkj,1), (3.97)

γkj,2uj − γjk,2uk = 0, ∂kj,2uj + ∂jk,2uk = µγkj,2uj + ψkj,2 (на Γkj,2), (3.98)

γkj,3uj − γjk,3uk = 0, ∂kj,3uj + ∂jk,3uk +
∂

∂t
(γkj,3uj) = ψkj,3 (на Γkj,3), k, j = 1, 3, k ̸= j;

(3.99)

uk(0, x) = u0k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 3.

Снова с помощью описанного выше подхода разбиваем эту задачу на вспомога-

тельные, находим решение исходной задачи в виде суммы решений вспомогательных
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задач. Краевые задачи, для которых неоднородности имеют одинаковый смысл, объ-

единяем и получаем уравнение того же вида, что и в более простых случаях с одной

и двумя примыкающими областями (см. (3.4), (3.62)):

u = A−1(f − ∂u

∂t
) + V2(µγ2u+ ψ2) + V3(ψ3 −

∂

∂t
γ3u), (3.100)

где u = (u1;u2;u3), f = (f1; f2; f3), A — оператор гильбертовой пары (H1
0,Γ11,1

(Ω1) ⊕

H1
0,Γ22,1

(Ω2)⊕H1
0,Γ33,1

(Ω3); L2(Ω)),

V2γ2 =
3∑

k=1

Vkk,2V
∗
kk,2 + V21,2V

∗
21,2 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V2ψ2 =
3∑

k=1

Vkk,2ψkk,2 + V21,2ψ21,2 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2;

V3γ3 =
3∑

k=1

Vkk,3V
∗
kk,3 + V21,3V

∗
21,3 + V32,3V

∗
32,3 + V13,3V

∗
13,3;

V3ψ3 =
3∑

k=1

Vkk,3ψkk,3 + V21,3ψ21,3 + V32,3ψ32,3 + V13,3ψ13,3.

Значит, как и в случае с двумя областями, все выводы из пп. 3.1.1 справедливы и

в этом варианте.

Рассмотрим вторую начально–краевую задачу для двух примыкающих областей.

L0uk = λuk + fk (в Ωk), k = 1, 3; (3.101)

γkk,1uk = 0 (на Γkk,1), (3.102)

∂kk,2uk +
∂
∂t
(γkk,2uk) = ψkk,2 (на Γkk,2),

∂kk,3uk = λγkk,3ukk + ψkk,3 (на Γkk,3), k = 1, 3;
(3.103)

γkj,1uj − γjk,1uk = 0, ∂kj,1uj + ∂jk,1uk = 0 (на Γkj,1), (3.104)

γkj,2uj − γjk,2uk = 0, ∂kj,2uj + ∂jk,2uk +
∂

∂t
(γkj,2uj) = ψkj,2 (на Γkj,2), (3.105)

γkj,3uj − γjk,3uk = 0, ∂kj,3uj + ∂jk,3uk = λγkj,3uj + ψkj,3 (на Γkj,3), k, j = 1, 3, k ̸= j;

(3.106)
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uk(0, x) = u0k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 3.

Здесь возникает уравнение, аналогичное (3.16), (3.71):

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3), (3.107)

где u = (u1;u2;u3), f = (f1; f2; f3);

V2γ2 =
3∑

k=1

Vkk,2V
∗
kk,2 + V21,2V

∗
21,2 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V2ψ2 =
3∑

k=1

Vkk,2ψkk,2 + V21,2ψ21,2 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2;

V3γ3 =
3∑

k=1

Vkk,3V
∗
kk,3 + V21,3V

∗
21,3 + V32,3V

∗
32,3 + V13,3V

∗
13,3;

V3ψ3 =
3∑

k=1

Vkk,3ψkk,3 + V21,3ψ21,3 + V32,3ψ32,3 + V13,3ψ13,3.

Поэтому для задачи (??)–(??) имеют место те же выводы, что и в пп. 3.1.2.

Третья начально–краевая задача для трёх областей имеет следующий вид

L0uk = λuk + fk (в Ωk), k = 1, 3; (3.108)

условия на внешних границах:

γkk,1uk = 0 (на Γkk,1), (3.109)

∂kk,2uk +
∂
∂t
(γkk,2uk) = ψkk,2 (на Γkk,2),

∂kk,3uk = λγkk,3uk + ψkk,3 (на Γkk,3),

∂kk,4uk = λ−1γkk,4uk + ψkk,4 (на Γkk,4), k = 1, 3;

(3.110)

условия на границах стыка:

γkj,1uj − γjk,1uk = 0, ∂kj,1uj + ∂jk,1uk = 0 (на Γkj,1), (3.111)

γkj,2uj − γjk,2uk = 0, ∂kj,2uj + ∂jk,2uk +
∂

∂t
(γkj,2uj) = ψkj,2 (на Γkj,2), (3.112)

γkj,3uj − γjk,3uk = 0, ∂kj,3uj + ∂jk,3uk = λγkj,3uj + ψkj,3 (на Γkj,3), (3.113)

γkj,4uj − γjk,4uk = 0, ∂kj,4uj + ∂jk,4uk = λ−1γkj,4uj + ψkj,4 (на Γkj,4), k, j = 1, 3, k ̸= j;

(3.114)
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uk(0, x) = u0k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 3.

Вводим решения вспомогательных задач и приходим к выводу, что искомое реше-

ние удовлетворяет уравнению

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3) + V4(λ

−1γ4u+ ψ4), (3.115)

где u = (u1;u2;u3), f = (f1; f2; f3);

V2γ2 =
3∑

k=1

Vkk,2V
∗
kk,2 + V21,2V

∗
21,2 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V2ψ2 =
3∑

k=1

Vkk,2ψkk,2 + V21,2ψ21,2 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2;

V3γ3 =
3∑

k=1

Vkk,3V
∗
kk,3 + V21,3V

∗
21,3 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V3ψ3 =
3∑

k=1

Vkk,3ψkk,3 + V21,3ψ21,3 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2;

V4γ4 =
3∑

k=1

Vkk,4V
∗
kk,4 + V21,4V

∗
21,4 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V4ψ4 =
3∑

k=1

Vkk,4ψkk,4 + V21,4ψ21,4 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2.

Здесь получилось уравнение такое же, как и в третьих вспомогательных задачах

для одной и двух областей. Поэтому справедливы выводы из п. 3.1.3 о существовании

и единственности сильного решения, аналогичные установленным выше.

Четвёртая начально–краевая задача для трёх примыкающих областей выглядит

следующим образом

∂2wk

∂t2
+ L0

∂wk

∂t
= fk (в Ωk); (3.116)

условия на внешних границах:

wk = 0 (на Γkk,1), (3.117)



Глава 3. Начально–краевые задачи сопряжения 139

∂kk,2
∂wk

∂t
= µγkk,2

∂wk

∂t
+ ψkk,2 (на Γkk,2),

∂kk,3
∂wk

∂t
+ γkk,3

∂2wk

∂t2
= ψkk,3 (на Γkk,3),

∂kk,4
∂wk

∂t
+ γkk,4wk = ψkk,4 (на Γkk,4), k = 1, 3;

(3.118)

на границах стыка:

γkj,1
∂wj

∂t
− γjk,1

∂wk

∂t
= 0, ∂kj,1

∂wj

∂t
+ ∂jk,1

∂wk

∂t
= 0 (на Γkj,1), (3.119)

γkj,2
∂wj

∂t
− γjk,2

∂wk

∂t
= 0, ∂kj,2

∂wj

∂t
+ ∂jk,2

∂wk

∂t
= µγkj,2

∂wj

∂t
+ ψkj,2 (на Γkj,2), (3.120)

γkj,3
∂wj

∂t
− γjk,3

∂wk

∂t
= 0, ∂kj,3

∂wj

∂t
+ ∂jk,3

∂wk

∂t
+ γkj,3

∂2wj

∂t2
= ψkj,3 (на Γkj,3), (3.121)

γkj,4
∂wj

∂t
−γjk,4

∂wk

∂t
= 0, ∂kj,4

∂wj

∂t
+∂jk,4

∂wk

∂t
+γkj,4wj = ψkj,4 (на Γkj,4), k, j = 1, 3, k ̸= j;

(3.122)

wk(0) = w0
k,
∂wk

∂t
(0) = w1 = u0, k = 1, 3.

Как в случаях с одной и двумя областями, приходим к выводу, что искомое реше-

ние w = w(t) со значениями в Ȟ1
0,Γ1

(Ω) удовлетворяет уравнению

dw

dt
= A−1(f − d2w

dt2
) + V2(ψ2 + µγ2

dw

dt
) + V3(ψ3 − γ3

d2w

dt2
) + V4(ψ4 − γ4w), (3.123)

где w = (w1;w2;w3), f = (f1; f2; f3);

V2γ2 =
3∑

k=1

Vkk,2V
∗
kk,2 +

3∑
k=1

3∑
j=1

Vkj,2V
∗
kj,2;

V2ψ2 =
3∑

k=1

Vkk,2ψkk,2 +
3∑

k=1

3∑
j=1

Vkj,2ψkj,2;

V3γ3 =
3∑

k=1

Vkk,3V
∗
kk,3 +

3∑
k=1

3∑
j=1

Vkj,3V
∗
kj,3;

V3ψ3 =
3∑

k=1

Vkk,3ψkk,3 +
3∑

k=1

3∑
j=1

Vkj,3ψkj,3;

V4γ4 =
3∑

k=1

Vkk,4V
∗
kk,4 +

3∑
k=1

3∑
j=1

Vkj,4V
∗
kj,4;

V4ψ4 =
3∑

k=1

Vkk,4ψkk,4 +
3∑

k=1

3∑
j=1

Vkj,4ψkj,4.
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И снова общие свойства решений полученной задачи те же, что подробно описаны

в п. 3.1.4 для одной области.

В данной главе общая схема решения задач сопряжения применена для начально-

краевых задач, порождающих изученные спектральные. В них производные по вре-

мени входят не только в уравнение, но и в краевые условия. Рассмотрены четыре

вспомогательные задачи для одной области, получены теоремы об их сильной раз-

решимости. Рассмотрены также аналогичные задачи для двух и трёх примыкающих

областей. Уравнения, которым удовлетворяют их решения, приводятся к таким же

задачам Коши, как и в случае с одной областью. Поэтому для них справедливы те

же теоремы о существовании сильного решения.



Заключение

В диссертации рассмотрены методы исследования краевых, спектральных и начально-

краевых задач сопряжения на базе общего подхода, связанного с представлением ре-

шения в виде суммы слабых решений вспомогательных краевых задач, содержащих

неоднородность лишь в одном месте.

Основные результаты состоят в следующем:

1. Выведен и обоснован новый подход к исследованию смешанных краевых, спек-

тральных и начально-краевых задач сопряжения, основанный на использовании аб-

страктной формулы Грина либо соответствующей обобщённой формулы Грина (в

данной работе — для оператора Лапласа). С помощью описанного подхода получены

необходимые и достаточные условия разрешимости краевых задач для различных

конфигураций пристыкованных областей.

2. На базе этого же подхода исследованы смешанные спектральные задачи сопря-

жения для одной, двух и трёх примыкающих областей с параметрами, входящими в

уравнение и краевые условия. Выведены свойства решений полученного операторно-

го пучка в зависимости от того, какой параметр считается спектральным, а какой —

фиксированным.

3. На основе этой же общей схемы исследования смешанных краевых задач со-

пряжения рассмотрены начально-краевые задачи сопряжения (порождающие спек-

тральные задачи), содержащие производные по времени не только в уравнениях, но

и в краевых условиях. Доказаны теоремы о сильной разрешимости каждой из этих

задач.
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