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Ââåäåíèå

Òåìà äèññåðòàöèè íàõîäèòñÿ íà ñòûêå äâóõ íàïðàâëåíèé èç ñïèñêà "Îñ-

íîâíûå íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ ÂÃÓ"(ðàçäåë "Íàóêà"â ïîðòàëå ÂÃÓ): 1.

Àíàëèòè÷åñêèå, ãåîìåòðè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è 2. Òåîðèÿ ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíûé àíà-

ëèç.

Àíàëèçîì áèôóðêàöèîííûõ ýôôåêòîâ íà÷àëè çàíèìàòüñÿ åùå â XIX

âåêå è ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäèê

ïî èõ ïðîãíîçèðîâàíèþ è ¾ïîëåçíîìó èñïîëüçîâàíèþ¿, ïîÿâèëèñü ìíî-

ãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè è ìîíîãðàôèè. Îäíàêî ïîòðåáíîñòü â ðàçâèòèè

íîâûõ ìåòîäîâ áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà, ñîîòâåòñòâóþùèõ íîâûì çà-

ïðîñàì ïðàêòèêè è ñîâðåìåííûì äîñòèæåíèÿì âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíî-

ëîãèé, ñîõðàíÿåòñÿ äî ñèõ ïîð.

Ñîïðîâîæäàþùåå áèôóðêàöèþ èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî âîç-

äåéñòâèÿ (òåìïåðàòóðû, ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ìåõàíè÷åñêîãî ñæàòèÿ

è ïð.) íà ñëîæíóþ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó (ðàñòâîð, ñìåñü, ñïëàâ è ò.ï.) â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ôàçû è,

êàê ñëåäñòâèå (êàê îòêëèê ñèñòåìû), ê åå ïåðåõîäó â íîâîå ñîñòîÿíèå

(ñ íîâûìè ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè). Òàêîé ïåðåõîä ñîïðîâîæäàåòñÿ

ñïèíîäàëüíûì ðàññëîåíèåì (ðàñïàäîì), âûðàæåííûì â èçìåíåíèè ëî-

êàëüíûõ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ, â îáðàçîâàíèè ñíà÷àëà çåðíèñòîé

ñòðóêòóðû, à çàòåì êëàñòåðîâ è äîìåíîâ íîâîé ôàçû. Ñòðóêòóðíóþ ïåðå-

ñòðîéêó ôèçè÷åñêîé ñðåäû ÷àñòî îáúÿñíÿþò íà îñíîâå íåëèíåéíûõ äèô-

ôóçèîííûõ óðàâíåíèé Êàíà-Õèëëàðäà è Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà. Áëèçêèì,

íî áîëåå ïðîñòûì óðàâíåíèåì, òàêæå ñïîñîáíûì ìîäåëèðîâàòü ñòðóêòóð-

íûå ïåðåñòðîéêè, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé
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íåëèíåéíîñòüþ.

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ïîñòêðèòè÷åñêèõ ñòðóêòóðíûõ ïåðåñòðîåê âåñü-

ìà àêòóàëüíà è òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìåòîäîâ ñîâðåìåí-

íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è íîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ.

Áèôóðêàöèîííûé àíàëèç êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ðàçâè-

âàëñÿ â Âîðîíåæñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå, íà÷èíàÿ ñ 50-õ ãîäîâ ïðî-

øëîãî ñòîëåòèÿ â òðóäàõ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è åãî ó÷åíèêîâ � Ï.Ï.

Çàáðåéêî, Â.Â. Ñòðûãèíà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Þ.Ñ. Êîëåñîâà, Ý.Ì. Ìó-

õàìàäèåâà, Í.À. Áîáûëåâà è äð.

Óñëîâèÿ çàðîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ïåðèî-

äè÷åñêèõ ðåæèìîâ, îïèñûâàåìûõ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷àìè äëÿ êâàçè-

ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èññëåäîâàëèñü â ÿðîñëàâñêîé øêî-

ëå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â òðóäàõ Þ.Ñ. Êîëåñîâà, À.Ñ. Êàùåíêî, Ñ.Ä.

Ãëûçèíà è äð. Äëÿ îïèñàíèÿ óñëîâèé çàðîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

æèìîâ è ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé âåòâåé ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé áûëè ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå ïðîöåäóðû íîðìàëèçàöèè

óðàâíåíåíèé, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ îïðåäåëÿëèñü îñíîâíûå äèíàìè÷å-

ñêèå õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àåìûõ áèôóðöèðóþùèõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæè-

ìîâ. Ôàêòè÷åñêè áûëè ðàçðàáàòàíû ìåòîäû âûÿâëåíèÿ ëîêàëüíûõ èí-

âàðèàíòíûõ èíòåãðàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé è îáîáùåííûõ íîðìàëüíûõ

ôîðì, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ àíàëèç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê èçó÷å-

íèþ êîíå÷íîìåðíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ðàçâèòèå ýòèõ êîíñòðóêöèé îïèðà-

ëîñü íà áîëåå ðàííèå èäåè, èçëîæåííûå â èçâåñòíûõ òðóäàõ Õàðòìàíà,

Ìèòðîïîëüñêîãî, Ëûêîâà, Áðþíî, Õýññàðäà, Êàçàðèíîâà, Âýíà, Ãóêåí-

õåéìåðà, Õîëìñà è äð. Ñ ïîìîùüþ íîâûõ ìåòîäîâ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå

ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè, àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ è óñòîé-
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÷èâîñòè êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ â ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ âûðîæ-

äåíèé.

Â íåäàâíî îïóáëèêîâàííîé ðàáîòå À.Â. Êàçàðíèêîâà è Ñ.Â. Ðåâèíîé

[30] ïîëó÷åíû ôîðìóëû àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé ê áèôóðöèðó-

þùåìó èç íóëÿ ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ îáîáùåííîé ñèñòåìû Ðåëåÿ

ñ äèôôóçèåé. Ïîëó÷åíèå ôîðìóëû çàêðèòè÷åñêîé âåòâè àâòîêîëåáàíèé

ïðîâåäåíî â íåé íà îñíîâå (íåâàðèàöèîííîé) ñõåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà,

ðàíåå ïðåäëîæåííîé Â.È. Þäîâè÷åì.

Àíàëèç ìíîãîìîäîâûõ ïîñòêðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé âêëþ÷àåò, êàê èç-

âåñòíî, çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ

ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Â ìíîãî÷èñëåííûõ òðóäàõ èçâåñòíûõ ðîñ-

ñèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ ñîçäàíû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è êàê îá-

ùèå, òàê è ñïåöèàëüíûå ìåòîäû. Âàæíîå ìåñòî â àðñåíàëå òàêèõ ñðåäñòâ

çàíèìàåò èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ (Â.À. Ñàäîâíè-

÷èé, Â.Â. Äóáðîâñêèé, Ñ.È. Êàä÷åíêî, Ñ.Í. Êàêóøêèí è äð. [31]-[33]). Â

ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ À.Ã. Áàñêàêîâà è åãî ó÷åíèêîâ äëÿ àíàëîãè÷-

íûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ [3],[4].

Ìíîãèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ìàòåìàòèêîâ ïðèâîäèëè ïðèìåðû âû÷èñëå-

íèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

Ëàïëàñà. Âñå ýòè ðàçðàáîòêè èìåþò õîðîøóþ ïåðñïåêòèâó ïðèìåíåíèÿ

â ìíîãîìîäîâîì ïîñòêðèòè÷åñêîì àíàëèçå.

Çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ìíîãîìîäîâîì ïîñòêðèòè÷åñêîì àíàëèçå

áûëè äîñòèãíóòû øêîëîé Þ.È. Ñàïðîíîâà, óñèëèÿìè êîòîðîé ïîñòðî-

åíû òåîðåòè÷åñêèå è êîíñòðóêòèâíûå ñõåìû àíàëèçà ìíîãîìîäîâûõ è

íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé (íà îñíîâå âàðèàöèîííîé ðåäóöèðóþùåé ñõå-

ìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà). Áûëè òàêæå ðàññìîòðåíû âàæíûå ïðèìåðû èñ-

ïîëüçîâàíèÿ íîâûõ ðåäóöèðóþùèõ ñõåì â òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè ôà-
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çîâûõ ïåðåõîäîâ è ãèäðîäèíàìèêå.

Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç áàçîâûõ ïðèíöèïîâ èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèé

ðåøåíèé íà÷àëüíî êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è áîëåå îáùèõ

óðàâíåíèé îñíîâàí íà òîì, ÷òî óðàâíåíèå

dv

dt
− Av = f(t, v) (0 < t ≤ t0)v(0) = v0 ,

ãäå f(t, x) ïðè êàæäîì t ∈ [0, t0] � íåëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðè óñëîâèè,

÷òî îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó T (t), ïðè-

âîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

v(t) = T (t)v0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, v(s))ds

(ìåòîä Äþàìåëÿ).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí áîëåå ïðîñòîé ïîäõîä, îñíîâàí-

íûé íà òîì, ÷òî ðàññìîòðåííûå áåñêîíå÷íîìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-

ìû ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòíûìè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü

ïðÿìîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òðàåêòîðèé ñïóñêà â òî÷êè ìèíèìóìà ôóíê-

öèîíàëà ýíåðãèè. Îäíàêî äëÿ íåãî òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå èçó÷åíèå

áèôóðêàöèè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà

ýíåðãèè â óñëîâèÿõ ìíîãîìîäîâîãî âûðîæäåíèÿ (â ïîðîæäàþùåé òî÷êå

ìèíèìóìà). Îñíîâû ëîêàëüíîãî àíàëèçà â òàêîé ñèòóàöèè áûëè çàëîæå-

íû â ðàáîòàõ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Í.À. Áîáûëåâà, Ý.Ì. Ìóõàìàäèåâà

[44], Þ.È. Ñàïðîíîâà, Á.Ì. Äàðèíñêîãî, Ñ.Ë. Öàðåâà (ëîêàëüíûå è íåëî-

êàëüíûå áèôóðêàöèîííûå çàäà÷è) [19], [64], À.Â. Ãíåçäèëîâà [18]½ Ä.Â.

Êîñòèíà [36], [37].

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû íà÷àëüíî êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíå-

íèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, óðàâíåíèÿ Êàíà-

Õèëëàðäà, íåëèíåéíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèììåð-

ìàíà è óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà � ïðè îáû÷íûõ è îáîáùåííûõ
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êðàåâûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå è Íåéìàíà. Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð,

ïðè èçó÷åíèè ôîðìèðîâàíèÿ ðàñêðàñà øåðñòè æèâîòíûõ [55], à áîëåå

ñëîæíûå óðàâíåíèÿ Êàíà-Õèëëàðäà è Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà � ïðè èçó÷å-

íèè ïîñòêðèòè÷åñêèõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ[83], [71], [90], [49].

Òåìà äèññåðòàöèè íàïðàâëåíà â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ðàçâèòèå è ïðè-

ìåíåíèå íîâûõ ìåòîäîâ áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà â àêòóàëüíûõ íåëè-

íåéíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷àõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íîâûì çàïðîñàì

ïðàêòèêè è ñîâðåìåííûì äîñòèæåíèÿì âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé. Â

÷àñòíîñòè, ðàçâèòèå ìåòîäîâ àíàëèçà ìíîãîìîäîâûõ è íåëîêàëüíûõ áè-

ôóðêàöèé.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåî-

ðèè íåëèíåéíûõ ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ,

òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöèé è ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ,

òåîðèè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèìè ðåøåííûìè çàäà÷à-

ìè.

1. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçëîæåíà íîâàÿ âåðñèÿ íåëîêàëüíîé ðåäó-

öèðóþùåé ñõåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà (ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìîòðåííûì

áåñêîíå÷íîìåðíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì).

2. Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí íîâûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé

ê êëþ÷åâûì ôóíêöèÿì.

3. Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí íîâûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé

ê âåòâÿì íåëîêàëüíî áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé.

4. Âïåðâûå ïîñòðîåíû òðàåêòîðèè ïðÿìîãî ñïóñêà â òî÷êè ìèíèìóìà

ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè èç ñëó÷àéíî çàäàííûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê.

5. Âïåðâûå ïîëó÷åíà êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà, èëëþñòðèðóþùàÿ ñòàáè-
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ëèçàöèþ êîíöåíòðàöèé (â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â öåëîì ñëåäóþùèå:

• èññëåäîâàíû áåñêîíå÷íîìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû òèïà óðàâíå-

íèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, óðàâíåíèå Êàíà-

Õèëëàðäà, îáîáùåííîãî óðàâíåíèå Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèììåðìàíà è óðàâ-

íåíèþ Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà (ïðè îáû÷íûõ è îáîáùåííûõ êðàåâûõ óñëî-

âèÿõ Äèðèõëå è Íåéìàíà);

• ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìåòîäèêà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ âåòâåé áèôóð-

öèðóþùèõ ðåøåíèé ïðè ìàëûõ è êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ çàêðèòè÷åñêîãî

ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðà, ñîçäàííàÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííîé âåðñèè ïðî-

öåäóðû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà è íà èñïîëüçîâàíèè ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìà-

öèé êëþ÷åâîé ôóíêöèè ïî çàðàíåå çàäàííîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé (ìîä áèôóðêàöèé) ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà

ýíåðãèè;

• ïðèâåäåíû îöåíêè ðàçìåðà îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-

ñòîÿíèé, íà êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ íåëîêàëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ðåäóêöèÿ;

• â ñëó÷àå ëîêàëüíîé ðåäóêöèè íàéäåíû ãëàâíûå ÷àñòè êëþ÷åâûõ ôóíê-

öèé è âû÷èñëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âåòâåé ýêñòðåìàëåé ïî

ìàëîìó çàêðèòè÷åñêîìó ïðèðàùåíèþ ïàðàìåòðà;

• äàíî îïèñàíèå ïðîãðàìì ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé (â êîäàõMaple);

• ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ ëèíèé óðîâíÿ êëþ÷åâîé ôóíê-

öèè è ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå âû÷èñ-

ëåíèÿ.

Ïîëó÷åíû òàêæå ñëåäóþùèå êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû.

1. Îáîñíîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ ¾ôðåäãîëüìîâà àíàëèçà¿ [11], [64]

â áèôóðêàöèîííîì àíàëèçå ðàññìîòðåííûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì.
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2. Àíàëèç îòäåëüíûõ òèïîâûõ ìíîãîìîäîâûõ áèôóðêàöèé ñòàöèîíàðíûõ

ñîñòîÿíèé â ñëó÷àÿõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé � ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ

êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, Êàíà-Õèëëàðäà, îáîáùåííîé ìîäåëè Ôóññà-

Âèíêëåðà-Öèììåðìàíà è ìîäåëè Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà (ïðè îáû÷íûõ è

îáîáùåííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå è Íåéìàíà).

3. Ïîñòðîåíèå è àíàëèç òðàññ ñïóñêà óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿,

ðåäóöèðîâàííîãî â ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

4. Òåîðåìû î ãëàâíûõ ÷àñòÿõ êëþ÷åâûõ ôóíêöèé.

5. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ ðåøåíèé.

6. Ñîçäàíèå è îáîñíîâàíèå îáùåãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ íåëîêàëüíûõ

âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé.

7. Ñîçäàíèå è îáîñíîâàíèå îáùåãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ òðàññ ñïóñêà â

òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëîâ ýíåðãèè èç ñëó÷àéíî âûáðàííûõ íà÷àëü-

íûõ òî÷åê.

8. Ïîñòðîåíèå êîìïüþòåðíûõ ãðàôè÷åñêèõ èëëþñòðàöèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü: ðàáîòà íîñèò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðåäñòàâëåííûå â íåé íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû â àíàëèçå çàðîæäåíèé è ðàçâèòèé ïîñòêðèòè÷åñêèõ

ñîñòîÿíèé ñëîæíûõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

äîêëàäûâàëèñü íà ÂÇÌØ-14, ÂÇÌØ-15, ÂÇÌØ-16, ÂÇÌØ-17, à òàêæå

íà ñåìèíàðå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (ðóêîâîäèòåëü - ïðîô.

Â.À. Êîñòèí), ñåìèíàðå ïðîô. Á.Ì. Äàðèíñêîãî ïî ôàçîâûì ïåðåõîäàì

â êðèñòàëëàõ è ñåìèíàðå ïî íåëèíåéíîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó àíàëèçó (ðó-

êîâîäèòåëü - ïðîô. Þ.Å. Ãëèêëèõ).

Ïóáëèêàöèè.
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Àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 9 ñòàòåé ïî òåìå äèññåðòàöèè, èç íèõ 3 ïóá-

ëèêàöèè â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ: [93], [97], [101]. Â ñîâ-

ìåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ àâòîðó ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê

íåëîêàëüíûì áèôóðêàöèÿì ðåøåíèé (â íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷àõ).

Â ïåðâîé ãëàâå èçëîæåíû îñíîâû àíàëèçà ñòàöèîíàðíûõ ôðåäãîëü-

ìîâûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííûõ ïîëóãðóïï, ïîðîæäåííûõ íåëèíåéíû-

ìè íà÷àëüíî-êðàåâûìè çàäà÷àìè. Äàíî êðàòêîå îïèñàíèå èñïîëüçóåìûõ

ðàçäåëîâ òåîðèè ôðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé è ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð

ïðèìûêàþùèõ ðåçóëüòàòîâ äðóãèõ àâòîðîâ. Îïèñàíû òðåáîâàíèÿ, îáåñ-

ïå÷èâàþùèå ãëîáàëüíóþ ðåäóöèðóåìîñòü ôóíêöèîíàëîâ äåéñòâèÿ ïî ñõå-

ìå Ëÿïóíîâà�Øìèäòà, ïðåäñòàâëåíà ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà ãëîáàëüíî

çàäàííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè, ñëóæàùàÿ îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ àëãîðèò-

ìîâ âû÷èñëåíèÿ íåëèíåéíûõ ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèîíàëîâ

äåéñòâèÿ.

Êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

W (ξ) := inf
x:〈x,ej〉=ξj ∀j

V (x), ξ = (ξ1, . . . , ξn)
>,

îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíî-

ñòè (ìîíîòîííîñòè)〈
∂f

∂x
(x)h, h

〉
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (E \ 0), h ⊥ ej, j = 1, . . . , n.

Ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèîíàëà V , çàäàííîãî íà áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå Å, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

WR(ξ) = V (
n∑
i=1

ξi ei) ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn)
> .

Çäåñü {e1, e2, ..., en} � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ôóíêöèé

èç E (áàçèñ àïïðîêñèìàöèè).
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Ýêñòðåìàëÿì ξ̄ = (ξ̄1, ..., ξ̄n) ôóíêöèè W ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè x̄ =
n∑
i=1

ξ̄i ei, íàçûâàåìûå ðèòöåâñêèìè àïïðîêñèìàöèÿìè ýêñòðåìàëåé V . Êëþ-

÷åâóþ ôóíêöèþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðàçíîâèäíîñòü íåëèíåéíîé ðè-

öåâñêîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëà V .

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ñîäåðæèòñÿ àëãîðèòì ïðèáëèæåííî-

ãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿. Äàíî

îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ èñïîëüçóåìûõ â àëãîðèòìå ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé è êîíñòðóêöèé ¾ôðåäãîëüìîâà àíàëèçà¿ [11],[19].

Ïîêàçàíî, êàê âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ïðÿìîãî ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ¾ñâÿçûâàþùåãî¿ îòîáðàæåíèÿ Φ �

ìåòîäîì êðàò÷àéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà [48],[50],[51]. Àëãîðèòì (åãî

ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü) çàêëþ÷åí â ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ:

a0 = u := K + ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen, K − const ,

a1 = a0 + s0∇0, ∇0 := grad V(a0)

s0 âûáèðàåòñÿ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè íà ïðÿìîé a = a0 + s∇0 çíà÷åíèÿ

ôóíêöèîíàëà V :

ak+1 = ak + sk∇k, ∇k := grad V(ak) (0.1)

sk âûáèðàåòñÿ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè íà ïðÿìîé a = ak + s∇k çíà÷åíèÿ

V .

Â ñëó÷àå ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëà îò ïàðàìåòðà ξ, ïðèíàä-

ëåæàùåãî êîìïàêòíîé îáëàñòè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çà ñ÷åò ¾õîðîøå-

ãî¿ âûáîðà íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà è äëèíû øàãà (çàâèñÿùèõ îò k è ξ) ìîæíî

äîáèòüñÿ ðàâíîìåðíîé Cr−ñõîäèìîñòè ïî ïàðàìåòðó ê ñåìåéñòâó ìèíè-

ìóìîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äëÿ íîðì íåâÿçîê ãðàäèåíòà è ñíèæå-

íèé çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ïàðàìåòðè÷åñêèé ñëó-

÷àé [50], [51].
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Ãëàäêóþ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé äëÿ óðàâ-

íåíèé ñ ïàðàìåòðîì óñòàíîâèë À.À. Ëåìåøêî [51].

Â òðåòüåé ãëàâå äàíà àïðîáàöèÿ ðàçâèòîé âî âòîðîé ãëàâå òåîðèè â

ñëó÷àå n = 2.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ¿. Ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ Êàíà-Õèëëàðäà è Ñâèôòà-Õîåíåáåðãà.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, âêëþ÷àÿ ðåçóëüòàò ïîëèíîìèàëüíîé

àïïðîêñèìàöèè êëþ÷åâîé ôóíêöèè, ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ íåëîêàëü-

íûõ êëþ÷åâûõ ôóíêöèé è ðåøåíèé èñõîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷.
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Ãëàâà 1

Ìåòîä êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè äëÿ

ãðàäèåíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â

áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ òåì, ÷òî ðàññìîòðåí-

íûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòíûìè, òî åñòü äîïóñêà-

þò çàïèñü (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå îïåðàòîðîâ è ôóíöèîíàëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà ñîñòÿíèé) â âèäå óðàâíåíèÿ

ẇ = fλ(w) = 0, fλ(w) = gradVλ(w), w ∈ E , fλ(w) ∈ F , E ⊂ F

ãäå E, F � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, Vλ(w) � ãëàäêèé ôóíêöèîíàë äåé-

ñòâèÿ (ôóíêöèîíàë ýíåðãèè, ïîòåíöèàë è ò.ä.). Áîëåå òî÷íûå îïðåäåëå-

íèÿ è òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðèâåäåíû íèæå.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðÿìîé ïîäõîä ê ïîñòðî-

åíèþ òðàåêòîðèé ñïóñêà â òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè. Îä-

íàêî òàêîé ïîäõîä òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ áèôóðêàöèè ñòà-

öèîíàðíûõ òî÷åê ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè â óñëî-

âèÿõ ìíîãîìîäîâîãî âûðîæäåíèÿ â ïîðîæäàþùåé òî÷êå ìèíèìóìà. Ïðè

èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîãî ïîäõîäà â êîíêðåòíûõ ìîäåëÿõ íåïðåìåííî âîç-
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íèêàåò âîïðîñ îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíèìîñòè ¾ôðåäãîëüìîâà

àíàëèçà¿.

1.1 Îáùèå ñâåäåíèÿ î ôðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèÿõ

Âñå ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå çà-

äà÷è äîïóñêàþò òðàêòîâêó â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

f(x) = b, x ∈ E, b ∈ F,

â êîòîðîì f � ãëàäêîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå áàíàõîâà ïðîñòðàí-

ñòâà E â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F . Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå òàêîãî óðàâ-

íåíèÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîäîì (ðåäóêöèåé) (ñì. [11], [19]) ê êîíå÷-

íîìåðíîìó óðàâíåíèþ

θ(ξ) = β, ξ ∈M, β ∈ N,

ãäå M,N � êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Â äàííîé ãëàâå äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû òåîðèè ôðåä-

ãîëüìîâûõ óðàâíåíèé, çàèìñòâîâàííûå èç [11], [19].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü E, F � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è A : E →

F � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ôðåä-

ãîëüìîâûì, åñëè

dim(KerA) <∞ , dim(CokerA)(:= dim(F/ImA)) <∞.

×èñëî dim(KerA)− dim(CokerA) íàçûâàåòñÿ (àíàëèòè÷åñêèì) èíäåê-

ñîì (â äàëüíåéøåì ïðîñòî èíäåêñîì) ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà A è îáî-

çíà÷àåòñÿ ind A.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáðàçA(E) çàìêíóò â F , è A èçîìîðôíî

îòîáðàæàåò ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïîëíÿþùåå Ker A (â E) , íà

Im A. Åñëè L1 : E1 → E2 , L2 : E2 → E3 � ôðåäãîëüìîâû îïåðàòîðû,

òî è îïåðàòîð L2L1 ôðåäãîëüìîâ. Ïðè ýòîì

ind(L2L1) = ind(L1) + ind(L2)

.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : U → F , ãäå U �

îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â E, íàçûâàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì, åñëè åãî

ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ∂f
∂x(x) ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì â êàæ-

äîé òî÷êå x ∈ U .

Àíàëèòè÷åñêèì èíäåêñîì íåëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ f ,

îïðåäåëåííîãî íà ñâÿçíîé îáëàñòè, íàçûâàåòñÿ èíäåêñ ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà ∂f
∂x(x):

ind f := ind
∂f

∂x
(x)

(åñëè îáëàñòü ñâÿçíàÿ, òî èíäåêñ ∂f
∂x(x) íå çàâèñèò îò x).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f : U → F , ãäå U � îáëàñòü áàíà-

õîâà ïðîñòðàíñòâà E (E, F � ïàðà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ), ÿâëÿåòñÿ

íåëèíåéíûì ôðåäãîëüìîâûì îòîáðàæåíèåì íóëåâîãî èíäåêñà, è íàðÿäó

ñ ýòèì âûïîëíåíû ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ:

a) E ⊂ F ⊂ H � òðîéêà íåïðåðûâíî âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ (H � ãèëü-

áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî).

á) E ïëîòíî â H (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç H ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç E). Èç ïëîò-

íîñòè E â H âûòåêàåò ïëîòíîñòü F â H.
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Åñëè îòîáðàæåíèå îòîáðàæåíèå f : U → F ôðåäãîëüìîâî, òî óðàâíå-

íèå

f(x) = 0 , x ∈ U , (1.1)

íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíûì ôðåäãîëüìîâûì óðàâíåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : U ⊂ E → F

ñóùåñòâóåò òàêîé ãëàäêèé ôóíêöèîíàë V : U → R, ÷òî f = gradHV

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

∂V

∂x
(x)h =

〈
f(x), h

〉
H

, ∀ x ∈ U , h ∈ E,

〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, òî

îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Ôóíêöèîíàë V íàçûâàåò-

ñÿ ïîòåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ f . Óðàâíåíèå (1.1) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöè-

àëüíûì.

Åñëè V ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì f , òî óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå

gradHV (x) = 0, x ∈ U . (1.2)

Îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà ýêñòðåìàëåé (êðèòè÷åñêèõ òî÷åê)

ôóíêöèîíàëà V .

Ïóñòü V (x) � ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå E. Òî÷êà ∈ E íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèîíàëà V , åñëè

∂V

∂x
(a)h = 〈f(a), h〉H = 0, ∀ h ∈ E \ {0}.

Ïëîòíîñòü E â H îáåñïå÷èâàåò ðàâíîñèëüíîñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

óðàâíåíèþ (1.2).
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1.2 Âûïóêëûå ôóíêöèîíàëû è ïðèáëèæåíèÿ Ãàëåð-

êèíà-Ðèòöà ê ýêñòðåìàëÿì

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé òåîðåìîé Ýáåðëåéíà-Øìóëüÿíà [29], íåïðå-

ðûâíûé ñòðîãî âûïóêëûé ôóíêöèîíàë V íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H, ðàññìîòðåííûé íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå

K ⊂ H, èìååò òî÷êó ìèíèìóìà (àâòîìàòè÷åñêè åäèíñòâåííóþ). Î÷åâèä-

íî, ÷òî âìåñòî óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè K ìîæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíå-

íèå óñëîâèÿ êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà:

V (x)→∞ ïðè |x| → ∞,

òàêæå âëåêóùåå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé òî÷êè ìèíèìóìà.

Â êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïîèñê ïðèáëèæåíèé ê òî÷êå ìè-

íèìóìà ÷àñòî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäîâ Ãàëåðêèíà è Ðèòöà [45],

[56], [54], [15].

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïîèñê ðåøåíèé ìíîãèõ âà-

ðèàöèîííûõ êðàåâûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ è ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé äèñ-

ñåðòàöèè, ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ òî÷åê ìèíèìóìà âûïóêëîãî ôóíêöèî-

íàëà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, çàäàííîãî â âèäå

V (x) =
1

2
〈Ax, x〉+ ω(x), (1.3)

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H0, â

êîòîðîå H âëîæåíî íåïðåðûâíî, êîìïàêòíî è âñþäó ïëîòíî. Ïðè ýòîì

A � ïîëîæèòåëüíûé ñèììåòðè÷íûé (â 〈·, ·〉) èçîìîðôèçì èç H íà H0,

à ω(x) � ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, ãðàäèåíò êîòîðîãî g(x) := grad ω(x) (â

〈·, ·〉) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì èçH âH0. Åñëè ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (1.3) ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà ýíåðãåòè÷åñêîå
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ïðîñòðàíñòâî H1, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì H â íîðìå (ñì. [56])

|x|1 :=
√
〈Ax, x〉,

òî ôóíêöèîíàë (1.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

2
〈x, x〉1 + ω̃(x), 〈x, y〉1 := 〈Ax, y〉, (1.4)

ãäå ω̃ � ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå íà H1 ôóíêöèîíàëà ω. Ïðè ýòîì áóäåì

èìåòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãðàäèåíòà â H1:

gradH1
V (x) = x+ g̃(x), g̃(x) = A−1g(x). (1.5)

Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà, ïðîäîëæåííîãî â ýíåðãåòè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì â ôîðìå Ëåðå-Øàóäåðà. Åñëè çà-

äàòü ïîñëåäîâàòåëíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ îðòîïðîåêòîðîâ {Pn} âH1, ñèëü-

íî ñõîäÿùóþñÿ ê I (òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ), òî, î÷åâèäíî, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé x + Png̃(x) áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ ê

x + g̃(x) íà ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â H1, ÷òî âëå÷åò ñõîäèìîñòü

ðåøåíèé óðàâíåíèé

x+ Png̃(x) = 0, x ∈ H1 ,

ê òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà V . Òàê êàê ëþáîå ðåøåíèå ïîñëåäíåãî

óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæèò En := Im Pn, òî ïîèñê åãî ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê

ïîèñêó ðåøåíèé ãàëåðêèíñêîé àïïðîêñèìàöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ:

u+ Png̃(u) = 0, u ∈ En . (1.6)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.6) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè

WR(u) := V (u), u ∈ En

è íàçûâàåòñÿ ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà.
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Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà V ìîæíî

îñóùåñòâëÿòü, êîìáèíèðóÿ ïåðåõîä ê ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè WR ñ

ìåòîäîì êðàò÷àéøåãî ñïóñêà äëÿ WR.

1.3 Çàäà÷à áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà ðåøåíèé ôðåä-

ãîëüìîâûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè

Âàæíûì òèïîì óðàâíåíèé, ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ôèçèêè, ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâî óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì, ò.å. óðàâ-

íåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x, δ) = b, x ∈ E, b ∈ F, δ ∈ Rk.

Ïóñòü f âêëþ÷åíî â f(x, δ) : U × Rk → F, f(x, 0) = f(x), � ñåìåé-

ñòâî ãëàäêèõ ôðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæåíèé, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò ïàðà-

ìåòðà δ. Åñëè îòîáðàæåíèå f(·, δ) ïîòåíöèàëüíî ñ ïîòåíöèàëîì V (·, δ),

òî ïîòåíöèàë òàêæå ãëàäêî çàâèñèò îò äàííîãî ïàðàìåòðà. Â òàêîé ñèòó-

àöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïîíÿòèå áèôóðêàöèè ýêñòðåìàëåé

è, ñîîòâåòñòâåííî, áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü δ = δ0 � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà δ, ïðè êîòî-

ðîì à ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà V (x, δ).

Òîãäà çíà÷åíèå δ = δ0 íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì, åñëè ∀ ε > 0 ∃ δ1, ‖δ1−

δ0‖ < ε ïðè êîòîðîì V èìååò íå ìåíåå äâóõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê a1, a2

òàêèõ ÷òî ‖a1 − a‖ < ε è ‖a2 − a‖ < ε.

Â ïðîöåññå ïåðåõîäà δ ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå δ0 ãîâîðÿò î ðîæ-

äåíèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èç òî÷êè a. Î÷åíü ÷àñòî ïîëàãàþò a = 0 è

ðàññìàòðèâàþò ðîæäåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èç íóëÿ.
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Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü çàäàíà ôðåäãîëüìîâà Cr−ðàçâåðòêà

f(·, δ) : E → F, δ ∈ ∆m ⊂ Rm.

Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â E. Äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæå-

ñòâîì Σ(Ω) óðàâíåíèÿ

f(x, δ) = b x ∈ Ω (1.7)

íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òåõ çíà÷åíèé δ = δ̄, äëÿ êîòîðûõ äàííîå

óðàâíåíèå èìååò â Ω âûðîæäåííîå ðåøåíèå x̄:

f(x̄, δ̄) = b codim

(
Im

∂f

∂x
(x̄, δ̄)

)
> 0.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü Σ̃(Ω)δ̄ � ðîñòîê ìíîæåñòâà Σ(Ω) â òî÷êå

δ̄. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå

Σ(x̄, δ̄) =
⋂

Ω: x̄∈Ω

Σ̃(Ω)δ̄

íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì óðàâíåíèÿ (1.7) â òî÷êå

(x̄, δ̄). Åñëè óðàâíåíèå ïîòåíöèàëüíî ñ ïîòåíöèàëîì f(x, δ), òî äèñêðè-

ìèíàíòíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êàóñòèêîé.

1.4 Îáùàÿ ñõåìà êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé âàðèàöè-

îííûõ óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèå 7. (ñì. [19]) Ïóñòü V � ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çà-

äàííûé íà îáëàñòè Ω áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E. Êîíå÷íîìåðíîé ðå-

äóêöèåé V íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå Ψ ⊂ Ω íàçûâàåòñÿ òðîéêà

{p, ϕ,N}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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(1) Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå p : Ψ → N (N � êîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðà-

çèå) ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé (òî åñòü êàæäûé äèôôåðåíöèàë êàñàòåëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâ ∂p
∂x(a) : Ta(Ψ)→ Tξ(N) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ¾íà¿).

(2) ∀ ξ ∈ U = p(Ψ) ôóíêöèîíàë Vξ = V |p−1(ξ) èìååò åäèíñòâåííóþ,

ïðè÷åì íåâûðîæäåííóþ, êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ϕ(ξ) (÷òî îçíà÷àåò íåâû-

ðîæäåííîñòü âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà

∂2

∂x2
(V |p−1(ξ))(ϕ(ξ))(h, h),

h ∈ Tϕ(ξ)(p
−1(ξ)), êàê êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå).

(3) Îòîáðàæåíèå ϕ : U → Ψ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.

Îòîáðàæåíèå p íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðóþùåé ñóáìåðñèåé. Ðàçìåðíîñòüþ

ðåäóêöèè íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü îáðàçà ðåäóöèðóþùåé ñóáìåðñèè.

Îïðåäåëåíèå 8. (ñì. [19]) Ôóíêöèÿ W : U → R, îïðåäåëåííàÿ ðà-

âåíñòâîì

W (ξ) = V (ϕ(ξ)), ξ ∈ U , (1.8)

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé, à îòîáðàæåíèå ϕ � ìàðãèíàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 9. ([19]) Åñëè ∀ ξ ∈ N è òî÷êà ϕ(ξ) ÿâëÿåòñÿ òî÷-

êîé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà Vp−1(ξ), òî ðåäóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè-

÷åñêîé.

Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ðåäóêöèè êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì

W (ξ) = inf
x:p(x)=ξ

V (x) = V (ϕ(ξ)). (1.9)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå óòâåðæäåíèå [64], [19]:
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü {p, ϕ,N} � ýëëèïòè÷åñêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ðå-

äóêöèÿ ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà V íà îáëàñòè Ω ãëàäêîãî áàíàõîâà ìíî-

ãîîáðàçèÿ M . Òîãäà ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå ϕ óñòàíàâëèâàåò âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê êëþ÷åâîé ôóíêöèè W è ôóíêöèîíàëà V . Ïðè ýòîì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå äðóã äðóãó êðèòè÷åñêèå òî÷êè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ëèáî

âûðîæäåííûìè, ëèáî íåò. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîñòè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè èìååò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ Ìîðñà.

Âñå òîïîëîãè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, òàê èëè èíà÷å õàðàê-

òåðèçóþùèå òèï ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (êðàòíîñòü, ëîêàëüíîå êîëüöî îñî-

áåííîñòè, âåðñàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ò.ï. [1],

[62], [19]), äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ìîæíî ââîäèòü ÷åðåç êëþ÷åâûå ôóíêöèè.

1.5 Ñõåìà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà (ëîêàëüíàÿ)

Âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî ôîðìóëèðîâàíèå óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè è íåâû-

ðîæäåííîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè äëÿ Vξ = V |p−1(ξ) îêàçûâàåòñÿ ïðîùå

îñóùåñòâèòü ëîêàëüíî � â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè.

Ñäåëàåì ýòî íà ïðèìåðå îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ñõåì êîíå÷íîìåð-

íîé ðåäóêöèè � Ëÿïóíîâà�Øìèäòà.

Ïóñòü E, F � âåùåñòâåííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, f : E → F �

íåëèíåéíîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå íóëåâîãî èíäåêñà. Ïóñòü, äàëåå,

çàôèêñèðîâàíû ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ

E = En u E∞−n, F = F n u F∞−n,

ãäå En è F n � n−ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â E è F ñîîòâåòñòâåííî, à

E∞−n è F∞−n � ïðîèçâîëüíûå ïðÿìûå äîïîëíåíèÿ ê En è F n â E è F .
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Åñëè e1, e2, ..., en � áàçèñ En, òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ E èìååò

ìåñòî ðàçëîæåíèå

x = u+ v, u =
n∑
i=1

ξiei, v ∈ E∞−n.

Åñëè g1, g2, ..., gn � áàçèñ F n, òî

f(x, δ) = fn(x, δ) + f∞−n(x, δ),

fn(x, δ) =
n∑
i=1

vi(x, δ)gi f∞−n(x, δ) ∈ F∞−n.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ

∂f∞−n

∂v
(a, δ) : E∞−n → F∞−n

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ E, f(a, δ) = 0, ïîëó÷èì,

â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîì ôóíêöèè, çàâèñèìîñòü v = Φ(u, δ) (äëÿ u èç

äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè O ⊂ En òî÷êè ū ), òàêóþ, ÷òî Φ(ū, δ) = v̄

(ū, v̄ � êîìïîíåíòû a) è

f∞−n(u+ Φ(u, δ), δ) = 0 ∀ u ∈ O

(îòîáðàæåíèå Φ : O → E∞−n ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì). Äëÿ îòûñêà-

íèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x, δ)=0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a äîñòàòî÷íî

íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

fn(u+ Φ(u, δ), δ) = 0. (1.10)

Îïðåäåëåíèå 10. Îòîáðàæåíèå τ : En → F n, ãäå

τ(u, δ) = fn(u+ Φ(u, δ), δ),

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì.
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Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (1.7) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

θ(ξ, δ) = 0. (1.11)

ãäå θ � êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà îòîáðàæåíèÿ τ.

1.6 Ëîêàëüíîå ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå êëþ÷åâîé

ôóíêöèè

Îïèøåì îäíó ïðàêòè÷åñêóþ ñõåìó ëîêàëüíîé ðåäóêöèè [64], [19].

Ïóñòü óðàâíåíèå f(x, λ) = 0 ïîòåíöèàëüíî ñ ïîòåíöèàëîì V (x, λ) = 0,

x ∈ E, λ ∈ Rm. Ïóñòü O(0) � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ â

E, U(0) � îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rm è f(0, λ) = 0 ∀λ. Ïóñòü, íàêîíåö,

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ: 1) íà U(0) îïðåäåëåí íàáîð ãëàäêèõ

íîðìèðîâàííûõ â H ôóíêöèé {ej(λ)}nj=1, λ ∈ U(0), èç E (âåäóùèõ ìîä

áèôóðêàöèè) òàêèõ, ÷òî

∂f

∂x
(0, λ)ej(λ) = αj(λ)ej(λ),

ãäå {αj(λ)}nj=1 � ãëàäêèå ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè; 2) 0 � íåâûðîæäåí-

íàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ñóæåíèÿ V (x, 0)|L0
, ãäå Lλ := E ∩ N⊥λ , N⊥λ �

îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â H ê Nλ = Span{e1(λ), . . . , en(λ)}.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ O(0) ïîëîæèì ξj(λ) = 〈x, ej(λ)〉, ãäå 〈·, ·〉� ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â H. Òîãäà

x =
n∑
j=1

ξj(λ)ej(λ) + v(λ), v(λ) ⊥ ej(λ) ∀j.

Àíàëîãè÷íî

f(x, λ) =
n∑
j=1

fj(x, λ)ej(λ) + f∗(x, λ), f∗(x, λ) ⊥ ej(λ) ∀j.
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Ïóñòü L∗λ = F ∩ N⊥λ . Òîãäà èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî f∗(·, 0) : L0 −→

L∗0 � ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì (â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(0) òî÷êè

0 ∈ L0). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, òàêàÿ

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ u = Φ(ξ, λ), (ξ, λ) ∈ On(0) × U(0), Φ(ξ, λ) ∈ Lλ, ãäå

On(0) � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rn, ÷òî

f∗

(
n∑
j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ

)
= 0 ∀(ξ, λ) ∈ On(0)× U(0).

Ôóíêöèÿ W (ξ, λ) = V

(
n∑
j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ

)
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé

äëÿ ôóíêöèîíàëà V (x, λ), à åå ãðàäèåíò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì îòîáðàæå-

íèåì äëÿ óðàâíåíèÿ f(x, λ) = 0.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè W ÷àñòî äîñòàòî÷íî îãðàíè-

÷èòüñÿ íåñêîëüêèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ W â ðÿä Òåéëîðà. Â ëîêàëü-

íûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ ýòî ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûì

îáðàçîì ïîäîáðàííîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëà V (x), çà-

äàííîé âûðàæåíèåì

WR(ξ) = V

(
n∑
j=1

ξjej

)
, ξ = (ξ1, ..., ξn)

>,

ãäå {e1, ..., en} � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ôóíêöèé èç E

(áàçèñ àïïðîêñèìàöèè).

Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî îòáðàñûâàíèå ¾òåéëîðîâñêîãî õâîñòà¿ íå èçìå-

íÿåò òîïîëîãèþ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì è ñòðóêòóðó bif -ðàñêëàäîâ,

ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå òåîðåì î êîíå÷íîé îïðåäåëåííîñòè ðîñòêîâ îòîá-

ðàæåíèé è èõ äåôîðìàöèé.

Ðàññìîòðèì òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà V äî ÷åòâåðòîãî ïî-

ðÿäêà:

V (x, λ) = const+
1

2
〈A(λ)x, x〉H + V

(3)
λ (x) + V

(4)
λ (x) + o(‖x‖4),
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ãäå A(λ) = ∂f
∂x(0, λ), V

(3)
λ è V (4)

λ � îäíîðîäíûå ôîðìû òðåòüåãî è ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêîâ íà E. Ïóñòü íà H çàäàí íàáîð èíâîëþöèé {Jk}nk=1 òàêèõ,

÷òî

1) Jk(E) ⊂ E, Jk(F ) ⊂ F, k = 1, . . . , n,

2) Jk(ek(λ)) = −ek(λ), Jk(ej(λ)) = ej(λ), k 6= j.

Ïóñòü ïîòåíöèàë V (·, λ) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Jk:

V (Jk(x), λ) = V (x, λ), k = 1, . . . , n, ∀ x, λ. (1.12)

Òîãäà êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿW (ξ, λ) ÷åòíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ξj è, ñëå-

äîâàòåëüíî, å¼ òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

W (ξ, λ) = const+W
(2)
λ (ξ) +W

(4)
λ (ξ) + o(|ξ|5),

ãäå W (2)
λ è W (4)

λ � ôîðìû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, ÷åòíûå ïî ξj.

Èç (1.12) ñëåäóåò, ÷òî

W (ξ, λ) = const+
1

2

n∑
j=1

αj(λ)ξ2
j +W

(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5) +O(|λ|)o(|ξ|3).

Òàê êàê αj(0) = 0, òî

W (ξ, 0) = const+W
(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5), ξ ∈ Rn

(W (4)
0 (ξ) � ôîðìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

W
(4)
0 (ξ) =

1

2
〈AB(u), B(u)〉H + 3V (3)

0 (u, u,B(u)) + V
(4)

0 (u),

ãäå u =
n∑
j=1

ξjej, ej = ej(0), A = A(0), V (3)
0 � ñèììåòðè÷íàÿ 3−ëèíåéíàÿ

ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ V
(3)

0

(
V

(3)
0 (u) = V (3)

0 (u, u, u)
)
, B � êâàäðàòè÷íîå

îòîáðàæåíèå N0 −→ L∗0, ïîëó÷åííîå âûäåëåíèåì êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè

îòîáðàæåíèÿ u −→ Φ(ξ, 0). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

B(u) = −A−1
∗ gradHV

(3)
0 (u)
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(A∗ = A|L0
). Äëÿ ÷åòíîãî ïîòåíöèàëà V èìååì V

(3)
0 = 0, B(u) = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, W (4)
0 (ξ) = V

(4)
0 (u). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ W ïîëó÷àåì

ïðåäñòàâëåíèå

const+
1

2

n∑
j=1

αj(λ)ξ2
j +W

(4)
R (ξ, 0) +O(|λ|)O(|ξ|4) + o(|ξ|5),

ãäå W (4)
R (ξ, 0) = V

(4)
0 (

n∑
j=1

ξjej). Ïóñòü

V
(4)

0 (x) = V (4)
0 (x, x, x, x)

(V (4)
0 (x, y, z, t)� ñèììåòðè÷íàÿ 4−ëèíåéíàÿ ôîðìà). Òîãäà, ñ ó÷åòîì ñèì-

ìåòðèè, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

W
(4)
R (ξ) =

n∑
k=1

V
(4)

0 (ek)ξ
4
k + 6

n∑
i<j

V (4)
0 (ei, ei, ej, ej)ξ

2
i ξ

2
j .

1.7 Ðåäóêöèÿ Ëÿïóíîâà�Øìèäòà êàê îáîáùåííàÿ ðèò-

öåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 11. ([19]) Ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé [64] ôóíêöè-

îíàëà V, çàäàííîãî íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Å, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

WR(ξ) = V (
n∑
i=1

ξi ei) ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn)
>,

ãäå {e1, e2, ..., en} � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ôóíêöèé èç

E (áàçèñ àïïðîêñèìàöèè).

Ýêñòðåìàëÿì ξ̄ = (ξ̄1, ..., ξ̄n) ôóíêöèè W ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè x̄ =∑n
i=1 ξ̄i ei, íàçûâàåìûå ðèòöåâñêèìè àïïðîêñèìàöèÿìè ýêñòðåìàëåé V .

Òî÷íîñòü ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ïîâûøàåòñÿ ëèøü çà ñ÷åò óâåëè-

÷åíèÿ êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé. Åñëè, îáîáùàÿ, ðàññìîòðåòü ¾íåëè-
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íåéíûå¿ àïïðîêñèìàöèè âèäà

W (ξ) = V

(
n∑
j=1

ξjej + Φ(ξ)

)
,

ãäå Φ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç N := span(e1, ..., en) â N⊥ (îðòîãîíàëü-

íîå äîïîëíåíèå ê N â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûì

êâàäðàòîì), òî âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìîæíî äîñòèãíóòü ëþ-

áîé àïïðîêñèìàòèâíîé òî÷íîñòè ïðè àïðèîðè çàôèêñèðîâàííîì íàáîðå

áàçèñíûõ ôóíêöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, àïðèîðè îãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå

ñòåïåíåé ñâîáîäû àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìó

Ëÿïóíîâà � Øìèäòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíîâèäíîñòü íåëèíåé-

íîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè.

1.8 Íåëîêàëüíàÿ âàðèàöèîííàÿ âåðñèÿ ìåòîäà Ëÿïó-

íîâà-Øìèäòà

Ñðåäè òåîðåòè÷åñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì è ðàçâèòèåì

ìåòîäà êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé, âûäåëÿåòñÿ âîïðîñ íåëîêàëüíîé ïðî-

äîëæèìîñòè êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ. Îí âêëþ÷àåò çàäà÷ó íåëîêàëüíîãî

ñóùåñòâîâàíèÿ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ è çàäà÷ó òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåí-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàðãèíàëüíûõ îòîáðàæåíèé è êëþ÷åâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü f : E −→ F � ãëàäêîå ôðåäãîëüìîâî íóëåâîãî èíäåêñà îòîáðà-

æåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü f ïîòåíöèàëüíî ñ ïîòåíöèàëîì V

(ãëàäêèì ôóíêöèîíàëîì íà E).

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè (ìîíîòîííîñòè)〈
∂f

∂x
(x)h, h

〉
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (E \ 0), (1.13)
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òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðå-

øåíèÿ ([11], [24]). Âûøå ïîêàçûâàëîñü, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ è òî÷êîé ìèíèìóìà V íà E.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñîáñòâåííîñòè f (êîìïàêòíîñòü ïðîîá-

ðàçà ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà) óðàâíåíèå f(x) = 0 îäíîçíà÷íî ðàçðåøè-

ìî (ñëåäñòâèå òåîðåìû Áàíàõà � Ìàçóðà � Êà÷÷èîïîëè [11]). Åãî ðåøåíèå

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà V .

Åñëè ñîîòíîøåíèå (1.13) çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì〈
∂f

∂x
(x)h, h

〉
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (Ẽ \ 0), (1.14)

ãäå Ẽ = E∩N⊥, N = Lin(e1, . . . , en), N
⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê

N âH, e1, . . . , en � íåêîòîðàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ âH ñèñòåìà âåêòîðîâ

â E, òî ìîæíî îïðåäåëèòü êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà � Øìèäòà

W (ξ) := inf
x:〈x,ej〉=ξj ∀j

V (x), ξ = (ξ1, . . . , ξn)
>, (1.15)

¾îòâå÷àþùóþ¿ çà ïîâåäåíèå ôóíêöèîíàëà V . Óñëîâèå ñîáñòâåííîñòè f

ìîæíî îñëàáèòü, çàìåíèâ åãî óñëîâèåì ñîáñòâåííîñòè ïðè êàæäîì ξ ¾ïî-

ñëîéíîãî¿ îòîáðàæåíèÿ

f̃ξ : Ẽ −→ F̃ , (1.16)

ãäå

F̃ = F ∩N⊥,

f̃ξ(v) := PF̃ (f(l(ξ) + v)) = f(l(ξ) + v)−
n∑
j=1

〈ej, f(l(ξ) + v)〉ej, (1.17)

l(ξ) =
n∑
j=1

ξjej.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.14),(1.16) óðàâíåíèå

f̃ξ(v) = q, (1.18)
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îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ïðè âñåõ ξ, q, è åãî ðåøåíèå v = Φ(ξ) ãëàäêî

çàâèñèò îò ξ � ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ëåâóþ ÷àñòü (1.15)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

W (ξ) ≡ V (l(ξ) + Φ(ξ)). (1.19)

Äëÿ êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ

θ(ξ) = 0, ξ ∈ Rn, (1.20)

â êîòîðîì

θ(ξ) = (θ1(ξ), . . . , θn(ξ))
>, θj(ξ) = 〈f(l(ξ) + Φ(ξ)), ej〉,

èìååì

θ(ξ) = grad W(ξ).

Âïåðâûå óñëîâèå ñîáñòâåííîñòè â ðåäóöèðóþùåé ñõåìå áûëî èñïîëü-

çîâàíî â ðàáîòå [65], â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå (1.16) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì è

ïóñòü ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè (1.14). Òî-

ãäà ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå ϕ : ξ 7→ l(ξ) + Φ(ξ), ãäå Φ(ξ) îïðåäåëåíî

óðàâíåíèåì (1.18), óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè êëþ÷åâîé ôóíêöèè (1.15) è çàäàííîãî

ôóíêöèîíàëà V . Ïðè ýòîì ëîêàëüíûå êîëüöà îñîáåííîñòåé 1 ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ôóíêöèé â òî÷êàõ ξ è ϕ(ξ) èçîìîðôíû, à â ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ äðóã äðóãó îäíîêðàòíûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ èìååò ìåñòî ñîâïà-

äåíèå èíäåêñîâ Ìîðñà 2.
1Ëîêàëüíîå êîëüöî îñîáåííîñòè ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà V â êðèòè÷åñêîé òî÷êå a îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ôàêòîð êîëüöà ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ â òî÷êå a ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ôóíêöè-

îíàëàìè âèäà α(f(x)), ãäå α � ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà ïðîèçâîëüíîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ â ïðîñòðàíñòâå F (f = gradHV).
2Èíäåêñ Ìîðñà ôóíêöèîíàëà V â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ

ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí åãî âòîðîé äèôôåðåíöèàë.
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Óñëîâèå ñîáñòâåííîñòè îòîáðàæåíèé (1.16) ìîæíî çàìåíèòü íà ëþ-

áîå äðóãîå, ãàðàíòèðóþùåå ñóùåñòâîâàíèå óñëîâíûõ ýêñòðåìàëåé â ñëîÿõ

p−1(ξ):

p(x) = (p1(x), . . . , pn(x))T .

Íàïðèìåð, åñëè ïðîñòðàíñòâî E ðåôëåêñèâíî, òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü

êîýðöèòèâíîñòü V (íàðÿäó ñ âûïóêëîñòüþ) âäîëü êàæäîãî ñëîÿ. Â ýòèõ

æå öåëÿõ ìîæíî ïðèìåíÿòü è èçâåñòíîå óñëîâèå (C) Ïàëå � Ñìåéëà [26],

[34].

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè íà H çàôèêñèðîâàíî îðòîãîíàëüíîå äåéñòâèå

íåêîòîðîé ãðóïïû G ñ óñëîâèåì èíâàðèàíòíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ E, F,

N = Lin(e1, . . . , en) è ôóíêöèîíàëà V îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ,

òî êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G

íà N , èíäóöèðîâàííîãî äåéñòâèåì G íà E.

1.9 Ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå êëþ÷åâîé ôóíêöèè ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåíèé Ãàë¼ðêèíà-Ðèòöà

Ôîðìóëà ãëîáàëüíîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè (1.15) â ñõåìå Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

ìîæåò ñëóæèòü óäîáíîé îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ

îáîáùåííûõ ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé � ïðèáëèæåíèé êëþ÷åâîé ôóíê-

öèè.

Îïèøåì îäíó èç âîçìîæíûõ ïðîöåäóð ñîçäàíèÿ àëãîðèòìà (ñì. [50],

[50], [10], [43],)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ V âûïîëíåíî óñëîâèå (L), ñîñòîÿùåå èç ñëå-

äóþùèõ ÷åòûðåõ òðåáîâàíèé:

1) E = F (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî è ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé
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ãðàäèåíòà ñîâïàäàþò);

2) äëÿ ãðàäèåíòà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå f(x, δ) = I+ c(x, δ), ãäå c �

âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç E×∆ â E (óñëîâèå ïðåäñòàâèìîñòè

ãðàäèåíòà â ôîðìå Ëåðå � Øàóäåðà);

3) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

{En+m} = En+0 = N ⊂ En+1 ⊂ En+2 ⊂ . . . ⊂ En+m ⊂ . . . ,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîïðîåêòîðîâ Pm : H −→ En+m ñèëüíî ñõî-

äèòñÿ ê åäèíèöå íà ïðîñòðàíñòâå E;

4) îãðàíè÷åíèå V
∣∣
En+m

ÿâëÿåòñÿ êîýðöèòèâíîé ôóíêöèåé.

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå I + Pmc òîæå ïðåäñòàâèìî â ôîðìå Ëåðå �

Øàóäåðà: f̃ξ(v, δ) = I + c̃ξ(v, δ). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå f̃ξ(v, δ) = 0,

ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿþùåå Φ(ξ) (1.18), ìîæíî ðåøàòü (ïðèáëèæåííî)

íà îñíîâå ãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé

v + c̃mξ (v, δ) = 0, v ∈ N⊥ ∩ En+m, (1.21)

c̃mξ (v, δ) := Pn+m (c̃ξ(v, δ))

(ñì. [17], [60]). Óðàâíåíèå (1.21) ìîæíî ïðèáëèæåííî ðåøàòü íà îñíîâå

ðàçíîîáðàçíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ êîíå÷íî-

ìåðíîãî ñëó÷àÿ [5], [60] (ïåðåõîä ê ãàëåðêèíñêîé àïïðîêñèìàöèè ýòèì è

îïðàâäàí).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðÿìîãî ïðèáëèæåííîãî

âû÷èñëåíèÿ (ìàðãèíàëüíîãî) îòîáðàæåíèÿ ϕ, íàïðèìåð, ìåòîäîì êðàò-

÷àéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà [48]. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèé (åãî ñóùåñòâåí-

íàÿ ÷àñòü) çàêëþ÷åí â ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ:

a0 = u := ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen,
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a1 = a0 + s0∇0, ∇0 := grad V(a0)

(t0 âûáèðàåòñÿ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè íà ïðÿìîé a = a0 + s∇0 çíà÷åíèÿ

ôóíêöèîíàëà V èëè íîðìû ãðàäèåíòà ∇ := grad V(a)),

ak+1 = ak + sk∇k, ∇k := grad V(ak) (1.22)

(tk âûáèðàåòñÿ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè íà ïðÿìîé a = ak + s∇k çíà÷åíèÿ

V èëè íîðìû ãðàäèåíòà ∇ := grad V(a)).

Â ïðèíöèïå, â ñîîòíîøåíèè ak+1 = ak + sk∇k ìîæíî âûáèðàòü äðóãèå

íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà (ãðàäèåíòû, ïîñòðîåííûå â ëþáîé äðóãîé ìåòðèêå).

Â ñëó÷àå ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëà îò ïàðàìåòðà ξ, ïðèíàä-

ëåæàùåãî êîìïàêòíîé îáëàñòè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çà ñ÷åò ¾óäà÷íî-

ãî¿ âûáîðà íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà è äëèíû øàãà (çàâèñÿùèõ îò k è ξ) ìîæíî

äîáèòüñÿ ðàâíîìåðíîé Cr−ñõîäèìîñòè ïî ïàðàìåòðó ê ñåìåéñòâó ìèíè-

ìóìîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äëÿ íîðì íåâÿçîê ãðàäèåíòà è ñíèæå-

íèé çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ïàðàìåòðè÷åñêèé ñëó-

÷àé [50], [51]. Åñëè â ñîîòíîøåíèè (1.22) ïîëîæèòü sk = ε � äîñòàòî÷íî

ìàëàÿ êîíñòàíòà, òî èç (1.22) ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ïàðà-

ìåòðó ξ:

∂ak+1

∂ξ
=
∂ak
∂ξ
− ε∂Q∇k

∂v

∂ak
∂ξ

=

(
I − ε∂Q∇k

∂v

)
∂ak
∂ξ

. (1.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, ∥∥∥∥∂ak+1

∂ξ

∥∥∥∥ < (1− ε q)
∥∥∥∥∂ak∂ξ

∥∥∥∥ ,
ãäå q � êîíñòàíòà, îòäåëÿþùàÿ ñíèçó ñïåêòð îïåðàòîðíîãî ïó÷êà ∂Q∇k

∂v .

Ãëàäêóþ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ìîæíî òàêæå óñòàíîâèòü ïðèìåíå-

íèåì íåëîêàëüíîé âåðñèè ëåììû Ìîðñà [75] è îáîáùåíèÿ (íà ïàðàìåò-

ðè÷åñêèé ñëó÷àé) èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è Ñ.Ã.

Êðåéíà [48].
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Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíòíûé ìåòîä ãàðàíòèðóåò ãëàäêóþ ðàâíîìåð-

íóþ ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè, íî ýòà ñõîäèìîñòü

ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñëèøêîì ìåäëåííî. Êàê èçâåñòíî, ìåòîä Íüþòîíà

ñõîäèòñÿ áîëåå áûñòðî, íî òðåáóåò á�îëüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé [17].

Ãëàäêóþ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé äëÿ óðàâ-

íåíèé ñ ïàðàìåòðîì óñòàíîâèë À.À. Ëåìåøêî [51].

Äëÿ áîëåå íàãëÿäíîé äåìîíñòðàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ðàññìîò-

ðèì êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ:

W (ξ) = V (ξ1e1 + ξ2e2 + Φ(ξ)).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé Φ(ξ) ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå ïðè-

âåäåò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè â âèäå

ñåðèè ôóíêöèé

Wm(ξ) = V

(
ξ1e1 + ξ2e2 +

m+2∑
k=3

ϕmk (ξ1, ξ2)ek

)
, m = 1, 2, . . . . (1.24)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè

ñâîäèòñÿ ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ϕmk (ξ1, ξ2).
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Ãëàâà 2

Àëãîðèòì òðàññèðîâêè ïðÿìîãî

ñïóñêà äëÿ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ

1-ìåðíîãî óðàâíåíèÿ

¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

Óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ñàìî ïî

ñåáå ñïîñîáíî ìîäåëèðîâàòü ìíîãèå ñòðóêòóðíûå ïðåâðàùåíèÿ [55]. Íà-

ñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ìåòîäèêå, èçëî-

æåííîé â [19], [38].

2.1 Îñíîâíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Íèæå ðàññìîòðåíî íåëèíåéíîå 1-ìåðíîå óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, êàê ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå, ìîäåëèðóþùåå

ñòðóêòóðíûå ïðåâðàùåíèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, âîçíèêàþùèå â ðåçóëü-

òàòå îòêëèêà ñèñòåìû íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè åå ïåðâè÷íîé ôàçû. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Íåéìàíà è îãðàíè÷åíèÿ ¾ïî-

ñòîÿíñòâà êîëè÷åñòâà êîìïîíåíòà â öåëîì¿. Èçëîæåíà ìåòîäèêà ïðèáëè-

37



æåííîãî âû÷èñëåíèÿ áèôóðöèðóþùèõ ôèíàëüíûõ òî÷åê ïðè ìàëûõ ïî-

ëîæèòåëíûõ çíà÷åíèÿõ çàêðèòè÷åñêîãî ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðà. Âû÷èñ-

ëåíèå, ïðîâåäåííîå íà îñíîâå ïåðåõîäà ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè, îïèðàåòñÿ

íà ðèòöåâñêóþ àïïðîêñèìàöèþ êëþ÷åâîé ôóíêöèè ïî íà÷àëüíûì ñîá-

ñòâåííûì ôóíêöèÿì (ìîäàì) ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè ãðàäèåíòà ôóíê-

öèîíàëà ýíåðãèè (â ñîîòâåòñòâóþùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñî-

ñòîÿíèé). Ïðîâåäåíî òàêæå âû÷èñëåíèå òðàññû êðàò÷àéøåãî ñïóñêà ê

ñòàáèëüíîé ôàçå. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîé ôàçû õîðîøî ñî-

ãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ (ïî ñõåìå Ëÿïóíîâà-Øìèäòà) áè-

ôóðöèðóþùåé ñòàöèîíàðíîé ôàçû.

Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå, ñïîñîáíîå ìîäåëèðîâàòü ñòðóêòóðíûå ïðåâðà-

ùåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå 1-ìåðíîå óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ

êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ:

ẇ = −gradV (w) := w′′ + λw − w3 − C, (2.1)

ãäå w = w(x, t) � êîöåíòðàöèÿ èçó÷àåìîãî êîìïîíåíòà, x ∈ U ⊂ R, C �

êîíñòàíòà (ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ).

V (w) :=

1∫
0

(
|w′|2

2
− λw

2

2
+
w4

4
+ C w

)
dx

� èíòåãðàë ýíåðãèè ïî îáëàñòè U = [0, 1]. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå Íåéìàíà

∂w(0, t)

∂x
=
∂w(1, t)

∂x
= 0,

è âûïîëíåíî åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå (íà êîëè÷åñòâî êîìïîíåíòà â öå-

ëîì):
1∫

0

w(x, t) dx = K = const > 0.
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Èç óðàâíåíèÿ (2.1) è ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì

C = λK −
1∫

0

w3 dx , (2.2)

òî åñòü çíà÷åíèå êîíñòàíòû C îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.2), êàê òîëüêî

ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíà ôóíêöèÿ w.

Ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé ýêñòðåìàëåé ÷àñòî èñïîëü-

çóåòñÿ (ñì. ãëàâó 1) ëîêàëüíàÿ ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà

W (ξ) := V (K + ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξnen),

ïîñòðîåííàÿ ïî íà÷àëüíûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì (ìîäàì)

ek :=
√

2 cos(π k x)

îïåðàòîðà A := − ∂2

∂x2 ïðè çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ, â ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Â íåëîêàëüíûõ çàäà÷àõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðèòöåâñêóþ àï-

ïðîêñèìàöèþ, íî ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåøå-

íèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîä, ÷òî ïðèâîäèò ê

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû. Ñíèçèòü åå ðàçìåð-

íîñòü ìîæíî çà ñ÷åò íåëèíåéíîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè, íàïðèìåð,

â âèäå íåëîêàëüíî ïðîäîëæåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè, òî åñòü ïåðåõîäîì

ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å ξ̇ = gradW (ξ), ξ ∈ Rn, ãäå

W (ξ) := inf
〈w,ej〉=ξj

V (w)

� êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

¾Îáùàÿ¿ òðàåêòîðèÿ äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ïðè

t → ∞ ê òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè W . Ïðè λ < λ1 :=

π2 + 3
2K

2 ôóíêöèîíàë W èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà. Ïîñëå
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ïåðåõîäà λ ÷åðåç λ1 (îáîñíîâàíèå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå) èç åäèíñòâåí-

íîé äîêðèòè÷åñêîé òî÷êè ìèíèìóìà ðîæäàåòñÿ äâå çàêðèòè÷åñêèå òî÷-

êè, ïðèòÿãèâàþùèå ê ñåáå òðàåêòîðèè ñèñòåìû.

Íèæå èçëîæåíà ìåòîäèêà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ áèôóðöèðóþ-

ùèõ ôèíàëüíûõ òî÷åê ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëíûõ çíà÷åíèÿõ çàêðèòè÷å-

ñêîãî ïðèðàùåíèÿ δ := λ − λ1. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíî íà îñíîâå ïå-

ðåõîäà ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè îò îäíîãî êëþ÷åâîãî ïàðàìåòðà (1-ìåðíàÿ

ðåäóêöèÿ).

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðîâåäåíî âû÷èñëåíèå òðàññû êðàò÷àéøåãî ñïóñ-

êà ê ñòàáèëüíîé êîíöåíòðàöèè. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîé êîí-

öåíòðàöèè õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ áèôóðöèðóþ-

ùåé êîíöåíòðàöèè, ïðîâåäåííîãî â ïåðâîì ðàçäåëå (ïî ñõåìå Ëÿïóíîâà-

Øìèäòà).

2.2 Âû÷èñëåíèå êëþ÷åâîé ôóíêöèè âáëèçè êðèòè-

÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ìàëûõ çàêðèòè÷åñêèõ ïðè-

ðàùåíèÿõ è âû÷èñëåíèå áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðå-

ìàëåé

Çàïèøåì ôóíêöèþ êîíöåíòðàöèè â âèäå

w = K + w̃,

1∫
0

w̃ dx = 0. (2.3)

Ñóæåíèå ôóíêöèîíàëà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàí-

íûì ñðåäíèì (ðàâíûì c) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (2.3), â ðåçóëüòà-
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òå êîòîðîé ïîëó÷àåì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî)

Ṽ (w̃) := V (K + w̃) = const +

1∫
0

(
|w̃′|2

2
− λ̃ w̃

2

2
+
w̃4

4
+K w̃3

)
dx , (2.4)

λ̃ = λ− 3
2 K

2 ,

−grad (Ṽ )(w̃) = w̃′′ + λ̃ w̃ − w̃3 − 3K w̃2 − α , (2.5)

α =
1∫

0

(
w̃3 + 3K w̃2

)
dx.

Äëÿ îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ ðàññìîòðèì ëè-

íåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (â òî÷êå w̃ = 0)

w̃′′ + λ̃ w̃ = 0 .

Ìèíèìàëüíûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ̃ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî π2

(ñîîòâåòñòâåííî λ = λ1 = π2 + 3
2 K

2). Ìîäîé áèôóðêàöèè ïðè òàêîì

çíà÷åíèè λ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ e =
√

2 cos(π x) .

Òåîðåìà 3. Ïðè ìàëûõ δ := λ−λ1 ãëàâíîé ÷àñòüþ êëþ÷åâîé ôóíê-

öèè ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì, ÿâëÿþùèéñÿ ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíê-

öèîíàëà ýíåðãèè ïî ïåðâîé ìîäå:

W1(ξ) = W (ξ e) = −δ ξ
2

2
+

3

8
ξ4 .

Ñõåìà ñòàíäàðòíîãî äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî òèïà óòâåðæäåíèé èç-

ëîæåíà â [64], [19]. Àìïëèòóäà âàðèàöèè êîöåíòðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïðè

ýòîì óðàâíåíèåì

−δ ξ +
3

2
ξ3 = 0 ,

èç êîòîðîãî ïîëó÷èì ïàðó âåòâåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ξ = ±
√

2

3
δ + o(δ) .
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé áèôóðöèðóþùåé êîíöåíòðàöèè ïî-

ëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

w = K ± 2

√
δ

3
cos(π x) + o(δ) . (2.6)

2.3 Ïîñòðîåíèè ¾òðàññû êðàò÷àéøåãî ñïóñêà¿ ê òî÷-

êå ìèíèìóìà

Ïåðâûé øàã â ïîñòðîåíèè ¾òðàññû êðàò÷àéøåãî ñïóñêà¿ ê ìèíèìóìó �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (îòíîñèòåëüíî s):

〈gradṼ (a0 + sh0), h〉 = 0. (2.7)

Çäåñü h0 = −gradṼ (a0), g = −gradṼ , a0 � íà÷àëüíàÿ (ïîðîæäàþùàÿ)

òî÷êà. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü (äëÿ îïðåäåëåííîñòè)

a0 = cos(7πx1) + ε

6∑
k=1

cos(kπx) , (2.8)

ε � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà. Èñïîëüçóÿ äëÿ g(a+sh0)

ðàçëîæåíèå Òåéëîðà, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

g(a0 + sh0) = g(a0) + s
∂g

∂x
(a0)h0 + o(s),

∂g
∂x(a0) � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ãðàäèåíòíîãî îòîáðàæåíèÿ g, è

〈g(a0 + sh0), h0〉 = 〈g(a0), h0〉+ s〈(∂g/∂x)(a0)h0, h0〉+ o(|s|).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (2.7), ìîæíî ïîëîæèòü (ñ íåêîòîðîé

òî÷íîñòüþ)

s = s0 := − 〈g(a0), h0〉
〈(∂g/∂x)(a0)h0, h0〉

= − ‖g(a0)‖2

〈(∂g/∂x)(a0)h0, h0〉
.
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Â ñëó÷àå ðàññìîòðåííîãî íàìè óðàâíåíèÿ (ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíî-

ñòüþ) ïîèñê çíà÷åíèÿ s0 ìîæíî îñóùåñòâèòü áîëåå òî÷íî � ïîñðåäñòâîì

îòûñêàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

p(s) = s4 + p3s
3 + p2s

2 + p1s ∼ Ṽ (a0 + s h0)

(ðàññìîòðåííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ è ïîñòîÿííîãî

ñëàãàåìîãî). Âòîðîé øàã êðàò÷àéøåãî ñïóñêà � ïîâòîðåíèå ïåðâîãî øàãà

äëÿ íîâîé ïîðîæäàþùåé òî÷êè a1 := a0 + s0h0 è ò.ä. Íèæå, íà ðèñóí-

êå 1, èçîáðàæåíû ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå ïðè λ1 < λ < λ2 (λ2 � âòîðîå

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå) ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòî÷íûõ è ôèíàëüíîé

ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ïîñëå íåêîòîðîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîäáîðà êî-

ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè

(2.4). Íà îñíîâå äàííîãî àëãîðèòìà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ëèíèè

óðîâíåé äëÿ óäåëüíîé êîíöåíòðàöèè.

Ðèñ. 1. Ïåðâûå ïÿòü èòåðàöèé ðàñ÷åòíûõ ôóíêöèé ïëîòíîñòè

êîíöåíòðàöèé.

Ïî õàðàêòåðó äàííîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî îí èëëþñòðèðóåò âûõîä

íà ñòàáèëüíóþ êîíöåòðàöèþ, çàäàííóþ àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëîé (â
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ñëó÷àå ìèíóñà).
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Ãëàâà 3

Àëãîðèòì òðàññèðîâêè ïðÿìîãî

ñïóñêà äëÿ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ

2-ìåðíîãî óðàâíåíèÿ

¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

3.1 Äâóìåðíîå óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ êó-

áè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ

Èòàê, ðàññìîòðèì äâóìåðíîå óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷å-

ñêîé íåëèíåéíîñòüþ, çàïèñàííîå â óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå

ẇ = ∆w + λw − w3 = C , (3.1)

ãäå w = w(x, t) � êîöåíòðàöèÿ èçó÷àåìîãî êîìïîíåíòà, x = x(x1, x2),

x ∈ U = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2,

V (w) :=

1∫
0

1∫
0

(
|∇w|2

2
− λw

2

2
+
w4

4
+ C w

)
dx1dx2
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� èíòåãðàë ýíåðãèè ïî îáëàñòè U = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2. Áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå Íåéìàíà

∂w

∂n

∣∣∣
∂ U

= 0

è âûïîëíåíî åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà êîíöåíòðàöèþ âåùåñòâà â öå-

ëîì: ∫∫
Ω

w(x1, x2)dx1dx2 = K > 0.

Ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé ýêñòðåìàëåé ÷àñòî èñïîëü-

çóåòñÿ ëîêàëüíàÿ ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà

W (ξ) := V (K + ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξnen),

ïîñòðîåííàÿ ïî íà÷àëüíûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì (ìîäàì) ej îïåðàòîðà

Ëàïëàñà íà îáëàñòè U (ïðè çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ, â ñîîòâåòñòâó-

þùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé):

e0 = 1, e1 =
√

2 cos(πx1), e2 =
√

2 cos(πx2), e3 = 2 cos(πx1) cos(πx2)),

e4 =
√

2 cos(2πx1), e5 =
√

2 cos(2πx2), e6 = 2 cos(2πx1) cos(πx2)),

e7 = 2 cos(πx1) cos(2πx2)), e8 = 2 cos(2πx1) cos(2πx2)), . . . .

Â íåëîêàëüíûõ çàäà÷àõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðèòöåâñêóþ àï-

ïðîêñèìàöèþ, íî ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåøå-

íèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîä, ÷òî ïðèâîäèò ê

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû. Ñíèçèòü åå ðàçìåð-

íîñòü ìîæíî çà ñ÷åò íåëèíåéíîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè, íàïðèìåð,

â âèäå íåëîêàëüíî ïðîäîëæåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè, òî åñòü ïåðåõîäîì

ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å

ξ̇ = gradW (ξ) , ξ ∈ Rn ,
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ãäå

W (ξ) := inf
〈w,ej〉=ξj

V (w)

� êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ïðÿìîé ïðîöåäóðû êðàò÷àéøåãî ñïóñêà â

òî÷êó ìèíèìóìà V (íå ïåðåõîäÿ ê àïïðîêñèìèðóþùåé êëþ÷åâîé ôóíê-

öèè). Ïåðâûì øàãîì ýòîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ âûáîð âåëè÷èíû ñäâèãà

âäîëü ãðàäèåíòà èç íà÷àëüíîé (ïîðîæäàþùåé) òî÷êè, ñ öåëüþ óìåíüøå-

íèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè.

Â êà÷åñòâå ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé èñêîìûõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ òå òî÷êè ìèíèìóìà, êîòîðûå îòâåòâèëèñü (ïðè

âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà λ) îò äîêðèòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ w = 0.

3.2 Ñóæåíèå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè íà àôôèííîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàííûì ñðåä-

íèì.

Çàïèøåì ôóíêöèþ êîíöåíòðàöèè â âèäå

w = K + w̃,

1∫
0

1∫
0

w̃ dx1dx2 = 0. (3.2)

Ñóæåíèå ôóíêöèîíàëà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàí-

íûì ñðåäíèì (ðàâíûì K) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (3.2), â ðåçóëü-

òàòå êîòîðîé ïîëó÷àåì

Ṽ (w̃) := V (K+ w̃) =

1∫
0

1∫
0

(
|∇w̃|2

2
− λ̃ w̃

2

2
+
w̃4

4
+K w̃3

)
dx1dx2 , (3.3)

λ̃ = λ− 3

2
K2 ,
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−grad (Ṽ )(w̃) = ∆w̃ + λ̃ w̃ − w̃3 − 3K w̃2 − α , (3.4)

α =
1∫

0

1∫
0

(
w̃3 + 3K w̃2

)
dx1dx2.

Äëÿ îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ ðàññìîòðèì ëè-

íåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (â òî÷êå w̃ = 0)

∆w̃ + λ̃ w̃ = 0 .

Ìèíèìàëüíûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ̃ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî π2

(ñîîòâåòñòâåííî λ = λ∗ = π2 + δ). Ìîäàìè áèôóðêàöèè ïðè òàêîì çíà÷å-

íèè λ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

e1 =
√

2 cos(πx1) , e2 =
√

2 cos(πx2).

Òåîðåìà 4. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè è ïðè ìàëûõ δ :=

λ− λ∗ ãëàâíîé ÷àñòüþ êëþ÷åâîé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöè-

îíàëó (3.3), ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí (4-îé ñòåïåíè)

U(ξ1, ξ2) = −δ
2

(ξ2
1 + ξ2

2) +
3

8
(ξ4

1 + ξ4
2) +

1

2
ξ2

1ξ
2
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

Wδ(ξ1, ξ2) := inf
〈w̃,e1〉=ξ1,〈w̃,e2〉=ξ2

V (w̃);

U(ξ1, ξ2) = V (ξ1e1+ξ2e2)+o(ξ1, ξ2) = −δ
2

(ξ2
1 +ξ2

2)+
a

4
(ξ4

1 +ξ4
2)+

b

2
ξ2

1ξ
2
2 ; (5)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî
∫∫
Ω

w̃3dx1dx2 = 0, åñëè w̃ = ξ1e1 + ξ2e2 . Íåñëîæíûå

âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

a =

∫∫
Ω

e4
1e

4
2dx2dx1 =

3

2
;

b =

∫∫
Ω

e2
1e

2
2dx1dx2 =

 1∫
0

e2
1dx1

 1∫
0

e2
2dx2

 = 1 .

Èç òåîðåìû 4. âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 5. Äëÿ ôóíêöèîíàëà (3.3) âáëèçè íóëÿ ïðè ìàëûõ êîíöåí-

òðàöèÿõ èìååòñÿ âåòâü óñòîé÷èâûõ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèé âèäà

w̃ = c+ ε(e1 + e2) + o(ε) ,

ãäå ε = const δ
1
2 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè àñèìïòîòè÷åñêóþ ÷àñòü áèôóðöèðóþ-

ùåé âåòâè ýêñòðåìàëåé, ïîñòðîåííóþ ïî ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíê-

öèè

W (ξ1, ξ2) = −δ(ξ2
1 + ξ2

2) +
3

8
(ξ4

1 + ξ4
2) +

1

2
ξ2

1ξ
2
2 + . . . .

Òàêîé âèä ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè ñâÿçàí, âî-ïåðâûõ, ñ åå

ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

(ξ1, ξ2)→ (ξ2, ξ1)

è, âî-âòîðûõ, ñ òåì, ÷òî êóáè÷åñêàÿ ÷àñòü ôóíêöèîíàëà V îáíóëÿåòñÿ íà

ξ1e1 + ξ2e2 .

3.3 Ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà êðàò÷àéøåãî ñïóñêà

Ïåðâûé øàã ïðÿìîãî ìåòîäà êðàò÷àéøåãî ñïóñêà (ñì. [48], [51]) � ðåøå-

íèå ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ (îòíîñèòåëüíî s):

〈gradV (a0 + sh0), h〉 = 0. (3.5)

Êîíå÷íàÿ öåëü � îòûñêàíèå ¾êðàò÷àéøåãî ñïóñêà¿ ê ìèíèìóìó. Çäåñü è

íèæå h0 = −gradV (a0), g = −gradV, a0 � íà÷àëüíàÿ (ïîðîæäàþùàÿ)

òî÷êà. Íàïðèìåð, ìîæíî, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âçÿòü

a0 = cos(7πx1) cos(7πx2) +
∑
j,k≤7

εj,k cos(jπx1) cos(kπx2) , |εj,k| � 1 ,
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ãäå εj,k � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé íàáîð ÷èñåë.

Èñïîëüçóÿ äëÿ g(a+ sh0) ðàçëîæåíèå Òåéëîðà, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

g(a0 + sh0) = g(a0) + sgrad(g(a0))h0 + o(s) (3.6)

è

〈g(a0 + sh0), h0〉 = 〈g(a0), h0〉+ s〈gradg(a0)h0, h0〉+ o(|s|).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (2), ìîæíî ïîëîæèòü (ñ íåêîòîðîé

òî÷íîñòüþ)

s = s0 :=
〈g(a0), h0〉

〈grad(g(a0))h0, h0〉
=

‖g(a0)‖2

〈grad(g(a0))h0, h0〉
. (3.7)

Â ñëó÷àå ðàññìîòðåííîãî íàìè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (3.5)

ïîèñê çíà÷åíèÿ s0 ìîæíî îñóùåñòâèòü áîëåå òî÷íî � ïîñðåäñòâîì îòûñ-

êàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

p(s) = s4 + p3s
3 + p2s

2 + p1s+ p0 := V (a0 + s h0) . (3.8)

Âòîðîé øàã � ïîâòîðåíèå ïåðâîãî øàãà äëÿ íîâîé ïîðîæäàþùåé òî÷-

êè a1 := a0 + s0h0 è ò.ä. Íèæå (ñì. Ðèñ. 2) èçîáðàæåíû ãðàíèöû êëà-

ñòåðîâ, ïîëó÷åííûå íåêîòîðûì ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè

Ôóðüå íà÷àëüíîé ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòà è âûäåëåíèåì íó-

ëåâûõ ëèíèé óðîâíÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòî÷íûõ è ôèíàëüíîé

ôóíêöèé.

Íèæå, íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ãðàíèöû êëàñòåðîâ, ïîëó÷åííûå íåêî-

òîðûì ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè Ôóðüå íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòà è âûäåëåíèåì íóëåâûõ ëèíèé óðîâíÿ äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòî÷íûõ è ôèíàëüíîé ôóíêöèé.
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Ðèñ. 2. Òðåòüÿ èòåðàöèÿ ðàñ÷åòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè êîíöåíòðàöèé

ïðè ìàëîì çàêðèòè÷åñêîì ïðèðàùåíèè ïàðàìåòðà λ = λ1 + δ (ñ

âûäåëåíèåì ëèíèè íóëåâîãî óðîâíÿ).

Ðèñ. 3. Òðè èòåðàöèè ôóíêöèè ïëîòíîñòè êîíöåíòðàöèé ïðè êîíå÷íîì

çàêðèòè÷åñêîì ïðèðàùåíèè ïàðàìåòðà λ .

Ïî õàðàêòåðó ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî îíè èëëþñòðèðóþò âûõîä êîíöåò-

ðàöèè íà ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå.

3.4 Íåëîêàëüíàÿ ðåäóêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà íà îñ-

íîâå ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðàæåíèé

Òðàññû ñïóñêà ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü ÷åðåç èõ êîíå÷íìåðíûõ ¾äâîé-

íèêîâ¿ � òðàññû ñïóñêà â êîíå÷íìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êëþ÷åâûõ êî-

îðäèíàò âäîëü ïîëÿ àíòèãðàäèåíòîâ êëþ÷åâîé ôóíêöèè. Îïèøåì ñíà-

÷àëà îáùóþ ñõåìó íåëîêàëüíîé ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà. Ïðè ìà-

ëûõ çàêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ýêñòðåìàëè ôóíêöèíàëà V

ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê âåòâè ýêñòðåìàëåé, çàâèñÿùèõ îò δ, ïîñðåäñòâîì

òåîðèè âîçìóùåíèé, îñíîâàííîé íà íåïîñðåäñòâåííîì ïðèìåíåíèè òåî-

ðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Âûïóêëîñòü è êîýðöèòèâíîñòü ôóíêöèîíàëà

ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòü ¾òðàññû¿ ïðÿìîãî ñïóñêà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
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çà ñ÷åò ïîäîáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ìîæíî ïîëó-

÷èòü îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè òðàññû ê òî÷êå ìèíèìóìà. Ïðè ¾êî-

íå÷íûõ¿ çíà÷åíèÿõ δ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ áîëåå ìîù-

íûõ ñðåäñòâ íåëèíåéíîãî àíàëèçà, íàïðèìåð, ïðèìåíåíèÿ íåëèíåéíîãî

ìåòîäà Ãàëåðêèíà-Ðèòöà ïî ñõåìå Ëÿïóíîâà-Øìèäòà è ò.ï..

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ íåëîêàëüíîé ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â ðàñ-

ñìîòðåííîé âûøå çàäà÷å ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (3.7) çàïèøåì

ñîîòâåòñòâóþùåå åìó óðàâíåíèå gradV (w) = 0 â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâ-

íåíèÿ

f(w) := Aw − λw + g(w) = 0, w ∈ E, (3.9)

ãäå

E =

w ∈ C2+α(Ω) :
∂w

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0 ,

∫∫
Ω

w(x1, x2)dx1dx2 = 0

 .

A = −∆ , g(w) := w3 + 3cw2. Îïåðàòîð f äåéñòâóåò èç E â

F =

w ∈ C0+α(Ω) :

∫∫
Ω

w(x1, x2)dx1dx2 = 0

 .

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è äèàãîíàëèçèðóåìûì:
∞∑

p,q=1

ξp,qep,q 7→
∞∑

p,q=1

λp,qξp,qep,q, (3.10)

ãäå ep,q(x, y) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A:

ep,q(x, y) =
√

2 cos(pπx1) cos(qπx2) ,

åñëè pq = 0, è

ep,q(x, y) = 2 cos(pπx1) cos(qπx2) ,

åñëè pq 6= 0. Ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ep,q îòâå÷àåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λp,q = π2(p2 + q2). Cîáñòâåííûå ôóíêöèè ek îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàí-

íóþ ñèñòåìó â H1(Ω).
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Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.8) â âèäå

(A− λ I) (w) = g(w) , (3.11)

w ∈ H̃1 :=

w ∈ H1(Ω) :

∫∫
Ω

w(x1, x2)dx1dx2 = 0

 .

Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â ñóììó

ïîäïðîñòðàíñòâ, ðàçîáüåì óðàâíåíèå (3.11) â ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé

(A1 − λ I) (u) = g1(u+ v) ,

(A2 − λ I) (v) = g2(u+ v) ,

 (3.12)

ãäå A1 := A
∣∣
N
, A2 := A

∣∣
N⊥∩E, N := Lin{ep,q}, p + q ≤ n, w = u + v,

u =
∑

p+q≤n
ξp,qep,q, v =

∑
p+q≥n+1

ξp,qep,q , g1(u+ v) := Pg(u+ v) , g2(u+ v) :=

Qg(u+v) , P è Q� îðòîïðîåêòîðû íàN èN⊥∩H1. Âòîðîå óðàâíåíèå ñè-

ñòåìû (3.12) ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèéN⊥∩H1. Èç ñïåêòðàëü-

íûõ ñâîéñòâ îïðàòîðà A âûòåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé (ïî ðàç-

ìåðíîñòè) ðåäóêöèè íîðìà îïåðàòîðà (A2 − λ I)−1 : N⊥∩H̃1 −→ N⊥∩H̃1

ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé è ïîýòîìó îïåðàòîð K(v) := A−1
2 (g2(u +

v, u+ v)) ïåðåâîäèò íåêîòîðûé øàð

TL := {v : ‖v‖H̃1 ≤ L}

(â N⊥ ∩ H̃1) â ñåáÿ, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì ñæèìàþùèì. Òî åñòü ìû îêàçûâà-

åìñÿ â óñëîâèÿõ, â êîòîðûõ ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.12))

ìîæíî ïîëó÷àòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå

v = Φ(u) , (3.13)

ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ïîñðåäñòâîì èòåðàöèé vn = K(vn−1).

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (12) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11), ïîëó÷èì òàê

íàçûâàåìîå êëþ÷åâîå óðàâíåíèå

τ(u) := f1(u+ Φ(u)) = 0 (3.14)
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íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå N . Âñå àíàëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèé íàñëåäóþòñÿ êëþ÷å-

âûì óðàâíåíèåì è åãî ðåøåíèÿìè. Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî è

êëþ÷åâîãî óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

w = u+ Φ(u).

Ðàññìîòðåííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ñ ïîòåíöèàëîì (êëþ-

÷åâîé ôóíêöèåé)

W (u) := V (u+ Φ(u)) , u ∈ N .

Ïîèñê è àíàëèç ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà V ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, òà-

êèì îáðàçîì, ïîñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ ýêñòðåìàëåé êëþ÷åâîé ôóíêöèè W .

Âû÷èñëåíèå ôóíêöèèW è àíàëèç åå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîæíî îñóùåñòâ-

ëÿòü ïî èçëîæåííûì âûøå òåõíîëîãèÿì ïðÿìîãî ñïóñêà âäîëü ïîëÿ àí-

òèãðàäèåíòîâ.

3.5 Îáëàñòü ðåäóöèðóåìîñòè ñòàöèîíàðíîãî óðàâíå-

íèÿ

Ïîñðåäñòâîì îöåíîê ðàçìåðà îáðàçà îòîáðàæåíèÿ K è åãî êîíñòàíòû

Ëèïøèöà ìîæíî òî÷íî óêàçàòü îáëàñòü, íà êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ êîíå÷-

íîìåðíàÿ ðåäóêöèÿ óðàâíåíèÿ w = S(w). Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

‖A−1
2 (v)‖1 ≤

1

2π2
‖v‖1 , ∀v ∈ N⊥∩H̃1 , ‖w‖C0(Ω) <

√
2‖w‖1 , ∀w ∈ H̃1 ,

(3.15)

‖w3‖1 = 3

∫∫
Ω

|w2∇w|2 dx1dx2

 1
2

≤ 3 ‖w‖2
C0(Ω) ‖w‖1 ≤ 6 ‖w‖3

1 .

(3.16)
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‖w2‖1 = 2

∫∫
Ω

|w∇w|2 dx1dx2

 1
2

≤ 2 ‖w‖C0(Ω) ‖w‖1 ≤ 2
√

2 ‖w‖2
1 .

(3.17)

Ïóñòü w ∈ TL = {w ∈ H̃1[0, 1] : ‖w‖1 ≤ L}. Èç îöåíîê (3.15)- (3.17)

ïîëó÷àåì

‖S(v)‖1 = ‖A−1
2 (λv + g2(w)− b‖1 ≤

1

2π2

(
λL+ 6L3 + 2

√
2K L2 + β

)
,

(3.18)

ãäå β = ‖b‖1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ‖S(v)‖1 ≤ L, òî îïåðàòîð S ïåðåâîäèò

øàð TL â ñåáÿ. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ

ñîîòíîøåíèÿ

1

2 π2

(
λL+ 6L3 + 2

√
2K L2 + β

)
≤ L

èëè

L3 − pL2 + q L+ r ≤ 0 , (3.19)

ãäå p =
√

2
3 K , q = 2π2−λ

6 , r = β
6 . Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñâîéñòâà ñæèìà-

åìîñòè îïåðàòîðà S : TL −→ TL îáðàòèìñÿ ê îöåíêå íîðìû ðàçíîñòè

çíà÷åíèé S â ïðîèçâîëüíîé ïàðå òî÷åê v1 , v2:

‖S(v2)− S(v1)‖1 =

‖A−1
2

(
λ(v2 − v1) +

(
(u+ v2)

3 − (u+ v1)
3
)

+ 3K
(
(u+ v2)

2 − (u+ v1)
2
))
‖1 ≤

≤ 1

2π2
(λ+ 3L(2K + L))‖v2 − v1‖1 .

Ïîëó÷àåì òî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñâîéñòâà ñæèìàåìîñòè K äîñòàòî÷íî

ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

γ :=
1

2 π2
(λ+ 3L(2K + L)) < 1 , (3.20)
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èëè, ÷òî îäíî è òîæå, óñëîâèÿ

λ+ 3L(2K + L) < 2π2 . (3.21)

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 6. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (), () è ïðè ‖u‖1 ≤ L îïå-

ðàòîð S(v) := A−1
2 ((u + v)3 + 3K (u + v)2 + λ v − b) ïåðåâîäèò øàð

TL = {v ∈ H̃1[0, 1] : ‖v‖1 ≤ L} â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðà-

æåíèåì TL −→ TL .

Çàìå÷àíèå 2. Êîíñòàíòà γ ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ñêîðîñòü ñõîäèìî-

ñòè èòåðàöèé vm+1(u) = S(vm(u)) ê ðåäóöèðóþùåìó îòîáðàæåíèþ Φ(u):

‖vm+1(u)− Φ(u)‖1 ≤ γm
D

1− γ
, D = ‖v1(u)− v0(u)‖1.
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Ãëàâà 4

Îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ

¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

4.1 Óðàâíåíèå Êàíà-Õèëëàðäà. Ñâåäåíèå ñòàöèîíàð-

íîãî óðàâíåíèÿ Êàíà-Õèëëàðäà ê ñòàöèîíàðíî-

ìó óðàâíåíèþ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

Êàê èçâåñòíî, èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (òåìïåðàòó-

ðû, ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ìåõàíè÷åñêîãî ñæàòèÿ è ïð.) íà ñëîæíóþ

ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó (ðàñòâîð, ñìåñü, ñïëàâ è ò.ï.) ìîæåò ïðèâåñòè ê ïî-

òåðå óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ôàçû è, êàê ñëåäñòâèå (êàê îòêëèê ñèñòåìû),

ê åå ïåðåõîäó â íîâîå ñîñòîÿíèå (ñ íîâûìè ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè).

Òàêîé ïåðåõîä ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ñïèíîäàëüíûì ðàññëîåíèåì (ðàñ-

ïàäîì), âûðàæåííûì â èçìåíåíèè ëîêàëüíûõ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåí-

òîâ, â îáðàçîâàíèè ñíà÷àëà çåðíèñòîé ñòðóêòóðû, à çàòåì êëàñòåðîâ è

äîìåíîâ íîâîé ôàçû. Òàêèå ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ âåùåñòâà èçó÷àþò-

ñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ìîäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåèé ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ Ïóàññîíà. Íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè äè-

íàìèêè ñïîíòàííîãî ðàçäåëåíèÿ ôàç (áèíàðíîãî) âåùåñòâà (ñïëàâà) ÷à-
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ñòî èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Êàíà-Õèëëàðäà [84], [83], [85]

ẇ = D∆ gradV (w) := D∆(w3 − w − γ∆(w)), (4.1)

â êîòîðîì w = w(x, t) � îòíîñèòåëüíàÿ êîöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòû âåùå-

ñòâà, x ∈ U ⊂ Rn (1 ≤ n ≤ 3, 3), −1 ≤ w ≤ 1, D � êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè,

V (w) := D
∫
U

(
(w2 − 1)2

4
+
γ

2
|∇U |2

)
dx

� èíòåãðàë ýíåðãèè, U � îáëàñòü, çàíÿòàÿ ñïëàâîì, t � âðåìÿ. Îïèñàíèå

ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ òàêèõ ðåøåíèé w óðàâ-

íåíèÿ Êàíà-Õèëëàðäà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàñøèðåííîå ãðàíè÷íîå

óñëîâèå Íåéìàíà
∂w

∂n

∣∣∣
∂ U

=
∂∆(w)

∂n

∣∣∣
∂ U

= 0,

ãäå ∂U � ãðàíèöà îáëàñòè U , n � âåêòîðíîå ïîëå íîðìàëåé ê ãðàíèöå.

Ïåðâîî÷åðåäíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ � ðåøå-

íèÿ w = w(x) ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Êàíà-Õèëëàðäà

D∆(w3 − w − γ∆(w)) = 0. (4.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñîñòàâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.2) âõîäÿò ðåøåíèÿ ñòà-

öèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíî-

ñòüþ

γ∆(w) + w − w3 = C − const (4.3)

èëè, ÷òî îäíî è òî æå, ýêñòðåìàëè (êðèòè÷åñêèå òî÷êè) ôóíêöèîíàëà

V (w) := V (w)− C [w] ,

ãäå [w] :=
∫
U

w dx � ñðåäíåå çíà÷åíèå w.
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Ïîèñê ýêñòðåìàëåé ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïîñðåäñòâîì ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-

Øìèäòà ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å gradW (ξ) = 0, ξ ∈ Rn, ãäå

W (ξ) := inf
〈V ,ej〉=ξj

V (w)

� êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî íà÷àëüíûì ñîáñòâåííûì ôóíêöè-

ÿì (ìîäàì) ej îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà îáëàñòè U (ïðè çàäàííûõ êðàåâûõ

óñëîâèÿõ Ïóàññîíà) â ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîì ôóíêöèî-

íàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

4.2 Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê óðàâíåíèþ Êàíà-Õèëëàðäà

Âíà÷àëå îáðàòèìñÿ ê ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì Ĥ0 , Ĥ1 , . . . , Ĥ5 ,

ãäå H0 = L2(Ω), Ĥk � çàìûêàíèå ïî íîðìå ‖w‖k (k = 1, 2, . . . 5)

ìíîæåñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ âèäà
m∑

p+q=1
ξp,qep,q , p, q ≥ 0 ,

ep,q(x1, x2) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà ∆ (ïðè êðàåâîì óñëîâèè

Íåéìàíà ∂w
∂n

∣∣∣
∂ U

= 0):

ep,0(x1, x2) =
√

2 cos(pπx1) , e0,q(x1, x2) =
√

2 cos(qπx2) ,

ep,q(x1, x2) = 2 cos(pπx1) cos(qπx2) , pq 6= 0 .

Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ep,q îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λp,q = −π2(p2+

q2), ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé {ep,q} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé

âåêòîðîâ â L2(Ω) . Äëÿ òðèãîíîìåíòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà w íîðìà ‖w‖k
îïðåäåëåíà ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

‖w‖2
1 := −

∫∫
Ω

w∆(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

|∇(w)|2 dx1dx2 ,

‖w‖2
2 :=

∫∫
Ω

w∆2(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

(∆(w))2 dx1dx2 ,
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‖w‖2
3 := −

∫∫
Ω

w∆3(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

|∇(∆(w))|2 dx1dx2 ,

‖w‖2
4 :=

∫∫
Ω

w∆4(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

(∆2(w))2 dx1dx2 ,

‖w‖2
5 := −

∫∫
Ω

w∆5(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

|∇(∆2(w))|2 dx1dx2 .

Äëÿ êàæäîãî k ∈ {2, . . . , 5} ëèíåéíûé îïåðàòîð A := −∆ : Ĥk 7−→

Ĥk−2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì îïåðàòîð A ïîëîæèòåëüíûé è

äèàãîíàëèçèðóåìûé:

A :
∑
p,q

ξp,qep,q 7−→
∑
p,q

|λp,q| ξp,qep,q , p, q ≥ 0 , p+ q ≥ 1 .

Ïóñòü B � ïîëîæèòåëüíûé è ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî B2 =

A (òî åñòü B � ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç A). Îïåðàòîð B

èçîìîðôíî äåéñòâóåò èç Ĥk íà Ĥk−1 , ∀ k ≥ 1 :

B :
∑
p,q

ξp,qep,q 7−→
∑
p,q

√
|λp,q| ξp,qep,q = π

∑
p,q

√
p2 + q2 ξp,qep,q , p+q ≥ 1 .

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

‖w‖k = ‖B (w)‖k−1 ∀ k .

Óðàâíåíèå Êàíà-Õèëëàðäà äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â ¾îïåðàòîðíîì¿

âèäå

ẇ = −B2gradV (w) , w ∈ Ĥ4 .

è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

ẇ = −B gradV (Bw) , w ∈ Ĥ5 , (GKH)

ó êîòîðîãî ïðàâàÿ ÷àñòü � àíòèãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà V (Bw) . Òàêèì

îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êàíà-Õèëëàðäà ñâîäèòñÿ ê

èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé ãðàäèåíòíîãî óðàâíåíèÿ (GKH) â Ĥ5.
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Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 7. Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êàíà-

Õèëëàðäà

ẇ = D∆ gradV (w) := D∆(w3 − w − γ∆(w)) , w ∈ Ĥ4 ,

ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ w 7−→ Bw (B � ïîëîæèòåëü-

íûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç A), ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ

ðåøåíèé ãðàäèåíòíîãî óðàâíåíèÿ

ẇ = −B gradV (Bw) , w ∈ Ĥ5 . (4.4)

Ýòî óðàâíåíèå åñòåñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ (âìåñòå ñ ôóíêöèîíàëîì

V (Bw)) íà ïðîñòðàíñòâî Ĥ4.

Çàìå÷àíèå 3. Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ

èññëåäîâàíèÿ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû Êàíà-Õèëëàðäà ìîæ-

íî ïðèâëåêàòü âàðèàöèîííûé ïîäõîä è, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàòü ìå-

òîä ïðÿìîãî ñïóñêà, òàêèì æå îáðàçîì, êàê ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ

ê ¾ðîäñòâåííîé¿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿. Äàííàÿ

òåîðåìà ïîçâîëÿåò ëèøü äî íåêîòîðîé ñòåïåíè îòñëåæèâàòü äèíà-

ìèêó êîíöåíòðàöèé, íî âñå æå óðàâíåíèå (4.4) íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêî ýê-

âèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ Êàíà-Õèëëàðäà è ïîýòîìó ìû íå ìîæåì ãî-

âîðèòü î ñîâïàäåíèè âñåõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

ýòèõ óðàâíåíèé.
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4.3 Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàöèîííîãî ïîä-

õîäà ê óðàâíåíèþ Ñâèôòà-Õîåíáåðãà

Áëèçêèì ê ìîäåëüíîìó óðàâíåíèþ Êàíà-Õèëëàðäà ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå Ñâèôòà-Õîåíáåðãà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ

ẇ + ∆2(w) + λ2 ∆(w) + λ1w + w3 = 0 (4.5)

ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè óñëîâèå Íåéìàíà

∂w

∂n

∣∣∣
∂ U

=
∂∆(w)

∂n

∣∣∣
∂ U

= 0 . (4.6)

Äàííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ïîðîæäàåò ãðàäèåíòíóþ äèíàìè÷åñêóþ

ñèñòåìó. Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ áèôóðöèðóþùèõ âåò-

âåé óñòîé÷èâûõ (ïðèòÿãèâàþùèõ) ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ýòîé äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû. Íàëè÷èå âòîðîãî ïàðàìåòðà â ýòîé çàäà÷å ïðèâîäèò ê

ýôôåêòó 3-ìîäîâîãî âûðîæäåíèÿ â òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ýíåð-

ãèè.

Îáðàòèìñÿ ê ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì Ĥ0 , Ĥ1 , . . . , Ĥ5 , ãäå

H0 = L2(Ω), Ĥk � çàìûêàíèå ïî íîðìå ‖w‖k (k = 1, 2, . . . 5) ìíîæåñòâà

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ âèäà
m∑

p+q=1

ξp,qep,q , p, q ≥ 0 ,

ep,q(x1, x2) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà ∆ (ïðè óñëîâèè Íåéìàíà
∂w
∂n

∣∣∣
∂ U

= 0):

ep,0(x1, x2) =
√

2 cos(pπx1) , e0,q(x1, x2) =
√

2 cos(qπx2) ,

ep,q(x1, x2) = 2 cos(pπx1) cos(qπx2) , pq 6= 0 .

Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ep,q îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λp,q = −π2(p2+

q2), ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé {ep,q} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé
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âåêòîðîâ â L2(Ω). Äëÿ òðèãîíîìåíòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà w íîðìà ‖w‖k
îïðåäåëåíà ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

‖w‖2
1 := −

∫∫
Ω

w∆(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

|∇(w)|2 dx1dx2 ,

‖w‖2
2 :=

∫∫
Ω

w∆2(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

(∆(w))2 dx1dx2 ,

‖w‖2
3 := −

∫∫
Ω

w∆3(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

|∇(∆(w))|2 dx1dx2 ,

‖w‖2
4 :=

∫∫
Ω

w∆4(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

(∆2(w))2 dx1dx2 ,

‖w‖2
5 := −

∫∫
Ω

w∆5(w) dx1dx2 =

∫∫
Ω

|∇(∆2(w))|2 dx1dx2 .

Äëÿ êàæäîãî k ∈ {2, . . . , 5} ëèíåéíûé îïåðàòîð A := −∆ : Ĥk 7−→

Ĥk−2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì îïåðàòîð A ïîëîæèòåëüíûé è

äèàãîíàëèçèðóåìûé:

A :
∑
p,q

ξp,qep,q 7−→
∑
p,q

|λp,q| ξp,qep,q , p, q ≥ 0 , p+ q ≥ 1 .

Ïóñòü B � ïîëîæèòåëüíûé è ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî B2 =

A (òî åñòü B � ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç A). Îïåðàòîð B

èçîìîðôíî äåéñòâóåò èç Ĥk íà Ĥk−1 , ∀ k ≥ 1 :

B :
∑
p,q

ξp,qep,q 7−→
∑
p,q

√
|λp,q| ξp,qep,q = π

∑
p,q

√
p2 + q2 ξp,qep,q , p+q ≥ 1 .

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

‖w‖k = ‖B (w)‖k−1 ∀ k .

Óðàâíåíèå Ñâèôòà-Õîåíáåðãà äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â ¾îïåðàòîð-

íîì¿ âèäå

ẇ = −gradV (w) , w ∈ Ĥ4 ,
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V (w) :=

∫∫
U

(
|∆w|2 − λ2|∇w|2 + λ1w

2

2
+
w4

4

)
dx1dx2 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Ñâèôòà-Õîåíáåðãà ìîæíî ïðèâëåêàòü âàðèàöèîííûé ïîäõîä è, â ÷àñòíî-

ñòè, èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïðÿìîãî ñïóñêà.

4.4 Ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîåíáåðãà èç òî÷êè 3-ìåðíîãî

âûðîæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ñâèôòà-Õîåíáåðãà ñ êóáè÷åñêîé íåëè-

íåéíîñòüþ

∆2(w) + λ2 ∆(w) + λ1w + w3 = 0 , (4)

ãäå w = w(x, t) � êîöåíòðàöèÿ èçó÷àåìîãî êîìïîíåíòà, x = x(x1, x2),

x ∈ U = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2 .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî ðàñøèðåííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

Íåéìàíà è åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà êîíöåíòðàöèþ âåùåñòâà â öåëîì:

[w] :=

∫∫
Ω

w(x1, x2)dx1dx2 = K > 0.

Ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé ýêñòðåìàëåé èñïîëüçóåòñÿ,

êàê è âûøå, ëîêàëüíàÿ ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà

W (ξ) := V (K + ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξnen),

ïîñòðîåííàÿ ïî íà÷àëüíûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì (ìîäàì) ej îïåðàòîðà

Ëàïëàñà íà îáëàñòè U (ïðè çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ, â ñîîòâåòñòâó-

þùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé):

e0 = 1, e1 =
√

2 cos(πx1), e2 =
√

2 cos(πx2), e3 = 2 cos(πx1) cos(πx2)),

64



e4 =
√

2 cos(2πx1), e5 =
√

2 cos(2πx2), e6 = 2 cos(2πx1) cos(πx2)),

e7 = 2 cos(πx1) cos(2πx2)), e8 = 2 cos(2πx1) cos(2πx2)), . . . .

Â íåëîêàëüíûõ çàäà÷àõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðèòöåâñêóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ, íî ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè, íà-

ïðèìåð, â âèäå íåëîêàëüíî ïðîäîëæåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè. Äàëüíåé-

øèé àíàëèç ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîäîì ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å

gradW (ξ) = 0 , ξ ∈ Rn ,

ãäå

W (ξ) := inf
〈w,ej〉=ξj

V (w)

� íåëîêàëüíî ïðîäîëæåííàÿ êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Çàïèøåì èñêîìóþ ôóíêöèþ êîíöåíòðàöèè w â âèäå

w = K + w̃,

∫∫
Ω

w̃ dx1dx2 = 0. (2)

Ñóæåíèå ôóíêöèîíàëà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàí-

íûì ñðåäíèì (ðàâíûì K) îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàíåå óêàçàííîé ïîäñòàíîâ-

êîé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àåì Ṽ (w̃) := V (K + w̃) íà Ĥ2:

Ṽ (w̃) =

∫∫
Ω

(
|∆w̃|2

2
− λ2

|∇w̃|2

2
+ λ1

w̃2

2
+
w̃4

4
+K w̃3

)
dx1dx2 ,

λ̃1 = λ1 −
3

2
K2 ,

è, ñîîòâåòñòâåííî,

grad (Ṽ )(w̃) = ∆2 w̃ + λ2 ∆w̃ + λ̃1 w̃ + w̃3 + 3K w̃2 − α ,
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α =
∫∫
Ω

(
w̃3 + 3K w̃2

)
dx1dx2 (â òðîéêå ïðîñòðàíñòâ Ĥ2 ⊆ Ĥ0 ⊆ Ĥ0 . Äëÿ

îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ ðàññìîòðèì ëèíåàðèçî-

âàííîå óðàâíåíèå (â òî÷êå w̃ = 0)

∆2 w̃ + λ2 ∆w̃ + λ̃2 w̃ = 0 .

Îäíîé èç ïàð êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë

2 π4, 3 π2 . Ñîîòâåòñòâåííî λ1 = 2π4 + δ1 , λ2 = 3π2 + δ2. Ìîäàìè áèôóð-

êàöèè ïðè çíà÷åíèÿõ δ1 = δ2 = 0 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

e1 =
√

2 cos(πx1) , e2 =
√

2 cos(πx2) , e3 = 2 cos(πx1) cos(πx2).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèÿõ.

Òåîðåìà 8. Ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êîíöåíòðàöèè è ïðè ìàëûõ δj

ãëàâíîé ÷àñòüþ êëþ÷åâîé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëó,

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí 4-îé ñòåïåíè îò òðåõ ïåðåìåííûõ:

−δ1(ξ
2
1 + ξ2

2) + δ2ξ
2
3

2
+

3

8
(ξ4

1 + ξ4
2) +

9

16
ξ4

3 +
1

4
ξ2

1ξ
2
2 +

3

8
(ξ2

1 + ξ2
2)ξ2

3 .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëÿþùåãî êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ

ñîîòíîøåíèÿ

Wδ(ξ1, ξ2, ξ3) := inf
〈w̃,e1〉=ξ1, 〈w̃,e2〉=ξ2 ,〈w̃,e3〉=ξ3

Ṽ (w̃) ,

è èç òîãî, ÷òî

Wδ(ξ1, ξ2, ξ3) = Ṽ (ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3) + o
(
|ξ1|2 + |ξ2|2 + |ξ3|2

)2
,

à òàêæå èç íåñëîæíî ïðîâåðÿåìûõ ñîîòíîøåíèé

= [e4
1] = [e4

2] =
3

2
, [e4

3] =
9

4
, [e2

1 e
2
3] = [e2

2 e
2
3] =

3

2
, [e2

1 e
2
2] = 1 .

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî
∫∫
Ω

(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)
3 dx1dx2 = 0 .
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Òàêîé âèä ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè ñâÿçàí åùå è ñ åå ñèì-

ìåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ξ1, ξ2)→ (ξ2, ξ1) Èç òåîðåìû 8.

âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9. Äëÿ ôóíêöèîíàëà V âáëèçè íóëÿ ïðè ìàëûõ êîíöåíòðà-

öèÿõ èìååòñÿ âåòâü óñòîé÷èâûõ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèé âèäà

w̃ = K + ε1(e1 + e2) + ε2e3 + o(ε) ,

ãäå εj = const δ
1
2

j ≥ 0 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïåðâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ñëàãàåìîå

çàêðèòè÷åñêîé âåòâè áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé (ïî èíôîðìàöèè î

ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè).

4.5 Î ïîñòðîåíèè íåëîêàëüíîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè

óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîåíáåðãà ìåòîäîì ãðàäèåíò-

íîãî ñïóñêà.

Ïðè ïîñòðîåíèè íåëîêàëüíîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè ìîæíî òàêæå âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ïðÿìîé ïðîöåäóðîé êðàò÷àéøåãî ñïóñêà â òî÷êó ìèíèìóìà ôóíê-

öèîíàëà V . Ïåðâûì øàãîì ýòîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ âûáîð âåëè÷èíû

ñäâèãà âäîëü ãðàäèåíòà èç íà÷àëüíîé (ïîðîæäàþùåé) òî÷êè, ñ öåëüþ

óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè.

Ïóñòü e1, . . . , en � ôèêñèðîâàííûé áàçèñ ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè

(áàçèñ Ðèòöà), ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé áåç ïðîïóñêîâ

îòäåëüíûõ ôóíêöèé), è ïóñòü e1, e2, e3 � ìîäû áèôóðêàöèè (ïî êîòîðûì
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äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåíèå). Ïóñòü ïðè ýòîì VR(ξ) := V

(
n∑
k=1

ξk ek

)
� ðèò-

öåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè (ïî áàçèñó Ðèòöà).

Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêöèè

W (ξ̂) := inf
〈w,ej〉=ξj ,, j=1,2,3

VR(w) , ξ̂ = (ξ1, ξ2, ξ3) ,

ðàññìîòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ

W0(ξ̂) := V (ξ1 e1 + ξ2 e2 + ξ3 e3)

(ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ìîäàì e1, e2, e3).

Ïåðâûé øàã çàêëþ÷åí â âûáîðå ¾ïîïðàâêè¿ ê W0, äàþùåé ïåðâîå

ïðèáëèæåíèå ê W (ξ̂) â âèäå

W1(ξ̂) := VR(a(ξ̂)) ,

ãäå

a(ξ̂) = a0 − so g0 , a0 = (ξ1, ξ2, 0, . . . , 0) , g0 := gradξ4,...,ξn VR(a0) ,

s0 =
‖g0‖2

〈G0 g0, g0〉
,

ãäå G0 = hessξ4,...,ξnVR(a0) � ìàòðèöà Ãåññå (â íóëåâîé ïîðîæäàþùåé

òî÷êå a0) ôóíêöèè VR ïî ïåðåìåííûì ξ4, . . . , ξn.

Âòîðîé øàã � ïîâòîðåíèå ïåðâîãî øàãà äëÿ íîâîé ïîðîæäàþùåé òî÷-

êè a1 è ò.ä. Íà øàãå ñ íîìåðîì k äåëàåòñÿ âûáîð ôóíêöèîíàëüíîé âåëè-

÷èíû ñäâèãà sk = sk(ξ̂) âäîëü àíòèãðàäèåíòà ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

sk =
‖gk‖2

〈Gk gk, gk〉
, (21)

ãäå Gk = hessξ4,...,ξnVR(a0) � ìàòðèöà Ãåññå (â òî÷êå ak) ôóíêöèè VR ïî

ïåðåìåííûì ξ4, . . . , ξn.
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Ê ñîæàëåíèþ, âûáîð ôóíêöèîíàëüíîé âåëè÷èíû sk = sk(ξ̂) ñäâèãà

(âäîëü àíòèãðàäèåíòà) â âèäå (21) ïðèâîäèò ê ïîâûøåííîìó ðîñòó èí-

ôîðìàöèîííîãî ïîòîêà, ñîïðîâîæäàþùåãî âû÷èñëåíèÿ, è, êàê ñëåäñòâèå,

ê ñóùåñòâåííîìó çàìåäëåíèþ ðàáîòû àëãîðèòìà è ê áûñòðîìó äîñòèæå-

íèþ ïðåäåëà âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Ýòî ïðåïÿòñòâèå

ìîæíî ïðåîäîëåòü, çàìåíèâ ôóíêöèîíàëüíûé ìíîæèòåëü ÷èñëîâûì ìíî-

æèòåëåì σ, ñëóæàùèì óíèâåðñàëüíîé îöåíêîé ñíèçó âñåõ ôóíêöèîíàëü-

íûõ ìíîæèòåëåé âèäà. Ïîäáîð òàêîãî îãðàíè÷èòåëÿ ñíèçó ìîæíî îñóùå-

ñòâèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóùèå ëåãêî ïðîâåðÿåìûå íåðàâåíñòâà (äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû G = (gj,k)):

‖G‖1 ≤ ‖G‖2 ≤ ‖G‖3 ,

ãäå

‖G‖1 := max{µ : µ ∈ spec(G)} ,

‖G‖2 :=
√

tr (G>G) , ‖G‖3 :=
∑
j,k

|gj,k| .

Âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäèìûå íà îñíîâàíèè èçëîæåííûõ âûøå òåîðåòè÷å-

ñêèõ ïîëîæåíèé, äàþò âîçìîæíîñòü âèçóàëèçèðîâàòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè

(âû÷èñëèòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî êîîðäèíàòû, îïðåäåëèòü èõ õàðàêòåð è

ðàñïîëîæåíèå). À òàêæå ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ëîêàëè-

çîâàòü ïðèòÿãèâàþùèå òî÷êè: ñíà÷àëà âû÷èñëèòü òî÷êè ìèíèìóìà êëþ-

÷åâîé ôóíêöèè, à çàòåì ïî ñâÿçûâàþùåé ôîðìóëå îïðåäåëèòü ïðèòÿãè-

âàþùèå òî÷êè óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîåíáåðãà. Ïðÿìàÿ ãðàôè÷åñêàÿ ëî-

êàëèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ñêîëü óãîäíî òî÷íî îïðåäåëÿòü êîîðäèíàòû òî÷åê

ìèíèìóìà äëÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè.
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4.6 Êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ

4.6.1 Ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé (â êîäàõ Maple) ôóíêöèé êîí-

öåíòðàöèé a[i] äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

è ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñòàáèëèçàöèè

.

restart;

c := 1;λ := 1.1 ∗ (Pi2);

λ_ := λ− (3/2) ∗ c2;α := c3 − λ;

β := c;

ε[1] := −.5; ε[2] := −.6;

ε[3] := −.5; ε[4] := .1;

ε[5] := −.7; ε[6] := .9;

ε[7] := −.7;n := 6;

a0 := cos((n+ 1) ∗ Pi ∗ x) + sum(ε[k] ∗ cos(k ∗ Pi ∗ x), k = 1..n);

a[0] := a0;

for k to 5 do

h0 := diff(a0, [(x, 2)]) + (−3 ∗ c2 + λ) ∗ a0− 3 ∗ c ∗ a02 − a03+

+3 ∗ c ∗ ((1/2) ∗ (sum(ε[j]2, j = 1..n+ 1)))− 3 ∗ (int(a03, x =

= 0..1, numeric));

h0 := sum((int(h0 ∗ cos(j ∗ Pi ∗ x), x = 0..1, numeric)) ∗ cos(j ∗ Pi ∗ x),
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j = 1..n+ 1);

q0 := int((1/2) ∗ (diff(a0, (x, 1)))2 − (1/2) ∗ λ ∗ a02 + (1/4) ∗ a04,

x = 0..1, numeric);

q1 := int((diff(a0, (x, 1))) ∗ (diff(h0, (x, 1)))− λ ∗ a0 ∗ h0 + a03 ∗ h0,

x = 0..1, numeric);

q2 := int(((diff(h0, (x, 1)))2−λ ∗h02 + 3 ∗ a02 ∗h02) ∗ (1/2) + 3 ∗ a0 ∗h02,

x = 0..1, numeric);

q3 := int(a0 ∗ h03, x = 0..1, numeric); q4 := (1/4) ∗ (int(h04,

x = 0..1, numeric));

p := q4 ∗ s4 + q3 ∗ s3 + q2 ∗ s2 + q1 ∗ s+ q0; s0 := fsolve(diff(p, s) = 0, s);

a[k] := h0 ∗ s0 + a0; a0 := a[k];

end do;

plot([a[0], a[1], a[2], a[3], a[4], a[5]], x = 0..1

legend = [”a0Plot ”a1Plot ”a2Plot ”a3Plot ”a4Plot ”a5Plot”]);

Ðåçóëüòàò ïîñòðåíèÿ ãðàôèêà ñòàáèëèçàöèè êîíöåíòðàöèé ñì. âûøå

ðèñ. 1.

4.6.2 Ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé (â êîäàõ Maple) íåëîêàëüíîé êëþ-

÷åâîé ôóíêöèè äëÿ 2D-óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

restart;

e[1] := sqrt(2) ∗ cos(Pi ∗ x[1]); e[2] := sqrt(2) ∗ cos(Pi ∗ x[2]);

e[3] := 2 ∗ cos(Pi ∗ x[1]) ∗ cos(Pi ∗ x[2]);
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e[4] := sqrt(2) ∗ cos(2 ∗ Pi ∗ x[1]);

e[5] := sqrt(2) ∗ cos(2 ∗ Pi ∗ x[2]);

S[3] := int(int((sum(xi[k] ∗ e[k], k = 1..5))3, x[1] = 0..1), x[2] = 0..1);

S[4] := int(int((sum(xi[k] ∗ e[k], k = 1..5))4, x[1] = 0..1), x[2] = 0..1);

λ := 15;Digits := 4;

K := .5;σ := 1;

δ[1] := Pi2 + (3/2) ∗K2 − λ; δ[2] := Pi2 + (3/2) ∗K2 − λ;

δ[3] := 2 ∗ Pi2 + (3/2) ∗K2 − λ; delta[4] := 4 ∗ Pi2 + (3/2) ∗K2 − λ;

δ[5] := 4 ∗ Pi2 + (3/2) ∗K2 − λ;

W [R] := (1/4) ∗ S[4] +K ∗ S[3] + sum((1/2) ∗ δ[k] ∗ xi[k]2, k = 1..5);

> g[1] := diff(W [R], xi[1]);

g[2] := diff(W [R], xi[2]);

g[3] := diff(W [R], xi[3]);

g[4] := diff(W [R], xi[4]);

g[5] := diff(W [R], xi[5]);

g := ‘ <,> ‘(g[1], g[2], g[3], g[4], g[5]);>;

> a0 := ‘ <,> ‘(1, 2, 0, .3, .4);>

> g0 := subs(xi = a0, g);

> d0 := K+a0[1]∗ e[1] +a0[2]∗ e[2] +a0[3]∗ e[3] +a0[4]∗ e[4] +a0[5]∗ e[5];

> plot3d(d0, x[1] = 0..1, x[2] = 0..1, thickness = 2, grid = [50, 50],

axes = normal, style = contour, orientation = [−90, 0], contours = 15);

> a1 := a0− σ ∗ g0;
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> D1 := K+a1[1]∗e[1]+a1[2]∗e[2]+a1[3]∗e[3]+a1[4]∗e[4]+a1[5]∗e[5];

> plot3d(D1, x[1] = 0..1, x[2] = 0..1, grid = [50, 50], thickness = 2,

axes = normal, style = contour, orientation = [−90, 0], contours = 8);

g1 := subs(xi = a1, g);

a2 := a1− σ ∗ g1;

D2 := K + a2[1] ∗ e[1] + a2[2] ∗ e[2] + a2[3] ∗ e[3] + a2[4] ∗ e[4] + a2[5] ∗ e[5];

> plot3d(D2, x[1] = 0..1, x[2] = 0..1, grid = [50, 50], thickness = 2,

axes = normal, style = contour, orientation = [−90, 0], contours = 8);

g2 := subs(xi = a2, g);

a3 := a2− σ ∗ g2;

D3 := K + a3[1] ∗ e[1] + a3[2] ∗ e[2] + a3[3] ∗ e[3] + a3[4] ∗ e[4] + a3[5] ∗ e[5];

plot3d(D3, x[1] = 0..1, x[2] = 0..1, grid = [20, 20], thickness = 2,

axes = normal, style = contour, orientation = [−90, 0], contours = 8);

g3 := subs(xi = a3, g);

a4 := a3− σ ∗ g3;

D4 := K + a4[1] ∗ e[1] + a4[2] ∗ e[2] + a4[3] ∗ e[3] + a4[4] ∗ e[4] + a4[5] ∗ e[5];

plot3d(D4, x[1] = 0..1, x[2] = 0..1, grid = [20, 20], thickness = 2,

axes = normal, style = contour, orientation = [−90, 0], contours = 8);

g4 := subs(xi = a4, g);

a5 := a4− σ ∗ g4;

D5 := K + a5[1] ∗ e[1] + a5[2] ∗ e[2] + a5[3] ∗ e[3] + a5[4] ∗ e[4] + a5[5] ∗ e[5];

plot3d(D5, x[1] = 0..1, x[2] = 0..1, grid = [20, 20], thickness = 2,

axes = normal, style = contour, orientation = [−90, 0], contours = 8);
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4.6.3 Êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà
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10-3

xi[1]

Ðèñ. 1. Ëèíèè óðîâíÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè è ëîêàëèçàöèÿ åå òî÷êè

ìèíèìóìà ïðè K = 0.5 , λ = π2 + 0.4
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Ðèñ. 2. Ëèíèè óðîâíÿ è 3D-ãðàôèê ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè ïðè K =

0.5 , λ = π2 + 0.4
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Ðèñ. 3. Ëèíèè óðîâíÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè è ëîêàëèçàöèÿ åå òî÷êè

ìèíèìóìà ïðè K = 0.5 , λ = 15

Â ïðåäåëàõ çàäàííîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè ïîëó÷àåì êîîðäèíàòíîå èçîá-

ðàæåíèå (0.093, 0.093) äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà, ëåæàùåé íà áèññåêòðèññå

êîîðäèíàòíîãî óãëà. Ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò ñòàáèëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ.
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Ðèñ. 4. Ëèíèè óðîâíÿ è 3D-ãðàôèê ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè ïðè K =

0.5 , λ = 15

Ðàññìîòðåíèå ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèé ak äàåò ïðåäñòàâëåíèå î äèíà-

ìèêå êîíöåíòðàíöèé.
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Ðèñ. 5. Èçìåíåíèå ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè âäîëü òðàññû

ñïóñêà (èç íà÷àëüíîé òî÷êè a0 = 0.5 + e1 + 2 e2 + 0.3 e3 + 0.4 e4 äî

òðåòüåãî øàãà a3, K = 0.5 , λ = 15)

4.7 Çàêëþ÷åíèå

Áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì íàó÷íûì íàïðàâëåíè-

åì äëÿ Âîðîíåæñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, êîòîðîå ðàçâèâàåòñÿ â ÂÃÓ,

íà÷èíàÿ ñ 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ (óñèëèÿìè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêî-

ãî è åãî ó÷åíèêîâ � Â.Â. Ñòðûãèíà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Þ.Ñ. Êîëåñîâà,

Ý.Ì. Ìóõàìàäèåâà, Í.À. Áîáûëåâà è äð.). Îá àêòóàëüíîñòè ïðîáëåìû

ìíîãèõ ìîä ðàíåå íåîäíîêðàòíî âûñêàçûâàëñÿ è ñàì Ì.À. Êðàñíîñåëü-

ñêèé è åãî ó÷åíèêè.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îäíîìó èç àêòóàëüíûõ ðàçäåëîâ

ñîâðåìåííîãî íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà � áèôóðêàöèîí-
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íîìó àíàëèçó ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäàå-

ìûõ íà÷àëüíî-êðàåâûìè çàäà÷àìè âàðèàöèîííîãî òèïà. Äàííàÿ ïðîáëå-

ìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå èìåþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíóþ öåííîñòü çàäà÷è: 1)

¾ïðîáëåìó ìíîãèõ ìîä¿ � çàäà÷ó îïèñàíèÿì áèôóðöèðóþùèõ ðåøåíèé

ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ â óñëîâèÿõ âûðîæäåíèÿ ïî íåñêîëüêèì ìîäàì

è 2) çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ òðàññû ñïóñêà èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ â äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü óñòîé÷èâîãî ôèíàëüíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè îíîñèòñÿ ê îáëàñòè íåëèíåéíîãî

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåñíî ñâÿçàííîé ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè çàäà-

÷àìè, çàâèñÿùèìè îò íåñêîëüêèõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû, îñâåùåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, èìåþò

äîñòàòî÷íóþ íàó÷íóþ íîâèçíó, à ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå èññëå-

äîâàíèé è âû÷èñëåíèé, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â àíàëèçå çàðîæäåíèé

è ðàçâèòèé ïîñòêðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñëîæíûõ ñèñòåì.
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