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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåìà äèññåðòàöèè íàõîäèòñÿ íà ñòûêå äâóõ

íàïðàâëåíèé èç ñïèñêà ¾Îñíîâíûå íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ ÂÃÓ¿ (ðàçäåë

¾Íàóêà¿ â ïîðòàëå ÂÃÓ): 1. Àíàëèòè÷åñêèå, ãåîìåòðè÷åñêèå è ÷èñ-

ëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; 2. Òåîðèÿ

ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç.

Àíàëèçîì áèôóðêàöèîííûõ ýôôåêòîâ íà÷àëè çàíèìàòüñÿ åùå â XIX

âåêå, è ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäèê

ïî èõ ïðîãíîçèðîâàíèþ è ¾ïîëåçíîìó èñïîëüçîâàíèþ¿, ïîÿâèëèñü ìíî-

ãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè è ìîíîãðàôèè. Îäíàêî ïîòðåáíîñòü â ðàçâèòèè

íîâûõ ìåòîäîâ áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà, ñîîòâåòñòâóþùèõ íîâûì çà-

ïðîñàì ïðàêòèêè è ñîâðåìåííûì äîñòèæåíèÿì âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíî-

ëîãèé, ñîõðàíÿåòñÿ äî ñèõ ïîð.

Ñîïðîâîæäàþùåå áèôóðêàöèþ èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî âîç-

äåéñòâèÿ (òåìïåðàòóðû, ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ìåõàíè÷åñêîãî ñæàòèÿ

è ïð.) íà ñëîæíóþ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó (ðàñòâîð, ñìåñü, ñïëàâ è ò.ï.) â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ôàçû è,

êàê ñëåäñòâèå (êàê îòêëèê ñèñòåìû), ê åå ïåðåõîäó â íîâîå ñîñòîÿíèå

(ñ íîâûìè ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè). Òàêîé ïåðåõîä ñîïðîâîæäàåòñÿ

ñïèíîäàëüíûì ðàññëîåíèåì (ðàñïàäîì), âûðàæåííûì â èçìåíåíèè ëî-

êàëüíûõ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ, â îáðàçîâàíèè ñíà÷àëà çåðíèñòîé

ñòðóêòóðû, à çàòåì êëàñòåðîâ è äîìåíîâ íîâîé ôàçû. Ñòðóêòóðíóþ ïåðå-

ñòðîéêó ôèçè÷åñêîé ñðåäû ÷àñòî îáúÿñíÿþò íà îñíîâå íåëèíåéíûõ äèô-

ôóçèîííûõ óðàâíåíèé Êàíà-Õèëëàðäà è Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà. Áëèçêèì,

íî áîëåå ïðîñòûì óðàâíåíèåì, òàêæå ñïîñîáíûì ìîäåëèðîâàòü ñòðóê-

òóðíûå ïåðåñòðîéêè, ÿâëÿåòñÿ øèðîêî èçâåñòíîå óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ

ẇ = ∆(w) + λw + w3 − C , w = w(x) , x ∈ U ⊂ R2 ,

ðàññìîòðåííîå ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ Íåéìàíà. Èññëåäîâàíèå ïîñòêðèòè-

÷åñêèõ ñòðóêòóðíûõ ïåðåñòðîåê ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, ìîäåëèðóåìûõ äàí-

íûì óðàâíåíèåì è åãî îáîáùåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà-

÷åé, òðåáóþùåé äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìåòîäîâ ñîâðåìåí-

íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è íîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Áèôóðêàöèîííûé àíàëèç êðàå-

âûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ðàçâèâàëñÿ â Âîðîíåæñêîé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé øêîëå, íà÷èíàÿ ñ òðóäîâ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è åãî ó÷åíèêîâ �

Ï.Ï. Çàáðåéêî, Â.Â. Ñòðûãèíà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Þ.Ñ. Êîëåñîâà, Ý.Ì.
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Ìóõàìàäèåâà, Í.À. Áîáûëåâà è äð.

Óñëîâèÿ çàðîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ïåðèî-

äè÷åñêèõ ðåæèìîâ, îïèñûâàåìûõ íà÷àëüíî-êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ êâà-

çèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü â ÿðîñëàâñêîé øêîëå

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (â ìíîãî÷èñëåííûõ òðóäàõ Þ.Ñ. Êîëåñîâà, À.Ñ.

Êàùåíêî, Ñ.Ä. Ãëûçèíà è äðóãèõ ïðåäñòàâèòåëåé ýòîé øêîëû). Äëÿ èçó-

÷åíèÿ óñëîâèé çàðîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ è ïîñòðîåíèÿ àñèìï-

òîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé âåòâåé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé áûëè ñîçäàíû

ñïåöèàëüíûê ïðîöåäóðû íîðìàëèçàöèè óðàâíåíåíèé, ïîñðåäñòâîì êîòî-

ðûõ îïðåäåëÿëèñü îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè áèôóðöèðó-

þùèõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ. Ôàêòè÷åñêè áûëè ðàçðàáàòàíû ìåòîäû

èíâàðèàíòíûõ èíòåãðàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé è îáîáùåííûõ íîðìàëü-

íûõ ôîðì, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ àíàëèç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê

èçó÷åíèþ êîíå÷íîìåðíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ðàçâèòèå ïðåäëîæåííûõ êîí-

ñòðóêöèé îïèðàëîñü íà áîëåå ðàííèå èäåè, èçëîæåííûå â èçâåñòíûõ òðó-

äàõ Õàðòìàíà, Ìèòðîïîëüñêîãî, Ëûêîâà, Áèáèêîâà, Áðþíî, Õýññàðäà,

Êàçàðèíîâà, Âýíà, Ãóêåíõåéìåðà, Õîëìñà è äð. Ñ ïîìîùüþ íîâûõ ìåòî-

äîâ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè, óñòîé÷èâîñòè è

àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ â ñèòóàöèÿõ

ñ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè âûðîæäåíèÿìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â íåäàâíî îïóáëèêîâàííîé ðàáîòå À.Â. Êàçàðíèêîâà è Ñ.Â. Ðåâèíîé 1

ïîëó÷åíû ôîðìóëû àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé ê áèôóðöèðóþùåìó

èç íóëÿ ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ îáîáùåííîé ñèñòåìû Ðåëåÿ ñ äèôôó-

çèåé. Ïîëó÷íèå çàêðèòè÷åñêîé âåòâè àâòîêîëåáàíèé ïðîâåäåíî íà îñíîâå

(íåâàðèàöèîííîé) ñõåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà, ðàíåå ïðåäëîæåííîé Â.È.

Þäîâè÷åì.

Àíàëèç ìíîãîìîäîâûõ ïîñòêðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé âêëþ÷àåò, êàê èç-

âåñòíî, çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ

ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Â ìíîãî÷èñëåííûõ òðóäàõ èçâåñòíûõ ðîñ-

ñèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ ñîçäàíû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è êàê îá-

ùèå, òàê è ñïåöèàëüíûå ìåòîäû. Âàæíîå ìåñòî â àðñåíàëå òàêèõ ñðåäñòâ

çàíèìàåò èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ (Â.À. Ñàäîâíè-

÷èé, Â.Â. Äóáðîâñêèé, Ñ.È. Êàä÷åíêî, Ñ.Í. Êàêóøêèí è äð. 2). Â áîëü-

1Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìå Ðýëåÿ ñ äèôôóçèåé / À.Â. Êàçàðíèêîâ, Ñ.Â. Ðåâèíà //

Âåñòíèê Þæíî-Óðàëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, 2016, ò. 9, �2, ñ.16-28.
2Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ìåòîäîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ

/ Ñ.È. Êàä÷åíêî, Ñ.Í. Êàêóøêèí // ×åëÿáèíñê: Èçä. ÞÓðÃÓ, 2015. 246 ñ.
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øîì öèêëå ðàáîò À.Ã. Áàñêàêîâà è åãî ó÷åíèêîâ äëÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷

áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ 3,4. Ýòè ðàçðàáîòêè èìå-

þò õîðîøóþ ïåðñïåêòèâó ïðèìåíåíèÿ â ìíîãîìîäîâîì ïîñòêðèòè÷åñêîì

àíàëèçå.

Çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè äîñòèãíóòû øêîëîé Þ.È. Ñàïðîíî-

âà, óñèëèÿìè êîòîðîé ïîñòðîåíû òåîðåòè÷åñêèå è êîíñòðóêòèâíûå ñõåìû

àíàëèçà ìíîãîìîäîâûõ è íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé. Áûëè ðàññìîòðåíû

òàêæå âàæíûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ íîâûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ñõåì â

òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ è ãèäðîäèíàìèêå.

Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç áàçîâûõ ïðèíöèïîâ èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèé

ðåøåíèé íà÷àëüíî êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è áîëåå îáùèõ

óðàâíåíèé îñíîâàí íà òîì, ÷òî óðàâíåíèå

dv

dt
+ Av = f(t, v) , 0 ≤ t ≤ α , v(0) = v0 ,

ãäå f(t, x) ïðè êàæäîì t ∈ [0, α] � íåëèíåéíûé îïåðàòîð (ïðè óñëîâèè,

÷òî îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó T (t)), ñâî-

äèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

v(t) = T (t)v0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, v(s))ds

(ìåòîä Äþàìåëÿ).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí áîëåå ïðîñòîé ïîäõîä, îñíîâàí-

íûé íà òîì, ÷òî ðàññìîòðåííûå áåñêîíå÷íîìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-

ìû ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòíûìè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-

âàòü ïðÿìîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òðàåêòîðèé ñïóñêà â òî÷êè ìèíèìóìà

ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè. Òàêîé ïîäõîä òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî èçó÷å-

íèÿ áèôóðêàöèé ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè â óñëîâèÿõ

ìíîãîìîäîâîãî âûðîæäåíèÿ (â ïîðîæäàþùåé òî÷êå ìèíèìóìà). Îñíî-

âû ëîêàëüíîãî àíàëèçà â òàêîé ñèòóàöèè áûëè çàëîæåíû â ðàáîòå Ì.À.

Êðàñíîñåëüñêîãî, Í.À. Áîáûëåâà, Ý.Ì. Ìóõàìàäèåâà 5 è â ðàáîòàõ Þ.È.

Ñàïðîíîâà, Á.Ì. Äàðèíñêîãî, Ñ.Ë. Öàðåâà (ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå

3Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ / À. Ã. Áàñêàêîâ. � Âîðîíåæ: Èçä. ÂÃÓ, 1987. �

165 ñ.
4Ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Äèðàêà ñ

íåãëàäêèì ïîòåíöèàëîì / À. Ã. Áàñêàêîâ, À. Â. Äåðáóøåâ, À. Î. Ùåðáàêîâ // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåð.

ìàòåì. 2011. � Ò. 75, �3. � Ñ. 3�28.
5Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Áîáûëåâ Í.À., Ìóõàìàäèåâ Ý.Ì. Îá îäíîé ñõåìå èññëåäîâàíèÿ âûðîæ-

äåííûõ ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëîâ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ / ÄÀÍ ÑÑÑÐ. � 1978.

� Ò. 240, � 3. � Ñ. 530�533.
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áèôóðêàöèîííûå çàäà÷è) 6, 7, 8, 9, 10 è äð.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû íà÷àëüíî êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíå-

íèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, óðàâíåíèÿ Êàíà-

Õèëëàðäà, íåëèíåéíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèììåð-

ìàíà è äëÿ óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà � ïðè îáû÷íûõ è îáîáùåííûõ

êðàåâûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå è Íåéìàíà. Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè

èçó÷åíèè ôîðìèðîâàíèÿ ðàñêðàñà øåðñòè æèâîòíûõ 11, à áîëåå ñëîæ-

íûå óðàâíåíèÿ Êàíà-Õèëëàðäà è Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà � ïðè èçó÷åíèè

ïîñòêðèòè÷åñêèõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ 12,13,14, 15.

Öåëü ðàáîòû. Ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå íîâûõ ìåòîäîâ áèôóðêàöèîí-

íîãî àíàëèçà àêòóàëüíûõ íåëèíåéíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ íîâûì çàïðîñàì ïðàêòèêè è ñîâðåìåííûì äîñòèæåíèÿì âû-

÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé. Â ÷àñòíîñòè, ðàçâèòèå ìåòîäîâ àíàëèçà ìíî-

ãîìîäîâûõ è íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè íåëèíåéíûõ ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ,

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöèé è ôðåä-

ãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ, òåîðèè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. 1. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçëîæåíà íîâàÿ (àâ-

òîðñêàÿ) âåðñèÿ íåëîêàëüíîé ðåäóöèðóþùåé ñõåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

(ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìîòðåííûì áåñêîíå÷íîìåðíûì äèíàìè÷åñêèì ñè-

ñòåìàì).

6Êîíå÷íîìåðíûå ðåäóêöèè â ãëàäêèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ / Þ.È. Ñàïðîíîâ // Óñïåõè ìàòåì.

íàóê. Ò. 51, �1, 101-132 (1996).
7Áèôóðêàöèè ýêñòðåìàëåé ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ / Á.Ì. Äàðèíñêèé, Þ.È. Ñàïðîíîâ,

Ñ.Ë. Öàðåâ // Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Òîì 12 (2004) - Ñ. 3-140.
8Ãíåçäèëîâ À.Â. Áèôóðêàöèè êðèòè÷åñêèõ òîðîâ äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ñ 3-êðóãîâîé ñèììåòðèåé /

Ôóíêö. àíàëèç, 2000. Ò. 34, âûï. 1. � Ñ. 83-86.
9Êîñòèí Ä.Â. Îá îäíîé ñõåìå àíàëèçà äâóõìîäîâûõ ïðîãèáîâ ñëàáî íåîäíîðîäíîé óïðóãîé áàëêè

/ Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê. 2008, Ò. 418, � 4, � Ñ. 295�299
10Êîñòèí Ä.Â. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è ìíîãîìîäîâûå ïðîãèáû óïðóãèõ ñèñòåì / Ä.Â. Êîñòèí,

Þ.È. Ñàïðîíîâ. Âîðîíåæ: ÈÏÖ ÂÃÓ, 2012, 207 ñ.
11Ìàððè Äæ. Íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áèîëîãèè. Ëåêöèè î ìîäåëÿõ / Ì.:

Ìèð. 1983. 399 ñ.
12Cahn J.W., Hilliard J.E. Free energy of a nonuniform system. I. Interfacial free energy / J. Chem.

Phys. 1958. Vol. 28. - P. 258-267.
13Ñêðèïîâ Â.Ï., Ñêðèïîâ À.Â. Ñïèíîäàëüíûé ðàñïàä (Ôàçîâûé ïåðåõîä ñ ó÷àñòèåì íåóñòîé÷èâûõ

ñîñòîÿíèé) / ÓÔÍ. Ò.123, âûï.2. 1979. - Ñ.93-231.
14Swift J., Hohenberg P.S. Hydrodynamic �uctuations at the convective instability / Phys. Rev. 1977.

V. Al5. - P.319-328.
15Êóëàãèí H.Å., Ëåðìàí Ë.Ì., Øìàêîâà Ò.Ã. Ôðîíòû, áåãóùèå âîëíû è èõ óñòîé÷èâîñòü â îáîá-

ùåííîì óðàâíåíèè Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà / ÆÂÌ, 2008, òîì 48, � 4, ñ. 693-712
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2. Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí íîâûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé

ê íåëîêàëüíûì êëþ÷åâûì ôóíêöèÿì.

3. Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí íîâûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé

ê âåòâÿì íåëîêàëüíî áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé.

4. Âïåðâûå ïîñòðîåíû òðàåêòîðèè ïðÿìîãî ñïóñêà â òî÷êè ìèíèìóìà

ôóíêöèîíàëà ýíåðãèèþ èç ñëó÷àéíî çàäàííûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê (äëÿ ðàñ-

ñìîòðåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷).

5. Âïåðâûå ïîëó÷åíà êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà, èëëþñòðèðóþùàÿ ñòàáè-

ëèçàöèþ êîíöåíòðàöèé (â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà) â óñëîâèÿõ

ìíîãîìåðíîãî âûðîæäåíèÿ.

Ïîëó÷åííûå îáùèå ðåçóëüòàòû:

• èññëåäîâàíû áèôóðêàöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è òðàåêòîðèè ñïóñ-

êà áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì òèïà óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, óðàâíåíèå Êàíà-Õèëëàðäà, îáîá-

ùåííîãî óðàâíåíèå Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèììåðìàíà è óðàâíåíèó Ñâèôòà-

Õîéåíáåðãà (ïðè îáû÷íûõ è îáîáùåííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå è

Íåéìàíà);

• ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìåòîäèêà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ âåòâåé áèôóð-
öèðóþùèõ ðåøåíèé (ðàññìîòðåííûõ óðàâíåíèé) ïðè ìàëûõ è êîíå÷íûõ

çíà÷åíèÿõ çàêðèòè÷åñêîãî ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðà, ñîçäàííàÿ íà îñíîâå

âàðèàöèîííîé âåðñèè ïðîöåäóðû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà è íà èñïîëüçîâàíèè

ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé êëþ÷åâîé ôóíêöèè ïî çàðàíåå çàäàííîìó íà-

áîðó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ìîä áèôóðêàöèé) ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè

ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè;

• ïðèâåäåíû îöåíêè ðàçìåðà îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-

ñòîÿíèé, íà êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ íåëîêàëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ðåäóêöèÿ;

• â ñëó÷àå ëîêàëüíîé ðåäóêöèè íàéäåíû ãëàâíûå ÷àñòè êëþ÷åâûõ ôóíê-

öèé è âû÷èñëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âåòâåé ýêñòðåìàëåé ïî

ìàëîìó çàêðèòè÷åñêîìó ïðèðàùåíèþ (âåêòîðíîãî) ïàðàìåòðà;

• äàíî îïèñàíèå àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé

(â Maple);

• ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ ëèíèé óðîâíÿ êëþ÷åâîé ôóíê-

öèè è ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå âû÷èñ-

ëåíèÿ.

Ïîëó÷åííûå êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû. 1. Îáîñíîâàíèå ïðèìåíè-
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ìîñòè ìåòîäîâ ¾ôðåäãîëüìîâà àíàëèçà¿ 16 â áèôóðêàöèîííîì àíàëèçå

ðàññìîòðåííûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

2. Îïèñàíèå îòäåëüíûõ òèïîâûõ ìíîãîìîäîâûõ áèôóðêàöèé ñòàöèîíàð-

íûõ ñîñòîÿíèé â ñëó÷àÿõ ðàññìîòðåííûõ óðàâíåíèé � ¾ðåàêöèÿ-äèôôó-

çèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, Êàíà-Õèëëàðäà, îáîáùåííîãî óðàâíå-

íèÿ Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèììåðìàíà è óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîéåíáåðãà (ïðè

îáû÷íûõ è îáîáùåííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå è Íåéìàíà).

3. Ïîñòðîåíèå è àíàëèç òðàññ ñïóñêà óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿,

ðåäóöèðîâàííîãî â ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

4. Òåîðåìû î ãëàâíûõ ÷àñòÿõ ëîêàëüíûõ êëþ÷åâûõ ôóíêöèé.

5. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ ðåøåíèé.

6. Ñîçäàíèå è îáîñíîâàíèå îáùåãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ íåëîêàëüíûõ

âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé.

7. Ñîçäàíèå è îáîñíîâàíèå îáùåãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ òðàññ ñïóñêà â

òî÷êè ìèíìóìà ôóíêöèîíàëîâ ýíåðãèè èç ñëó÷àéíî âûáðàííûõ íà÷àëü-

íûõ òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

8. Ïîñòðîåíèå êîìïüþòåðíûõ ãðàôè÷åñêèõ èëëþñòðàöèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðåäñòàâëåííûå â íåé íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû â àíàëèçå çàðîæäåíèé è ðàçâèòèé ïîñòêðèòè÷åñêèõ

ñîñòîÿíèé ñëîæíûõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

äîêëàäûâàëèñü íà ÂÇÌØ-14, ÂÇÌØ-15, ÂÇÌØ-16, ÂÇÌØ-17, ÂÂÌØ-

13 , à òàêæå íà ñåìèíàðå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëåðîâàíèþ (ðóêîâî-

äèòåëü - ïðîô. Â.À. Êîñòèí), ñåìèíàðå ïðîô. Á.Ì. Äàðèíñêîãî ïî ôàçî-

âûì ïåðåõîäàì â êðèñòàëëàõ è ñåìèíàðå ïî íåëèíåéíîìó ñòîõàñòè÷åñêî-

ìó àíàëèçó (ðóêîâîäèòåëü - ïðîô. Þ.Å. Ãëèêëèõ).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1 �12]. Ðàáîòû [2],[6],[10 � 12] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷-

íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ

Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [1 � 5] â äèññåðòàöèþ âîøëè ðå-

çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äèññåðòàíòîì ëè÷íî.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, 4 ãëàâ è 25 ïàðàãðàôîâ. Îáúåì ðàáîòû � 91 ñòðàíèöó. Áèáëèîãðà-

16Íåëèíåéíûå ôðåäãîëüìîâû îòîáðàæåíèÿ è òåîðèÿ Ëåðå � Øàóäåðà / Þ.Ã. Áîðèñîâè÷, Â.Ã.

Çâÿãèí, Þ.È. Ñàïðîíîâ // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. � 1977. Ò. 32, âûï. 4. � Ñ. 3-54.
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ôèÿ ñîäåðæèò 102 íàèìåíîâàíèÿ. Ãðàôè÷åñêèõ èëëþñòðàöèé - 12.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëîæåíû îñíîâû àíàëèçà âàðèàöèîííûõ ôðåäãîëü-

ìîâûõ óðàâíåíèé, ïîðîæäåííûõ íåëèíåéíûìè íà÷àëüíî-êðàåâûìè çàäà-

÷àìè. Äàíî êðàòêîå îïèñàíèå èñïîëüçóåìûõ ðàçäåëîâ òåîðèè ôðåäãîëü-

ìîâûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ïðèìûêàþùèõ ðåçóëüòà-

òîâ äðóãèõ àâòîðîâ. Îïèñàíû òðåáîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ãëîáàëüíóþ

ðåäóöèðóåìîñòü ôóíêöèîíàëîâ äåéñòâèÿ ïî ñõåìå Ëÿïóíîâà�Øìèäòà,

ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëà ïðèáëèæåíèé ê ãëîáàëüíî çàäàííîé êëþ÷åâîé

ôóíêöèè, ñëóæàùàÿ îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ íåëè-

íåéíûõ ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèîíàëîâ äåéñòâèÿ. Êëþ÷åâàÿ

ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ôðåäãîëüìîâà ôóíêöèîíàëà V (x) , x ∈ E ,

W (ξ) := inf
x:⟨x,ej⟩=ξj

V (x), ξ = (ξ1, . . . , ξm)
⊤,

îïðåäåëåíà (íåëîêàëüíî) è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

ïîëîæèòåëüíîñòè (ìîíîòîííîñòè)⟨
∂f

∂x
(x)h, h

⟩
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (E \ 0), h ⊥ ej, j = 1, . . . ,m

(íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå), ëèáî óñëîâèå ñîáñòâåííîñòè îòîáðàæå-

íèÿ f := gradW : E −→ F (F � ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé ãðàäèåíòà).

Ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèîíàëà V , çàäàííîãî íà áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå Å, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

WR(ξ) = V

(
n∑

i=1

ξi ei

)
, ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn)

⊤ , m < n ,

ãäå {e1, e2, ..., en} � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ôóíêöèé

èç E (áàçèñ ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè). Ýêñòðåìàëÿì ξ̄ = (ξ̄1, ..., ξ̄n)

ôóíêöèè W ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè x̄ =
n∑

i=1

ξ̄i ei, íàçûâàåìûå ðèòöåâñêèìè

àïïðîêñèìàöèÿìè ýêñòðåìàëåé V . Êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ ìîæíî òðàêòî-

âàòü êàê íåëèíåéíûé âàðèàíò ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëà

V . Â ýòîé æå ãëàâå îïèñàíû àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåíèé ê ëî-

êàëüíûì è íåëîêàëüíûì êëþ÷åâûì ôóíêöèÿì, èñïîëüçóåìûå â ïîñëå-

äóþùèõ ãëàâàõ. Îïèñàíû òàêæå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ

óòâåðæäåíèé è êîíñòðóêöèé òåîðèè ôðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé. Ïîêà-

çàíî, ÷òî â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâà-

íèÿ ïðÿìîãî ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ¾ñâÿçûâàþùåãî¿ îòîáðàæåíèÿ
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Φ (îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî êðèòè÷åñêèå òî÷êè êëþ÷åâîé ôóíêöèè

â êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè) ïîñðåäñòâîì êðàò÷àéøåãî

(ãðàäèåíòíîãî) ñïóñêà. Ïåðâè÷íûé àëãîðèòì (åãî íàèáîëåå ñóùåñòâåí-

íàÿ ÷àñòü) çàêëþ÷åí â ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ: a0 = u := K + ξ1e1 +

ξ2e2 + · · ·+ ξmem, K − const , a1 = a0 − s0∇0, ∇0 := Π (grad V(a0)) , Π

� îðòîïðîåêòîð íà N⊥ , N := Lin(e1, . . . , em) , à s0 âûáðàíî ñ óñëîâèåì

ìèíèìèçàöèè íà ïðÿìîé a = a0 − s∇0 çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà V ,

ak+1 = ak − sk∇k, ∇k := Π (grad V(ak)) ; (1)

sk òàêæå âûáèðàåòñÿ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè íà ïðÿìîé a = ak − s∇k çíà-

÷åíèÿ V . Â ñëó÷àå ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà, ãëàäêî çàâèñÿùåãî îò ïàðà-

ìåòðîâ, ïîñðåäñòâîì ¾ïðàâèëüíîãî¿ âûáîðà íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà è äëè-

íû øàãà ìîæíî äîáèòüñÿ ðàâíîìåðíîé Cr-ñõîäèìîñòè ïî ïàðàìåòðó ê

ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ìèíèìóìîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äëÿ

íîðì íåâÿçîê ãðàäèåíòà è ñíèæåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ëåãêî ïåðå-

íîñÿòñÿ íà ïàðàìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé (ðåçóëüòàò, ðàíåå óñòàíîâëåííûé â

ðàáîòå À.À. Ëåìåøêî 17). Âû÷èñëåíèå êëþ÷åâîé ôóíêöèè äëÿ óðàâíåíè-

åì ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ (è åãî îáîáùåíèé) ìîæíî òàêæå ïðîâîäèòü íà

îñíîâå ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðàæåíèé 18). Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ

óðàâíåíèå

f(w) := Aw − λw + g(w) = 0, w ∈ E, (2)

ãäå E =

{
w ∈ C2+α(Ω) : ∂w

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0 ,
∫∫
Ω

w(x1, x2)dx1dx2 = 0

}
, A =

−∆ , g(w) := w3 + 3C w2, îïåðàòîð f äåéñòâóåò èç E â F = C0+α(Ω) .

Óðàâíåíèå (2) ðàçáèâàåòñÿ â ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé

(A1 − λ I) (u) = g1(u+ v) ,

(A2 − λ I) (v) = g2(u+ v) ,

}
(3)

ãäå A1 := A
∣∣
N
, A2 := A

∣∣
N⊥∩E, N := Lin{ep,q}, p + q ≤ n, w = u + v,

u =
∑

p+q≤n
ξp,qep,q, v =

∑
p+q≥n+1

ξp,qep,q , g1(u+ v) := Pg(u+ v) , g2(u+ v) :=

Qg(u+ v) , P è Q � îðòîïðîåêòîðû íà N è N⊥ ∩ F . Çäåñü

e0 = 1, e1 =
√
2 cos(πx1), e2 =

√
2 cos(πx2), e3 = 2 cos(πx1) cos(πx2)),

17Ëåìåøêî À.À. Î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñ ïðîèçâîäíûìè ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé ê ðå-

øåíèÿì óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè / Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ. Òîì 2.

Âîðîíåæ: ÂîðÃÓ, 2003. - Ñ. 94�103.
18Ëåìåøêî À.À. Îá ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íüþòîíîâñêèõ ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèé

ñ ïàðàìåòðàìè / Ñáîðíèê òðóäîâ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÂÃÓ, Âîðîíåæ:

ÂÃÓ, 2003. - Ñ.74-83.
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e4 =
√
2 cos(2πx1), e5 =

√
2 cos(2πx2), e6 = 2 cos(2πx1) cos(πx2)),

e7 = 2 cos(πx1) cos(2πx2)), e8 = 2 cos(2πx1) cos(2πx2)), . . . .

Èç ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ãëàâíîãî îïåðàòîðà A ëèíåéíîé ÷àñòè èñõîä-

íîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé (ïî ðàçìåðíîñòè)

ðåäóêöèè íîðìà îïåðàòîðà (A2 − λ I)−1 : N⊥ ∩ F −→ N⊥ ∩ E ñòàíîâèò-

ñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé è ïîýòîìó îïåðàòîð K(v) := A−1
2 (g2(u + v, u + v))

ïåðåâîäèò íåêîòîðûé øàð TL := {v : ∥v∥F ≤ L} â ñåáÿ, ÿâëÿÿñü ïðè

ýòîì ñæèìàþùèì. Òî åñòü ìû îêàçûâàåìñÿ â óñëîâèÿõ, â êîòîðûõ ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) ïîëó÷àþòñÿ â àíà-

ëèòè÷åñêîé ôîðìå

v = Φ(u) , (4)

ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ïîñðåäñòâîì èòåðàöèé vn = K(vn−1).

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (4) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3)), ïîëó÷èì òàê

íàçûâàåìîå êëþ÷åâîå óðàâíåíèå

τ(u) := f1(u+ Φ(u)) = 0 (5)

íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå N . Âñå àíàëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèé íàñëåäóþòñÿ êëþ-

÷åâûì óðàâíåíèåì è åãî ðåøåíèÿìè. Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîä-

íîãî è êëþ÷åâîãî óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ¾ñâÿçûâàþùåé¿ ôîðìóëîé

w = u + Φ(u). Ðàññìîòðåííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ñ ïî-

òåíöèàëîì (êëþ÷åâîé ôóíêöèåé) W (u) := V (u + Φ(u)) , u ∈ N . Ïîèñê

è àíàëèç ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà V ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïîñðåäñòâîì

ïîèñêà è àíàëèçà ýêñòðåìàëåé êëþ÷åâîé ôóíêöèè W . Â ýòîé æå ãëàâå

ïðèâåíû îöåíêè äëÿ âûäåëåíèÿ îáëàñòè ðåäóöèðóåìîñòè ê äâóì êëþ÷å-

âûì ïåðåìåííûì.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïðèáëèæåííî-

ãî ïîñòðîåíèÿ òðàññ ñïóñêà â òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè èç

ïðîèçâîëüíî çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè (îáùåãî ïîëîæåíèÿ) äëÿ äëÿ 1-

ìåðíîãî óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

ẇ = −gradV (w) := w′′ + λw − w3 − C, (6)

ãäå w = w(x, t) � êîöåíòðàöèÿ èçó÷àåìîãî êîìïîíåíòà, x ∈ U = [0, 1],

C � êîíñòàíòà (ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ), w ∈ E := C2[0, 1]∩{w′(0) =

w′(1) = 0}. V (w) :=
1∫
0

(
|w′|2
2 − λw2

2 + w4

4 + C w
)
dx � èíòåãðàë ýíåðãèè
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ïî îáëàñòè U . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ãðàíè÷íîå óñëîâèå Íåé-

ìàíà w′(0, t) = w′(1, t) = 0, è îãðàíè÷åíèå (íà êîëè÷åñòâî êîìïîíåíòà â

öåëîì):
1∫
0

w(x, t) dx = K = const > 0 . Èç óðàâíåíèÿ (6) è ïîñëåäíåãî

óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

C = λK −
1∫

0

w3 dx , (7)

òî åñòü êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7), êàê òîëüêî ñòàíîâèòñÿ

èçâåñòíîé ôóíêöèÿ w. Ïðè èññëåäîâàíèè íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé ýêñ-

òðåìàëåé ñíà÷àëà èñïîëüçóåòñÿ ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà

ýíåðãèè

W (ξ) := V (K + ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξnen),

ïîñòðîåííàÿ ïî ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííûì íà÷àëüíûì ñîáñòâåííûì ôóíê-

öèÿì (ìîäàì) ek :=
√
2 cos(π k x) îïåðàòîðà A := − ∂2

∂x2 (ïðè êðàåâûõ

óñëîâèÿõ Íåéìàíà) â ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîì ôóíêöèî-

íàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ê êîòîðîé çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ ðåäóêöèÿ

Ïóàíêàðå (ïåðåõîä ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè îò îäíîé èëè äâóõ êëþ÷åâûõ ïå-

ðåìåííûõ). Â ýòîé æå ãëàâå ïðèâåäåí ðèñóíîê, èëëþñòðèðóþùèé âûõîä

íà ñòàáèëüíóþ êîíöåíòðàöèþ.

Â òðåòüåé ãëàâå îñóùåñòâëåí ïåðåíîñ ðàçâèòîé âî âòîðîé ãëàâå òåî-

ðèè íà ñëó÷àé m = 2. Ðàññìîòðåíî äâóìåðíîå óðàâíåíèå ¾ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ¿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ẇ = ∆w + λw − w3 − C , ãäå

w = w(x, t) � êîöåíòðàöèÿ èçó÷àåìîãî êîìïîíåíòà, x = x(x1, x2), x ∈
U = [0, 1]× [0, 1],

V (w) :=

1∫
0

1∫
0

(
|∇w|2

2
− λ

w2

2
+

w4

4
+ C w

)
dx1dx2

� èíòåãðàë ýíåðãèè ïî îáëàñòè U . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî ãðà-

íè÷íîå óñëîâèå Íåéìàíà ∂w
∂n

∣∣∣
∂ U

= 0 è âûïîëíåíî åñòåñòâåííîå îãðàíè-

÷åíèå íà êîíöåíòðàöèþ âåùåñòâà â öåëîì:
∫∫
Ω

w(x1, x2)dx1dx2 = K >

0. Ïðè ïîñòðîåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ

ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà

W (ξ) := V (K + ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξnen),

ïîñòðîåííàÿ ïî íà÷àëüíûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì (ìîäàì) ej îïåðàòîðà

Ëàïëàñà íà îáëàñòè U (ïðè çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ, â ñîîòâåòñòâó-

þùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé).
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Â íåëîêàëüíîé çàäà÷å èñïîëüçóåòñÿ íåëèíåéíàÿ ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñè-

ìàöèÿ � íåëîêàëüíî ïðîäîëæåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèä-

òà îò äâóõ èëè òðåõ êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ

W (ξ) := inf
⟨w,ej⟩=ξj

V (w) = W

(
m∑
j=1

ξjej + Φ(ξ1, . . . , ξm)

)
, m = 2, 3 .

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà êðàò÷àéøåãî ñïóñêà â òî÷êó ìèíèìóìà

V ïî ïåðåìåííûâì ξm+1, . . . , ξn.

Ïåðâûé øàã êðàò÷àéøåãî ñïóñêà � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (îòíîñèòåëüíî

s) ⟨gradV (a0 + sh0), h⟩ = 0 , h0 = −gradV (a0), g = −gradV , ãäå a0
� íà÷àëüíàÿ (ïîðîæäàþùàÿ) òî÷êà. Âòîðîé øàã � ïîâòîðåíèå ïåðâîãî

øàãà äëÿ íîâîé ïîðîæäàþùåé òî÷êè a1 := a0 + s0h0 è ò.ä.

Åñëè e1, . . . , en � ôèêñèðîâàííûé áàçèñ ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè

(áàçèñ Ðèòöà), ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé áåç ïðîïóñêîâ

îòäåëüíûõ ôóíêöèé), è e1, e2 � ìîäû áèôóðêàöèè (ïî êîòîðûì äîïóñêà-

åòñÿ âûðîæäåíèå), òî â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêöèè

W (ξ̂) := inf
⟨w,ej⟩=ξj , j=1,2

VR(w) , ξ̂ = (ξ1, ξ2) ,

ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ

W0(ξ̂) := V (ξ1 e1 + ξ2 e2) .

Åñëè VR(ξ) := V

(
n∑

k=1

ξk ek

)
� ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà

ýíåðãèè (ïî áàçèñó Ðèòöà), òî ïåðâûé øàã â ïðîöåäóðå àïïðîêñèìàöèè

êëþ÷åâîé ôóíêöèè W (ξ̂) çàêëþ÷åí â âûáîðå ¾ïîïðàâêè¿ ê W0, äàþùåé

ïðèáëèæåíèå â âèäå

W1(ξ̂) := VR(a(ξ̂)) ,

ãäå

a(ξ̂)) = a0 − so g0 , a0 = (ξ1, ξ2, 0, . . . , 0) , g0 := gradξ3,...,ξn VR(a0) ,

s0 =
∥g0∥2

⟨G0 g0,g0⟩ , G0 = hessξ3,...,ξnVR(a0) � ìàòðèöà Ãåññå (â íóëåâîé ïîðîæ-

äàþùåé òî÷êå a0) ôóíêöèè VR ïî ïåðåìåííûì ξ3, . . . , ξn.

Âòîðîé øàã � ïîâòîðåíèå ïåðâîãî øàãà äëÿ íîâîé ïîðîæäàþùåé òî÷-

êè a1 è ò.ä. Íà øàãå ñ íîìåðîì k äåëàåòñÿ âûáîð ôóíêöèîíàëüíîé âåëè-

÷èíû ñäâèãà sk = sk(ξ̂) âäîëü àíòèãðàäèåíòà ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

sk =
∥gk∥2

⟨Gk gk, gk⟩
,
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ãäå Gk = hessξ3,...,ξnVR(ak) � ìàòðèöà Ãåññå (â òî÷êå ak) ôóíêöèè VR ïî

ïåðåìåííûì ξ3, . . . , ξn, è ïðè ýòîì èìååì

Wk(ξ̂) := VR(ak(ξ̂)) , ak(ξ̂) = ak−1 − sk−1 gk−1 ,

Âûáîð ôóíêöèîíàëüíîé âåëè÷èíû sk = sk(ξ̂) ñäâèãà (âäîëü àíòèãðàäè-

åíòà) ïðèâîäèò ê áîëüøîìó ðîñòó èíôîðìàöèè, ñîïðîâîæäàþùåé âû÷èñ-

ëåíèÿ, è ê ñóùåñòâåííîìó çàìåäëåíèþ ðàáîòû àëãîðèòìà. Ýòî ïðåïÿò-

ñòâèå ìîæíî ïðåîäîëåòü, çàìåíèâ ôóíêöèîíàëüíûé ìíîæèòåëü ÷èñëî-

âûì ìíîæèòåëåì σ, ñëóæàùèì îöåíêîé ñíèçó ôóíêöèîíàëüíûõ ìíîæè-

òåëåé. Ïîäáîð òàêîãî îãðàíè÷èòåëÿ ñíèçó ìîæíî îñóùåñòâèòü, èñïîëüçóÿ

ñëåäóùèå ëåãêî ïðîâåðÿåìûå íåðàâåíñòâà (äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷-

íîé ìàòðèöû G = (gj,k)):

∥G∥1 ≤ ∥G∥2 ≤ ∥G∥3 ,

ãäå

∥G∥1 := max{µ : µ ∈ spec(G)} ,

∥G∥2 :=
√

tr (G⊤G) , ∥G∥3 :=
∑
j,k

|gj,k| .

Âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäèìûå íà îñíîâå èçëîæåííîé ñõåìû, ïîçâîëÿþò âè-

çóàëèçèðîâàòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè (ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ). Ïî ñâÿçûâàþùåé

ôîðìóëå ìîæíî ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü ïðèòÿãèâàþùèå ñòàöèîíàðíûå

òî÷êè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè î òî÷êàõ ìèíèìóìà

ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè âáëèçè íóëÿ îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èñêîìîé êîíöåíòðàöèè è ïðè ìà-

ëûõ δ := λ−λ1 ãëàâíîé ÷àñòüþ êëþ÷åâîé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé

ôóíêöèîíàëó V , ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí (4-îé ñòåïåíè)

U(ξ1, ξ2) = −δ

2
(ξ21 + ξ22) +

3

8
(ξ41 + ξ42) +

1

2
ξ21ξ

2
2 .

Èç òåîðåìû 3. âûòåêàåò óòâåðæäåíèå îá ýêñòðåìàëüíîé êîíöåíòðàöèè.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ôóíêöèîíàëà V âáëèçè íóëÿ ïðè ìàëûõ èñêîìûõ

êîíöåíòðàöèÿõ èìååòñÿ âåòâü óñòîé÷èâûõ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèé âè-

äà

w̃ = c+ ε(e1 + e2) + o(ε) ,

ãäå ε = c δ
1
2 � ìàëûé ïàðàìåòð, c =

√
2
5 .
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, îáîáùàþùèå ðåçóëüòàòû

2 è 3 ãëàâ íà ñëó÷àé óðàâíåíèé Êàíà-Õèëëàðäà è Ñâèôòà-Õîåíáåðãà.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé, âêëþ÷àÿ ðåçóëü-

òàò ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè êëþ÷åâîé ôóíêöèè, ãðàôè÷åñêèå

èçîáðàæåíèÿ íåëîêàëüíûõ êëþ÷åâûõ ôóíêöèé è ðåøåíèé èñõîäíûõ êðà-

åâûõ çàäà÷. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîåíáåðãà âîçíè-

êàåò 3-ìîäîâîå âûðîæäåíèå. Âû÷èñëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå ÷àñòè

ëîêàëüíûõ êëþ÷åâûõ ôóíêöèé (îò òðåõ êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ), ñôîð-

ìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû 8, 9, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 3, 4 ãëàâû

3. Â ýòîé æå ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ïðîãðàììíûå êîäû, ðåçóëüòàòû âû÷èñ-

ëåíèé è êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà.
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