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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ñ 60-õ ãîäîâ XX âåêà ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèìè çàäà÷àìè çàíèìàëèñü

Á.Ç. Êàöåíåëåíáàóì, Í.Í. Âîéòîâè÷, À.Í. Ñèâîâ. Ýòè çàäà÷è íå âñåãäà ÿâ-

ëÿëèñü ñàìîñîïðÿæ¼ííûìè, íî èíîãäà îíè áûëè "áåñêîíå÷íî áëèçêèìè" ê

ñàìîñîïðÿæ¼ííûì çàäà÷àì.

Èñõîäíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ è ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ â ëèïøèöåâûõ

îáëàñòÿõ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ ñòàëè ðàáîòû Ì.Ñ.

Àãðàíîâè÷à è åãî ëåêöèè â åæåãîäíîé Êðûìñêîé Îñåííåé Ìàòåìàòè÷åñêîé

Øêîëå (Ëàñïè-Áàòèëèìàí, 1990�2016). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãî÷èñëåííûå

ïðèëîæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ ãèäðîäèíàìèêè (êîëåáàíèÿ ñèñòåìû æèä-

êîñòåé â ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîì ñîñóäå, êîëåáàíèÿ æèäêîãî òîïëèâà â áàêå

êîñìè÷åñêîé ðàêåòû), êîòîðûìè ìíîãî ëåò çàíèìàëñÿ íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü

àâòîðà, Êîïà÷åâñêèé Í.Ä., òðåáîâàëè äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ êðàåâûõ çà-

äà÷ â íåãëàäêèõ, â ÷àñòíîñòè, â ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ.

Îáùèå ïîäõîäû, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ïðè èññëåäîâàíèè ýòèõ ïðîáëåì,

ïîáóæäàëè ðàññìàòðèâàòü èõ íà áàçå àáñòðàêòíîé ôîðìóëû Ãðèíà (àíàëîã

ïåðâîé ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà) è òåîðèè ñëàáûõ (âàðèàöè-

îííûõ) ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Îòñþäà âîçíèê èíòåðåñ ê ðàçâèòèþ òåîðèè

àáñòðàêòíîé ôîðìóëû Ãðèíà.

Îäèí èç ïåðâûõ âàðèàíòîâ àáñòðàêòíîé ôîðìóëû Ãðèíà äîêàçàë Æ.-Ï.

Îáýí. Ñ.Ã. Êðåéí òàêæå çàíèìàëñÿ ýòèìè âîïðîñàìè. Äàëåå, â ìîíîãðàôèè

Ð. Øîóâîëòåðà ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü àáñòðàêòíàÿ ôîðìóëà Ãðèíà â

ôîðìå Æ.-Ï. Îáýíà. Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçâèòèþ òåîðèè àáñòðàêòíîé ôîð-

ìóëà Ãðèíà è å¼ êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé â òåîðèè óïðóãîñòè, ãèäðîäèíàìèêå

è äð. ïîñâÿùåíû ðàáîòû Í.Ä. Êîïà÷åâñêîãî.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ãëàâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � ðàçðà-

áîòàòü îáùóþ ñõåìó ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ è ïîêà-

çàòü, ÷òî îíà òàêæå ïðèìåíèìà äëÿ ñïåêòðàëüíûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷,

ïðè÷¼ì äëÿ ðàçíûõ êîíôèãóðàöèé îáëàñòåé ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè, ðàç-

áèòûìè íà ëèïøèöåâû êóñêè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñëîæíîé íåîäíîðîäíîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ â âèäå ñó-

ïåðïîçèöèè ïðîñòûõ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ íåîäíîðîäíîñòü ëèøü â îäíîì ìåñòå.
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Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë Ãðèíà, ÷òî ðå-

øåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñóììà ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ êðàåâûõ

çàäà÷.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ ïðîáëåì ñîïðÿæåíèÿ â ðàáîòå èñïîëüçî-

âàíû òàêæå ìåòîäû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ äëÿ ñâîéñòâ

ðåøåíèé ïîëó÷åííîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè. Îäèí èç

ïàðàìåòðîâ ñ÷èòàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì, äðóãîé � ôèêñèðîâàííûì, è â çàâè-

ñèìîñòè îò ýòîãî ïîëó÷àþòñÿ âûâîäû î ñòðóêòóðå ñïåêòðà, áàçèñíîñòè ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé è àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Äëÿ èçó÷åíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæäàþùèõ ñïåêòðàëüíûå, èñ-

ïîëüçîâàíû îïåðàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â îáëàñòÿõ ñ ëèï-

øèöåâûìè ãðàíèöàìè. Ñ èõ ïîìîùüþ èçó÷àåìûå çàäà÷è ïðèâîäÿòñÿ ê çàäà-

÷àì Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå,

è íà ýòîé îñíîâå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá èõ ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó-

÷åíû ëè÷íî àâòîðîì ñ ïîìîùüþ íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ âî-

ïðîñàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â ÷àñòíîñòè, â ãèäðîäèíàìèêå.

Ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ðàçðàáîòàíà è îáîñíîâàíà îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðíûìè ìå-

òîäàìè ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ. Ýòà ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ ê ðàç-

ëè÷íûì êîíôèãóðàöèÿì ïðèñòûêîâàííûõ îáëàñòåé.

2. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ïðèìåí¼í ê ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì ñîïðÿæåíèÿ

äëÿ îäíîé, äâóõ è òð¼õ ïðèìûêàþùèõ îáëàñòåé. Èòîãîì èññëåäîâàíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðåõîä ê îïåðàòîðíîìó ïó÷êó, êîòîðûé äàëåå èçó÷àåòñÿ ìåòîäàìè

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ.

3. Îáùàÿ ñõåìà ïðèìåíåíà òàêæå ê íà÷àëüíî�êðàåâûì çàäà÷àì, êîòîðûå

ïîðîæäàþò ñïåêòðàëüíûå. Ðàññìîòðåíû ÷åòûðå òèïà ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Äëÿ

êàæäîãî òèïà îñóùåñòâë¼í ïåðåõîä ê çàäà÷å Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, à çàòåì äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

å¼ ñèëüíîãî (ïî âðåìåíè) ðåøåíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè òðèæäû äîêëàäûâàëèñü

àâòîðîì íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Êðûìñêàÿ Îñåííÿÿ Ìàòåìàòè÷å-
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ñêàÿ Øêîëà-ñèìïîçèóì ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì¿, Áàòè-

ëèìàí, 2015�2017 ãã. (ñì. [9], [14], [16]), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñî-

âðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà

è èõ ïðèëîæåíèÿ-VI"â Ðîñòîâå-íà-Äîíó, 2016 ã. (ñì. [12]), íà XXIV ìåæäóíà-

ðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå."Àáðàó Äþðñî,

2016 ã. (ñì. [13]), íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ "Äíè íàóêè ÊÔÓ" â ÊÔÓ èì.

Â.È. Âåðíàäñêîãî, Ñèìôåðîïîëü, 2014�2017 ãã. (ñì. [17]), íà ñåìèíàðå êàôåä-

ðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÊÔÓ èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè â ðàáîòàõ [1] � [17]. Ðà-

áîòû [4], [6], [7] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ

æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñò-

íûõ ðàáîò [1] � [5] è [9] � [15] â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

äèññåðòàíòêîé ëè÷íî.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3

ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 150 ñòðàíèö. Ñïè-

ñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 68 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð-

ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëû Ãðèíà, èñ-

ïîëüçóåìûå â äàííîé ðàáîòå. Â îáëàñòè Ω ⊂ Rm ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé

Γ, ðàçáèòîé ëèïøèöåâû êóñêè Γk, k = 1, l äëÿ òðîéêè ïðîñòðàíñòâ L2(Ω),

Ĥ1(Ω) ⊂ H1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, è îïåðàòîðà ñëåäà γ : H1(Ω) → H1/2(Γ),

γη := η|Γ, ñïðàâåäëèâà ïåðâàÿ ôîðìóëà Ãðèíà äëÿ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çà-

äà÷:

⟨η, u−△u⟩L2(Ω) = (η, u)H1(Ω) −
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ĥ1(Ω), (1)

u−△u ∈ (H1(Ω))∗, γkη := η |Γk
∈ H̃1/2(Γk),

∂ku =
∂u

∂n

∣∣∣
Γk

∈ H−1/2(Γk), k = 1, l. (2)
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Çäåñü ñèìâîëîì ⟨φ, ψ⟩H0
îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ψ ∈ H− íà ýëå-

ìåíòå φ ∈ H+ äëÿ îñíàùåíèÿ H+ ↪→ H0 ↪→ H−. Â ôîðìóëå (1) ñëåäû ôóíê-

öèé γkη ∈ H̃1/2(Γk) ïðîäîëæè́ìû íóëåì ñ ëèïøèöåâîãî êóñêà ãðàíèöû Γk íà

âñþ Γ = ∂Ω â êëàññå H1/2(Γ). Ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò òàêèå

ôóíêöèè, îáîçíà÷åíî ñèìâîëîì Ĥ1(Ω) ⊂ H1(Ω) (ñì. ðàáîòó Í.Ä. Êîïà÷åâñêî-

ãî "Îá àáñòðàêòíîé ôîðìóëå Ãðèíà äëÿ òðîéêè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ è

ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì").

Âî âòîðîì âàðèàíòå ôîðìóëû Ãðèíà (ñì. íèæå) ïðîèçâîäíûå ïî âíåøíåé

íîðìàëè ïðîäîëæè́ìû íóëåì â êëàññå H−1/2(Γ) : ∂ku ∈ H̃−1/2(Γk). Ïðîñòðàí-

ñòâà òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷åíû Ȟ1(Ω) ⊂ H1(Ω). Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ñïðàâåä-

ëèâà ñëåäóþùàÿ îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Ãðèíà äëÿ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷:

(η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−△u⟩L2(Ω) +
l∑

k=1

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ȟ1(Ω), (3)

u−∆u ∈ (H1(Ω))∗, γkη := η |Γk
∈ H1/2(Γk), (4)

u = u0 + uh, γu0 = 0, ∂kuh = (∂uh/∂n)Γk
∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l;

u0 ∈ H1
0(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : γu = 0(íà ∂Ω)},

uh ∈ H1
h(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : u−△u = 0}.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ôîðìóë Ãðèíà â ðàáîòå ðàçðàáîòàíà îáùàÿ ñõåìà

èññëåäîâàíèÿ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ (Ãëàâà 1). Îíà òàêæå

ïðèìåíèìà äëÿ ñïåêòðàëüíûõ, íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ è äëÿ ðàçíûõ êîí-

ôèãóðàöèé îáëàñòåé (Ãëàâû 2 è 3). Ñõåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå ñóììû ðå-

øåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ íåîäíîðîäíîñòü ëèøü â îäíîì

ìåñòå � ëèáî â óðàâíåíèè, ëèáî â îäíîì èç êðàåâûõ óñëîâèé.

Ñíà÷àëà ýòà ñõåìà ïðîâåðÿåòñÿ è ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ (ñì. ï. 1.2.3) íà

ïðèìåðå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ êîíôèãóðàöèè èç òð¼õ îáëàñòåé, êîòîðàÿ

íàçâàíà "äâàæäû ðàçðåçàííûé áàíàí" (ñì. ðèñ. 1 íà ñ. 11, ïåðâûé âàðèàíò).

Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå ôóíêöèè uj(x) ∈ H1(Ωj), j = 1, 3, ÷òî äëÿ íèõ

âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ

uj −△uj = fj (â Ωj), j = 1, 3, (5)

âíåøíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå

γjjuj = φj (íà Γjj), j = 1, 3, (6)
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è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ñòûêàõ:

γ21u1 − γ12u2 = φ21, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 (íà Γ21 = Γ12), (7)

γ32u2 − γ23u3 = φ32, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ32 (íà Γ32 = Γ23), (8)

ãäå fj � çàäàííûå ôóíêöèè â Ωj, j = 1, 3, φj � çàäàííûå ôóíêöèè íà

âíåøíèõ ãðàíèöàõ Γjj, j = 1, 3, ôóíêöèè φ21 è φ32 çàäàþò ðàçðûâû ñëåäîâ, à

ψ21 è ψ32 � ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ ïî âíåøíèì íîðìàëÿì íà ãðàíèöàõ ñòûêà

îáëàñòåé.

Ýòà îáùàÿ ñõåìà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ. Ïåðâûé ýòàï � âñïîìîãà-

òåëüíàÿ çàäà÷à Çàðåìáû, ó êîòîðîé óðàâíåíèÿ è óñëîâèÿ Íåéìàíà íà ñòûêå

îäíîðîäíûå, à óñëîâèÿ Äèðèõëå íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ íåîäíîðîäíûå:

u11 −△u11 = 0 (â Ω1), γ11u11 = φ1 (íà Γ11), ∂21u11 = 0 (íà Γ12 = Γ21); (9)

u12 −△u12 = 0 (â Ω2), γ22u12 = φ2 (íà Γ22),

∂12u12 = 0 (íà Γ12 = Γ21), ∂32u12 = 0 (íà Γ32 = Γ23); (10)

u13 −△u13 = 0 (â Ω3), γ33u13 = φ3 (íà Γ33), ∂23u13 = 0 (íà Γ32 = Γ23). (11)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû Ãðèíà (ñì. (3), (4)) äàíî îïðåäå-

ëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû è íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Êàæäàÿ èç çàäà÷ Çàðåìáû (9)�(11) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå

ðåøåíèå u1k ∈ H1
0,Γkk

(Ωk) ∩ H1
h(Ωk) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî

óñëîâèå

φk ∈ H1/2(Γkk), k = 1, 3. (12)

2

Âòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à � ýòî çàäà÷à Ñòåêëîâà, ãäå íåîäíîðîäíî-

ñòè îñòàþòñÿ ëèøü â ðàçðûâå ñëåäîâ íà ãðàíèöàõ ñòûêà îáëàñòåé è çàäàþòñÿ

ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Çàðåìáû:

u2k −△u2k = 0 (â Ωk), γkku2k = 0 (íà Γkk),

γ21u21 − γ12u22 = φ̃21 := φ21 − γ21u11 + γ12u12,

∂21u21 = −∂12u22(=: χ21) (íà Γ21 = Γ12),

γ32u22 − γ23u23 = φ̃32 := φ32 − γ32u12 + γ23u13,

∂32u22 = −∂23u23(=: χ32) (íà Γ32 = Γ23).

(13)

Çäåñü óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü â çàäà÷å (13) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

φ21 ∈ H1/2(Γ21), φ32 ∈ H1/2(Γ32), (14)

à òàêæå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

φ̃21 ∈ H̃1/2(Γ21), φ̃32 ∈ H̃1/2(Γ32).

Òîãäà çàäà÷à Ñòåêëîâà (13) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå

u(2) = (u21;u22;u23)
τ ∈ H1

0,Γ11,h
(Ω1)(u)H1

0,Γ22,h
(Ω2)(u)H1

0,Γ33,h
(Ω3).

2

Äàëåå íà òðåòüåì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

Ñ. Êðåéíà; â íåé íåîäíîðîäíû ëèøü óðàâíåíèÿ, à âñå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè:

u3k −△u3k = fk (â Ωk), γkku3k = 0 (íà Γkk), k = 1, 3,

γ21u31 − γ12u32 = 0, ∂21u31 + ∂12u32 = 0 (íà Γ21),

γ32u32 − γ23u33 = 0, ∂32u32 + ∂23u33 = 0 (íà Γ32).

(15)

Èòîãîì ðàññìîòðåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âûâîä.

Òåîðåìà 3. Ïåðâàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Ñ.Êðåéíà (15) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå u(3) ∈ H1
0,Γ(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-

ïîëíåíî óñëîâèå

f := (f1; f2; f3)
τ ∈ (H1

0,Γ(Ω))
∗,

H1
0,Γ(Ω) := {(u1;u2;u3) ∈ H1(Ω), γkkuk = 0 (íà Γkk), k = 1, 3,

γ21u1 − γ12u2 = 0 (íà Γ21), γ32u2 − γ23u3 = 0 (íà Γ32)}.

Ýòî ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

u(3) = A−1f,

ãäå A � îïåðàòîð ãèëüáåðòîâîé ïàðû (H1
0,Γ(Ω); L2(Ω)).

2
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Ðèñ 1

Ïîñëåäíèé ÷åòâ¼ðòûé ýòàï � âòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Ñ. Êðåéíà;

çäåñü íåîäíîðîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òèïà Íåéìàíà:

u4k −△u4k = 0 (â Ωk), γkku4k = 0 (íà Γkk), k = 1, 3;

γ21u41 − γ12u42 = 0, ∂21u41 + ∂12u42 = ψ21 (íà Γ21 = Γ12),

γ32u42 − γ23u43 = 0, ∂32u42 + ∂23u43 = ψ32 (íà Γ32 = Γ23).

(16)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû Ãðèíà (ñì. (1), (2)) äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Âòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Ñ.Êðåéíà (16) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå u(4) ∈ H1
0,Γ(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ

ψ21 ∈ H−1/2(Γ21), ψ32 ∈ H−1/2(Γ32). (17)

2

Èòîãîì ðàññìîòðåíèÿ èñõîäíîé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ

(6)�(8) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå îáîá-

ù¼ííûõ ôîðìóë Ãðèíà (1)�(4). Òîãäà çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ (5)�(8) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû

óñëîâèÿ òåîðåì 1�4. Ïðè ýòîì å¼ ðåøåíèå � ñóììà ðåøåíèé ÷åòûð¼õ âñïî-

ìîãàòåëüíûõ çàäà÷. 2

Äàëåå â ïàðàãðàôàõ 1.2.4, 1.2.5, 1.2.6 ýòà ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ ê ðàçëè÷íûì

êîíôèãóðàöèÿì ïðèñòûêîâàííûõ îáëàñòåé Ωk â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòè Ωk ðàç-

áèòû íà ëèïøèöåâû êóñêè ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè ýòèõ êóñêîâ (ñì. ðèñ.1).

Äëÿ êàæäîé èç íèõ ñëàáîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ñóììû ðåøåíèé âñïîìîãà-

òåëüíûõ çàäà÷.

9



Îòìåòèì åù¼, ÷òî îáùèé ïîäõîä, ïðèìåí¼ííûé çäåñü íà îñíîâå îáîáù¼í-

íûõ ôîðìóë Ãðèíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ u−△u è ïðîñòðàí-

ñòâà H1(Ω), ïî ýòîé æå ñõåìå ìîæåò áûòü îñóùåñòâë¼í êàê äëÿ àáñòðàêòíîé

ôîðìóëû Ãðèíà, òàê è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáù¼ííûõ ôîðìóë Ãðèíà â

çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè, ãèäðîäèíàìèêè è â äðóãèõ ïðîáëåìàõ.

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [3], [4], [5].

Âî âòîðîé ãëàâå íà îñíîâå âûøåèçëîæåííîãî ïîäõîäà äëÿ êðàåâûõ çà-

äà÷ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ. Ñíà÷àëà èçó÷àåòñÿ

ñëåäóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïðîáëåìà äëÿ îäíîé îáëàñòè (ïàðàãðàô 2.1.1).

Â îáëàñòè Ω ⊂ Rm ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω =: Γ, ðàçáèòîé íà ÷åòûðå

ëèïøèöåâûõ êóñêà Γk ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè ∂Γk, k = 1, 4, ðàññìîòðèì

ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:

u−∆u = λu =: f (â Ω), γ1u := u|Γ1
= 0 (íà Γ1), (18)

∂2u = µγ2u =: ψ2 (íà Γ2), ∂3u = λγ3u =: ψ3 (íà Γ3), (19)

∂4u = λ−1γ4u =: ψ4 (íà Γ4), ∂ku := (∂u/∂n)Γk
. (20)

Çäåñü íà Γ1 çàäàíî îäíîðîäíîå óñëîâèå Äèðèõëå, íà Γ2 �óñëîâèå Ì.Ñ.Àãðàíîâè÷à,

èëè óñëîâèå, âîçíèêàþùåå â çàäà÷àõ äèôðàêöèè, íà Γ3 � óñëîâèå òèïà Ñòå-

ôàíà (èëè Ñòåêëîâà), íà Γ4 � óñëîâèå òèïà Ñ.Êðåéíà, ïîÿâèâøååñÿ â çàäà÷àõ

î íîðìàëüíûõ äâèæåíèÿõ òÿæ¼ëîé âÿçêîé æèäêîñòè â ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîì

ñîñóäå. Â ýòîé ïðîáëåìå èìååòñÿ äâà ïàðàìåòðà λ è µ, îäèí èç êîòîðûõ ìîæíî

ñ÷èòàòü ñïåêòðàëüíûì, à âòîðîé � ôèêñèðîâàííûì. Â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ

äèôðàêöèè ñïåêòðàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð µ ∈ C. Äðóãîé âàðèàíò, êîãäà

ñïåêòðàëüíûì ÿâëÿåòñÿ λ ∈ C, ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ Â.È.Ãîðáà÷óê.
Â ñèëó îäíîðîäíîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå íà Γ1 ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (19)-

(20) åñòåñòâåííî èñêàòü â ïðîñòðàíñòâå

H1
0,Γ1

(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : γ1u = 0 (íà Γ1)}.

Ðåøåíèå u ∈ H1
0,Γ1

(Ω) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû ðåøåíèé ÷åòûðåõ çàäà÷,

ãäå uk � ñëàáûå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë äëÿ ðåøåíèé êàæäîé èç ýòèõ

âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (ñì. òåîðåìû 1-4) óñòàíîâëåíî, ÷òî ñëàáîå ðåøåíèå u

çàäà÷è (18)-(20) äîëæíî áûòü ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé ïðîáëåìû:

u = λ(A−1 + V3γ3)u+ µV2γ2u+ λ−1V4γ4u, u ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω). (21)
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Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê áîëåå ñèììåòðè÷íîé ôîðìå, âîñïîëüçî-

âàâøèñü òåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà

A1/2Vk = (γkA
−1/2)∗ ∈ L(H̃−1/2(Γk); L2(Ω)), k = 2, 4.

Ïðåäñòàâèì ýëåìåíò u ∈ H1
0,Γ1

(Ω) = D(A1/2), R(A1/2) = L2(Ω), â âèäå

u = A−1/2v, v ∈ L2(Ω),

ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (21) è ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî

ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîì A1/2. Òîãäà âçàìåí (21) âîçíèêàåò ñïåêòðàëüíàÿ çà-

äà÷à

L(λ, µ)v := (I − µB2 − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)v = 0, v ∈ L2(Ω), (22)

A > 0, Bk := (A1/2Vk)(γkA
−1/2) = B∗

k > 0, Bk ∈ S∞(L2(Ω)), k = 2, 4, (23)

äëÿ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà L(λ, µ) ñ ïàðàìåòðàìè λ è µ.

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ äâóõ è òð¼õ ïðèìû-

êàþùèõ îáëàñòåé (ñì. ïàðàãðàôû 2.1.2, 2.1.3). Êàê óñòàíîâëåíî â ðàáîòå, â

èòîãå âîçíèêàåò òàêîé æå îïåðàòîðíûé ïó÷îê, êàê è â ñëó÷àå îäíîé îáëàñòè.

Îïåðàòîðíûé ïó÷îê L(λ, µ) ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà: λ è µ. Ýòî ïîçâîëÿåò

èññëåäîâàòü äâà êëàññà çàäà÷: ïðè ôèêñèðîâàííîì µ ∈ C âîçíèêàþò çàäà÷è

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ â óðàâíåíèè, à ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ∈ C
� çàäà÷è ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì µ â êðàåâîì óñëîâèè íà ãðàíèöå ñî-

ïðÿæåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå âûâîäû î ïîëíîòå,

áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ è ñòðóêòóðå ñïåêòðà ýòèõ çàäà÷ (ïàðàãðàô

2.2).

1◦. Â ÷àñòíîñòè, åñëè µ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à λ < 0 � ôèêñèðîâàí-

íûé, òî ïîëó÷àåì äèñêðåòíûé ñïåêòð ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé +∞, ñîáñòâåííûå

ýëåìåíòû ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

H1 = R(B2) = L2,h(Ω) := {φ ∈ L2(Ω) : φ = A1/2u2, u2 ∈ Ȟ1
0,Γ1,h

(Ω) ⊂ H1(Ω)},

H0 = H ⊖H1 := kerB2 =: L2,0(Ω)

îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà è äàæå p-áàçèñ (ñì. òåîðåìó 2.1 â äèññåðòàöèè).

2◦. Åñëè µ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à λ ïîëîæèòåëåí è ïðèíèìàåò íåèñ-

êëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0), T (λ) =

λ(A−1 + B3) + λ−1B4, òî âîçíèêàåò èíäåôèíèòíàÿ ìåòðèêà è ïðîñòðàíñòâî
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Ïîíòðÿãèíà. Çäåñü è äàëåå P1 : H → H1 è P0 : H → H0 � îðòîïðîåêòîðû. Â

ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (22), (23) èìååò âåùåñòâåííûé äèñêðåòíûé ñïåêòð, ñîñòî-

ÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à îñòàëüíûå

ïîëîæèòåëüíû è èìåþò ïðåäåëüíóþ òî÷êó µ = +∞. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå

ýëåìåíòû (ïðèñîåäèí¼ííûõ íåò) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ïî ôîðìå îïå-

ðàòîðà I1 − T1(λ), T1(λ) = P1T (λ)P1 + P1T (λ)P0(I0 − P0T (λ)P0)
−1P1T (λ)P1,

áàçèñ è áàçèñ Ðèññà â H1 (òåîðåìà 2.2 â äèññåðòàöèè).

3◦. Åñëè Imλ ̸= 0, λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0), òî ñïåêòð ýòîé

çàäà÷è äèñêðåòåí, ñîñòîèò èç êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {µk}∞k=1

ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé µ = ∞. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ ýëåìåí-

òîâ, ïîñëå èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà H1 = L2,h(Ω), ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â H1, áîëåå

òîãî, îíà îáðàçóåò áàçèñ Àáåëÿ�Ëèäñêîãî (ñì. òåîðåìó 2.3 â äèññåðòàöèè).

4◦. Åñëè ïàðàìåòð λ � ñïåêòðàëüíûé, à µ 6 0 � ôèêñèðîâàííûé, òî ïî-

ëó÷àåì äèñêðåòíûé ñïåêòð ñ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè 0 è +∞. Ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ (ïðèñîåäèí¼ííûõ íåò), îòâå÷àþùàÿ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé λ = 0, ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïîäïðîñòðàíñòâî H1, îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â H1. Âòîðàÿ âåòâü ñîáñòâåííûõ

ýëåìåíòîâ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé λ = ∞,

îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà âî âñ¼ì H. Áîëåå òîãî, ýòè ñèñòåìû ýëåìåíòîâ îáðàçóþò

òàêæå è p�áàçèñ (òåîðåìà 2.4 â äèññåðòàöèè).

5◦. Åñëè æå Reµ 6 0, Imµ ̸= 0, , òî ïîëó÷àåì äèñêðåòíûé ñïåêòð ñ ïðå-

äåëüíûìè òî÷êàìè 0 è +∞. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ (êîð-

íåâûõ) ýëåìåíòîâ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé

λ = 0, ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî H1, îáðàçóåò áàçèñ Àáåëÿ�

Ëèäñêîãî âH1. À âòîðàÿ âåòâü ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèÿì ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé λ = ∞, îáðàçóåò áàçèñ Àáåëÿ�Ëèäñêîãî

âî âñ¼ì H (òåîðåìà 2.5 â äèññåðòàöèè).

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6], [8].

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è, ïî-

ðîæäàþùèå ñïåêòðàëüíûå. Â ýòèõ çàäà÷àõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè âõîäÿò

íå òîëüêî â óðàâíåíèå, íî è â êðàåâûå óñëîâèÿ. Îïèøåì ïåðâóþ èç íèõ (ïà-

ðàãðàô 3.1.1).

Â îáëàñòè Ω ⊂ Rm ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω, ðàçáèòîé íà 3 ëèïøèöåâûõ

êóñêà Γ1, Γ2 è Γ3 ñ ëèïøèöåâûìè êîíòóðàìè ∂Γ1, ∂Γ2 è ∂Γ3, ðàññìîòðèì
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íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

∂u

∂t
+ L0u = f (â Ω), γ1u = 0 (íà Γ1), ∂2u = µγ2u+ ψ2 (íà Γ2),

∂3u+
∂

∂t
(γ3u) = ψ3 (íà Γ3), L0u = u−△u, u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω. (24)

Îïèðàÿñü íà óæå èñïîëüçîâàííóþ ðàíåå ñõåìó, à òàêæå íà ââåä¼ííûå ðàíåå

îïåðàòîðû âñïîìîãàòåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, ìîæíî èññëåäîâàòü çàäà÷ó (24)

îïåðàòîðíûìè ìåòîäàìè è äîêàçàòü òåîðåìó î å¼ ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè íà

ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ïðèìåíåíèå ýòîé ñõåìû äà¼ò

óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå çàäà÷è (24):

u = A−1(f − ∂u

∂t
) + V2(µγ2u+ ψ2) + V3(ψ3 −

∂

∂t
γ3u), (25)

ãäå A� îïåðàòîð ãèëüáåðòîâîé ïàðû (H1
0,Γ1

(Ω); L2(Ω)), à V2 è V3 � îïåðàòîðû

âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ Íåéìàíà (ïðè Γ4 = ∅). Ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê
çàäà÷å Êîøè

dw

dt
+ (I − µB2)(A

−1 +B3)
−1w = f1(t), w(0) = (A−1 +B3)A

1/2u0. (26)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü â èñõîäíîé çàäà÷å (24) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

f(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψ2(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γ2)),

ψ3(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γ3)), 0 < β 6 1, u0(x) ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω),

à òàêæå óñëîâèå

µ /∈ σ(I − µB2).

Òîãäà çàäà÷à (26) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [0, T ].

Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u(t, x) ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)),

ïðè÷¼ì äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âûïîëíåíî óðàâíåíèå â Ω, ãäå âñå ñëàãàåìûå ÿâ-

ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè èç C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà Γk, k =

2, 3, ãäå âñå ñëàãàåìûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè èç C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), à òàê-

æå íà÷àëüíîå óñëîâèå.
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Äàëåå â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû òðè äðóãèå íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è

äëÿ îäíîé îáëàñòè è àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû äëÿ äâóõ è òð¼õ ïðèìûêàþùèõ

îáëàñòåé (ñì. ðèñ. 1 è ïàðàãðàôû 3.1.2�3.1.4).

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6], [7].

Â Çàêëþ÷åíèè êðàòêî èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
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