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ГЛАВА 2 
 

АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА  РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ 

ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ  ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ, СОДЕРЖАЩИХ ВЕСОВОЙ 

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР С ПЕРЕМЕННЫМ 

СИМВОЛОМ, ЗАВИСЯЩИМ ОТ КОМПЛЕКСНОГО ПАРАМЕТРА, И 

ПРОИЗВОДНУЮ ПЕРВОГО ПОРЯДКА ПО ПЕРЕМЕННОЙ T  
 

2.1. Вспомогательные утверждения. 
 

Рассмотрим следующие  операторы с переменными коэффициентами 
( )

, ,( , , , , ) ( , ) ( , , , ) ,q

t t t t
A p t D u t K p t D u u   

        (2.1.1) 

02 ( )
, , ,

1( , , , , ) ( , ) ( , t, , ) ( , , , ) ,r q

r t t t t t
A p t D u t p D u K p t D u u

r
     

     
       

(2.1.2)

, ,

2 ( )
, ,

( , , , , )
1 ( , , ) ( , , , ) (1 ) ,o

r t t

r q

t t t

A p t D u

p D u K p t D u u u
r

 

 



   



 

 

      
                             

(2.1.3)

где  ( ) ( ) ( )
, , ,( , , , ) [ ( , , , )], ( , , , )q q q

t x x t x t
K p t D F K p t D D K p t D D        - весовой 

псевдодифференциальный оператор с символом ( , , , )p t   , 

удовлетворяющим условию 2, 0[0,1], 1,2,..., 0r r    - целое число, 

02 1, ( , ) [ ( , )]
x

r q u t F v x t    , весовой псевдодифференциальный оператор 

02
,( , , )r

t
p D  определен равенством  

0 0
2 22 1 2

,( , , ) [ ( ) [ ]].r r

t
p D F p F    

         (2.1.4) 

В дальнейшем в этой главе мы обозначаем норму в пространстве 1
2( )L R  

через  . 

Рассмотрим также операторы 
1, ( )

, , 1( , , , , ) ( , , , ) ,r q

t t t t
A p t D u K p t D u u ru  

        (2.1.5) 
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01 2, ( )
, , , 1

1( , , , , ) ( , , ) ( , , , ) ,rr q

r t t t t t
A p t D u p D u K p t D u u ru

r
    

        (2.1.6) 

1 2,
, , ,

( )
, 1

1( , , , , ) ( , , )

( , , , ) (1 ) ,

orr

r t t t

q

t t

A p t D u p D u
r

K p t D u u u ru

  



 

  






   

     
                                                    (2.1.7) 

где 1 0r   - некоторое число. 

 В дальнейшем через c  будем обозначать положительные константы, не 

зависящие от параметра p  . 

 Докажем ряд вспомогательных утверждений, необходимых для 

доказательства теорем 10 - 15. 

 Лемма 2.1.1. Пусть  [0,1], 1,2,...r  .,

{ , arg , 0}
2

p Q p C p p


     . Пусть функция ( , , , )p t    удовлетворяет 

условию 2. Тогда для любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  и любого 1
0s R  

справедливо неравенство 

0

0

2 2 2 2 2 2 2 2 222 2

2 22 2 2 22
, , ,

1 ( ) ( ) (1 )( )

( ( ) (0) , ),

q q
r

q

q

r s

p u p u p u
r

c A u p u u p  

      

  





      

  

 (2.1.8) 

где постоянная 0c   не зависит от 1, , ; n
r p R    и функции ( )u t . 

Здесь норма 
0

2

, ,
,

s
u p

 
  определена в (1.6.39). 

 Доказательство. Умножим равенство (2.1.3) скалярно в 1
2( )L R  на 

функцию 
2 2 2( ) ( )

q

p u t   ,  получим неравенство 

0
2 2 2 22 2 ( )2 2

, ,

2 2 2 2 22 2

2 2 2
, ,

Re( ( , , ) ,( ) ) ( ) Re( ( , , , ) , )

(1 ) ( ) Re( , )( )

( ) Re( ( , , , , ) , ).

q q

r q

t t

q q

t

q

p t t

p D u p u p K p t D u u
r

p u u u p

p A p t D u u

 

 

     

    

  

 



     

     

   
 (2.1.9) 
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Из (2.1.4) и равенства (3) получим оценку 

0
0

2 2 2 2 22 2 2
,Re( ( , , ) ,( ) ) ( ) .

q q
r

r

t
p D u p u c p u

r r


   


      (2.1.10) 

Из условия 2 и теоремы 1.6.8 получим неравенство 

0

2 2( )
, 0 1, , , ,

2
Re( ( , , , ) ( ), ( )) , , ,q

qt s
K p t D u t u t c u p c u p    

  
                    

(2.1.11) 

где 1
0s R  - любое число. Здесь 0 10,  0c c   - некоторые константы. 

 Используя неравенство Коши - Буняковского, получим 

22 2 2 2 222
, , ,

1( ( , , , , ) , ( ) ) ( )
q

q

r t t r
A p t D u p u p u A u      


     

    
(2.1.12) 

для любого 0  . 

Применим неравенства (2.1.10), (2.1.11), (2.1.12) и равенство 

21Re( , ) (0)
2t

u u u    в (2.1.9). Получим неравенство.  

0

0

2 22 2 2 2 222 2
0 1, , , ,

2

2 2 2 2 2 22 2

22 2 22
,

( ) ( ) ( , , )

1(1 ) ( ) (0) ( )
2

1( ) .

q q
r

q
s

q q

q

p

c p u p c u p c u p
r

p u u p

p u A u

   



   

    

 






    

     

  

 

Выбирая в последнем неравенстве число 0   достаточно малым, получим 

неравенство  (2.1.8). 

 Следствие 2.1.1. Пусть выполнены условия леммы 2.1.1. Тогда при

1 2r r , где 2 0r   - достаточно большое число, для любой функции 

1
0( ) ( )u t C R


  справедливо неравенство 

0

1

2 2 2 2 2 2 2 2 222 2

22 2 2 2 2 2,2 2
1 ,

( ) ( ) (1 )( )

( ) ( ( ) (0) ).

q q
r

q

q q

r

r

p u p u p u
r

r p u c A u p u

      

   





      

   

(2.1.13) 

 Доказательство. Повторяя доказательство леммы 2.1.1, выводим 

оценку  
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0

1

0

2 2 2 2 2 2 2 2 222 2

22 2 2 2 2 2, 22 2
1 , , ,

( ) ( ) (1 )( )

( ) ( ( ) (0) , ).

q q
r

q

q q

r

r s

p u p u p u
r

r p u c A u p u u p  

      

    





      

    

 

Так как 1
0s R  - произвольное число, то выбирая 0 0s  , получим из 

последнего неравенства оценку 

0

1

2 2 2 2 2 2 2 2 222 2

22 2 2 2 2 2 2,22 2
1 ,

( ) ( ) (1 )( )

( ) ( ( ) (0) ).

q q
r

q

q q

r

r

p u p u p u
r

r p u c u c A u p u

      

    





      

    

 

 Учитывая, что [0,1]  и выбирая 1 2r c , получим из этой оценки 

оценку (2.1.13). 

 Лемма 2.1.2. Пусть выполнены условия леммы 2.1.1. Тогда для любой 

функции 1
0( ) ( )u t C R


  и любого 1
0s R  справедливы оценки 

0
0 0

0

0

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2
2

2 22 2 2
1 , , , ,

1 1( ) ( ) (1 )( )

1( ( , , , , ) ( ) (0) , ),

q
r

r r

r

r t t s

p u p u p u
r r r

c A p t D u p u u p
r r

   

   

 





      

   
(2.1.14) 

0

0

2 2 2 2 2 2 222

2 22
2 , , , ,

1 (1 )( ) (1 )( ) (1 )

( ( , , , , ) (1 ) (0) (1 ) , ),

q

r

r t t s

p u p u u
r

c A p t D u u u p   

     

   

       

    
 (2.1.15) 

где постоянные 1 20, 0c c   не зависят от [0,1], 1,2,...r  , 1n
R  , ( )u t . 

 Доказательство. Умножим равенство (2.1.3) скалярно в 1
2( )L R  на 

функцию 
2 21 ( ) ( )l

p u t
r

  , получим 
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0
2 22

,2

2 2 ( )
,

2 2 2 2 2

2 2
, ,

1 Re( ( , , ) ,( ) )

( ) Re( ( , , ) , )

1 1(1 ) ( ) Re( , )( )

1 ( ) Re( ( , , , , ) , ).

r l

t

l q

t

l l

t

l

p t t

p D u p u
r

p K t D u u
r

p u u u p
r r

p A p t D u u
r





 

 

  

  

 







   

  

     

   

                               (2.1.16) 

Из (2.1.4) и равенства (3) получим оценку 

0 0
2 2 2 22

,2 2
1 1Re( ( , , ) ,( ) ) (1 ) .r r ll

t
p D u p u c u

r r
   

                           (2.1.17) 

Из условия 2 и теоремы 1.6.8 получим неравенство 

0

2 2( )
, 0 1, , , ,

2
Re( ( , , , ) ( ), ( )) , , ,q

qt s
K p t D u t u t c u p c u p    

           (2.1.18) 

где 1
0s R  - любое число. Здесь 0 10,  0c c   - некоторые константы. 

 Используя неравенство Коши - Буняковского, получим 

22 2 22
, , ,2

1 1 1( ( , , , , ) , (1 ) ) (1 )l l

r t t r
A p t D u u u A u

r r
     


               (2.1.19) 

для любого 0  . 

Применим неравенства (2.1.17), (2.1.18), (2.1.19)  и равенство 

21Re( , ) (0)
2t

u u u    в (2.1.16). Получим неравенство.  

0

0

2 22 2 2 2 2
0 12 , , , ,

2

2 2 2 2 2 2

22 2 22
,2

1 ( ) ( ) ( , , )

1 1 1(1 ) ( ) (0) ( )
2

1 1( ) .

r l l
q

s

l r

l

r

c p u p c u p c u p
r r

p u u p
r r

p u A u
r

   



 

  

 






    

     

  

 

Выбирая в последнем неравенстве число 0   достаточно малым и 0r r , 

получим неравенство  (2.1.14). 

Умножим теперь (2.1.3) скалярно  в 1
2( )L R  на функцию (1 ) ( )u t  , 

получим 
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02 ( )
, ,

22

, ,

1 Re( ( , , ) , ) (1 )Re( ( , , , ) , )

(1 ) (1 )Re( , )

(1 )Re( ( , , , , ) , ).

r q

t t

t

r t t

p D u u K p t D u u
p

u u u

A p t D u u

 

 

    

 

 

 




    

    

   

            (2.1.20) 

Из (2.1.4) и равенства (3) получим оценку 

0 0
2 2 22

,
1 1Re( ( , , ) , ) ( ) .r r

t
p D u u c p u

r r


  

 
                                   (2.1.21) 

Из условия 2 и теоремы 1.6.8 выводим неравенство 

0

22( )
, 0 1, , , ,2

Re( ( , , , ) ( ), ( )) , , ,q
qt s

K p t D u t u t c u p c u p    
              (2.1.22) 

где 1
0s R  - любое число. Здесь 0 10,  0c c   - некоторые константы. 

 Используя неравенство Коши - Буняковского, получим 
222

, , ,
1( ( , , , , ) ,(1 ) ) (1 )

r t t p
A p t D u u u A u     


                         (2.1.23) 

 для любого 0  . 

Применим неравенства (2.1.21), (2.1.22), (2.1.23)  и равенство 

21Re( , ) (0)
2t

u u u    в (2.1.20). Получим неравенство.  

0

0

2 22 2
0 1, , , ,

2

22 2 22 2
,

1 (1 ) (1 )( , , )

1 1(1 ) (1 ) (0) (1 ) .
2

r
q

s

p

c u c u p c u p
r

u u u A u

   



   

   





    

      
 

Выбирая в последнем неравенстве число 0   достаточно малым, получим 

неравенство  (2.1.15). 

 Следствие 2.1.2. При выполнении условий леммы 2.1.1 для любого 

1
0s R  и любой функции 1

0( ) ( )u t C R


  справедлива оценка 

0

22
, ,

22 2 2 22
, ,

( ( , , , , )

( ) (0) (1 ) (0) , ),

r t t

q

s

u c A p t D u

p u u u p

 

 



  

 

  
                                    

(2.1.24) 

где [0,1], 1,2,...r  , постоянная 0c   не зависит от , , , ,p r u  . 



82 
 

 

 Для доказательства достаточно почленно сложить неравенства (2.1.8) и 

(2.1.15) и воспользоваться неравенством 2 2 1(1 )
2

    , справедливым при

[0,1] . 

 Следствие 2.1.3. Пусть выполнены условия леммы 2.1.1. Тогда для 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


 при 1 2r r , где 2 0r   - достаточно большое 

число, справедливы оценки 

0
0 0

01

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2
2

2 2 2 2,
1 , ,

1 1( ) ( ) (1 )( )

1( ( , , , , ) ( ) (0) ),

q
r

r r

rr

r t t

p u p u p u
r r r

c A p t D u p u
r

 

   

 





      

  
      

(2.1.25) 

0
2 2 2 2 2 2 2221 (1 )( ) (1 )( ) (1 )

q

r
p u p u u

r
            

1
2 2,

2 , ,( ( , , , , ) (1 ) (0) ),r

r t t
c A p t D u u                  (2.1.26) 

где постоянные 1 20, 0c c   не зависят от [0,1], 1,2,...r  , 1n
R  , ( )u t . 

 Доказательство. Умножим (2.1.7) в 1
2( )L R  на функцию 

2 21 ( ) ( )l
p u t

r
  , получим 

1
2 2 2,

, , ,

2 2( )
, 1

1 1( ( , , , , ) , ( ) ( )) ( ( , , )

1( , , , ) (1 ) , ( ) ( )),

orr l

r t t t

q l

t t

A p t D u p u t p D u
r r

K p t D u u u ru p u t
r

  



  

   






     

       
 

Из (2.1.4) и равенства (3) получим оценку 

0 0
2 2 2 2 22

,2 2
1 1Re( ( , , ) ,( ) ) ( ) .r r ll

t
p D u p u c p u

r r
   

      

Повторяя доказательство леммы 2.1.2, выводим оценку 

0

1

0

2 2 2 2 2 2 2 22
2

22 2 2 2 2 2,
1 , , ,

1 1 1( ) ( ) (1 )(1 )

1 1 1( ) ( ( ) (0) , ).

q
l

r l l

rl l

p s

p u p u u
r r r

r p u c A u p u u p
r r r
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Так как 1
0s R  - произвольное число, то выбирая 0 0s  , получим из 

последнего неравенства оценку 

0

1

2 2 2 2 2 2 2 2 22
2

22 2 2 2 2,
1 ,

1 1 1( ) ( ) (1 )( )

1 1 1(1 ) ( (1 ) (0) ).

q
l

r l l

rl l

r

p u p u p u
r r r

r u c u c A u u
r r r



    

  





      

    
 

 Учитывая, что [0,1]  и выбирая 1 2r c , получим из этой оценки 

оценку (2.1.25). 

Умножим (2.1.7)  скалярно в 1
2( )L R  на функцию (1 ) ( )u t  , получим 

0

1

2 ( )
, ,

22
1

,
, ,

1 Re( ( , , ) , ) (1 )Re( ( , , , ) , )

(1 ) (1 )Re( , ) (1 ) Re( , )

(1 )Re( ( , , , , ) , ).

r q

t t

t

r

p t t

p D u u K p t D u u
r

u u u r u u

A p t D u u

 

 

    

  

 

 




    

      

   

 

Из (2.1.4) и равенства (3) получим оценку 

0 0
2 2 22

,
1 1Re( ( , , ) , ) ( ) .r r

t
p D u u c p u

r r


  

 
      

Повторяя доказательство леммы 2.1.2, выводим оценку 

0

1

0

2 2 2 2 2 2 222

22 2,
1 , , ,

1 ( ) (1 )( ) (1 )

(1 ) ( (1 ) (0) (1 ) , ).

q

r

r

p s

p u p u u
r

r u c A u u u p  

     

   


      

     
 

Так как 1
0s R  - произвольное число, то выбирая 0 0s  , получим из 

последнего неравенства оценку 

0

1

2 2 2 2 2 2 222

22 2 2,
1 ,

1 ( ) (1 )( ) (1 )

(1 ) (1 ) ( (1 ) (0) ).

q

r

r

r

p u p u u
r

r u c u c A u u

     

   


      

     
 

 Учитывая, что [0,1]  и выбирая 1 2r c , получим из этой оценки 

оценку (2.1.26). 
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 Следствие 2.1.4. При выполнении условий леммы 2.1.1 для любой 

функции 1
0( ) ( )u t C R


  при 1 2r r , где 2 0r   - достаточно большое число, 

справедлива оценка 

1
22 2 2 2 2, 2

, ,( ( , , , , ) ( ) (0) (1 ) (0)
q

r

r t t
u c A p t D u p u u        , 

где [0,1], 1,2,...r  , постоянная 0c   не зависит от , , , ,r p u  . 

       Доказательство. Для доказательства достаточно почленно сложить 

неравенства (2.1.14) и (2.1.26) и воспользоваться неравенством 

2 2 1(1 )
2

   
  
при [0,1] . 

 Лемма 2.1.3. Пусть 1[0,1], 1,2,..., n
r R     . Пусть выполнено 

условие 1  и функции ( , , , )p t    удовлетворяют условию 2. Тогда для 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  и любого 0   справедливо неравенство 

0

2 2 22
, , , , , ,

2 2
, , (1 ) ,q q

r q
u p u p u p

r      

  


     

0

22 2 2 22
, ,

22 2
1 , ,

( )( ( , , , , ) ( ) (0)

(1 ) (0) ) , .

q

t p t t

s

u c A p t D u p u

u c u p

 

 

    

 

    

 
         

(2.1.27) 

Здесь постоянная ( ) 0c    не зависит от , , ,p u  ; постоянная 1 0c   не 

зависит от , , , , ,r p u   ; 1
0s R  - любое число. 

       Доказательство. Умножим скалярно в 1
2( )L R  равенство (2.1.3) на 

функцию ,( , , )q

t
p D u  . Получим

02
, ,

2
, ,

( )
, ,

, , ,

Re( ( , , ) , ( , , ) )

Re( ( , , , ) , ( , , ) )

(1 )Re( , ( , , ) ) Re( , ( , , ) )

Re( ( , , , , ) , ( ,, , ) ).

r q

t t

q q

t t

q q

t t t

q

p t t t

p D u p D u
r

K p t D u p D u

u p D u u p D u

A p t D u p D u

 

 

 

  

  

  

    

  

 

 

 




  

  

      

  

                    (2.1.28) 

 С помощью неравенства (2.1.25) и равенства (3) находим оценку 
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.                                                    (2.1.29) 

Если обозначить через 
1,

2
q

M
  коммутатор операторов t

  и 2
,( , , )

q

t
p D , то с 

помощью теорем 5 и 6 получим  

2 2 2 2
, 1,

2

1Re( , ( , , ) ) ( ) (0) Re( , ).
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q q

q

t t q
u p D u p u M u u     

      
    

(2.1.30) 

Используя теорему 1.2.1, получим 
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где 1 ,( , , , )
t

K p t D  - коммутатор операторов ( )
,( , , , )q

t
K p t D  и 2

,( , , )
q

t
p D . 

В силу теоремы 1.2.1 1 ,( , , )
t

K t D  - есть весовой псевдодифференциальный 

оператор с символом из класса 
3 1
2
, ( )
q

p
S


 . 

 Используя в последнем равенстве теорему 1.6.8, получим 

0

22 ( ) 2
, , , ,

22 2 2
1 1 , ,, ,

Re( ( , , , ) , ( , , ) ) ,

, ( ( , , , ) , ( , , ) ) .

q q
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K p t D u p D u c u p

c u p K p t D u p D u

   

  

   

   

 



  

  
                         (2.1.31) 

 Используя (2.1.29) – (2.1.31) в левой части равенства (2.1.20), получим 

оценку 
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          (2.1.32) 
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Используя неравенство Коши-Буняковского, выводим с помощью теоремы 3 

и неравенства 1 2( ) ( )j j
c   , где 1 20 j j  , 1,R  следующую оценку 

22 22 22
, ,1,

2

( , ) ( , ) ( )
q

q t q
M u u u u p c u

 
    

     .                  (2.1.33) 

Здесь 0, 0c    - некоторые константы. 

 Так как символ весового псевдодифференциального оператора 

1 ,( , , , )
t

K p t D  принадлежит классу 
3 1
2
, ( )
q

p
S


 , то используя теорему 1.3.2 и 

неравенство Коши - Буняковского, получим 

22 22
1 , , , ,

2 2 22
1 , , ,, ,

2
2

2 2 22 2
1 11, , , ,

( ( , , , ) , ( , , ) ,

( , , , ) ,
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q

t t q
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q q

K p t D u p D u u p

K p t D u u p

c
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         (2.1.34) 

 С помощью неравенства Коши - Буняковского, получим  
222

, , , ,, ,

1( ( , , , , ) , ( , , ) ) , .q

r t t t rq
A p t D u p D u u p A u    

   


 
     

 Используя неравенства (2.1.33) – (2.1.34) выводим из (2.1.32) 

неравенство (2.1.27). 

 Следствие 2.1.5. Пусть выполнены условия леммы 2.1.3. Тогда для 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  и любого числа  0   при 1 2r r , где 2 0r   - 

достаточно большое число, справедливо неравенство

0

1

2 2 22
, , , , , ,

2 2

22 2 2 2, 2
, ,

, , (1 ) ,

( )( ( , , , , ) (1 ) (0) (1 ) (0) ),

q q
r q

q

r

t r t t

u p u p u p
r

u c A p t D u u u

     

 

  

    





   

       

(2.1.35)

где константа ( ) 0c    не зависит от , , ,p u  . 

 Доказательство. Умножим скалярно в 1
2( )L R  тождество (2.1.7) на 

функцию ,( , , )q

t
p D u  . Получим 
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 С помощью неравенства (2.1.25) и равенства (3) находим оценку 

0

0

2 22
, , , ,

2 2
Re( , ) (1 )Re( , ) ( , (1 ) , )r q q

q q
r

u u u u c u p u p
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        .  

Если обозначить через 
1,

2
q

M
  коммутатор операторов t

  и 2
,( , , )

q

t
p D , то с 

помощью теорем 5 и 6 получим  

2 2 2 2
, 1,

2

1Re( , ( , , ) ) ( ) (0) Re( , ).
2

q q

q

t t q
u p D u p u M u u     

          

Используя теорему 1.2.1, получим 

2 ( ) 2 ( )2
, , , ,
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, , , ,

2 2
1 , ,
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где 1 ,( , , , )
t

K p t D  - коммутатор операторов ( )
,( , , , )q

t
K p t D  и 2

,( , , )
q

t
p D . 

В силу теоремы 1.2.1 1 ,( , , , )
t

K p t D  - есть весовой псевдодифференциальный 

оператор с символом из класса 
3 1
2
, ( )
q

p
S


 . 

 Используя в последнем равенстве теорему 1.6.8, получим 

0

2 22 ( ) 2 2
, , 1, , , ,

2 2
1 , ,

Re( ( , , , ) , ( , , ) ) , ,

( ( , , , ) , ( , , ) ) .
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 Используя (2.1.29) – (2.1.31) в левой части равенства (2.1.28), получим 

оценку 
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Используя неравенство Коши-Буняковского, получим с помощью теоремы 3 

и неравенства 1 2( ) ( )j j
c   , где 1 20 j j  , 1

R  , следующую оценку  

22 22 22
, ,1,

2

( , ) ( , ) ( )
q

q t q
M u u u u p c u

 
    

     .  

Здесь 0, ( ) 0c   - некоторые константы.   

 Так как символ весового псевдодифференциального оператора 

1 ,( , , , )
t

K p t D  принадлежит классу 
3 1
2
, ( )
q

p
S


 , то используя теорему 1.3.2 и 

неравенство Коши - Буняковского, получим 
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 С помощью неравенства Коши - Буняковского, получим оценку 
222

, , , ,, ,

1( ( , , , , ) , ( , , ) ) , .q

r t t t rq
A p t D u p D u u p A u    

   


 
     

 Аналогично доказательству  леммы 2.1.3 для оператора 1,
,
r

p
A 

 , 

определенного в (2.1.7), получим оценку 
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где 1
0s R  - любое число. 

 Полагая 0 0s   и выбирая в этом неравенстве 1r  так, чтобы 1 12r c , 

получим искомую оценку (2.1.35). 

 Лемма 2.1.4. При выполнении условий леммы 2.1.3 для любого 0   и 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  справедлива оценка 
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1( )( ( , , , , ) ( ) (0)

( ) (0) (1 ) (0) ) , .

q
r r r

r

t p t t

q

s

u p u p u p
r r p

u c A p t D u p u
r

p u u c u p
r

     

 

 

 

   

  






  

    

  

 (2.1.36) 

 Доказательство. Умножим скалярно в 1
2( )L R  тождество (2.1.3) на 

функцию 02
,

1 ( , , ) ( )r

t
p D u t

r
 , получим 
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(2.1.37) 

С помощью неравенства (2.1.25) и равенства (3) находим оценку 

0 0 0

0 0

2 22 2 2
2 2 2 , , , ,

1 1 1 1Re( , ) (1 )Re( , ) ( , (1 ) , )r r r

r r
u u u u c u p u p

r r r r   
           .

 Если обозначить через 
1,

2
q

M
  коммутатор операторов t

  и 2
,( , , )

q

t
p D , 

то с помощью теорем 5 и 6 получим  

0 0 0

0

2 22
, 1,

1 1 1 1Re( , ( , , ) ) ( ) (0) Re( , ).
2

r r r

t t r
u p D u p u M u u

r r r
  

          

Используя теорему 1.2.1, получим 
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где 1 ,( , , , )
t

K p t D  - коммутатор операторов ( )
,( , , , )q

t
K p t D  и 0

,( , , )r

t
p D . 

В силу теоремы 1.2.1 1 ,( , , , )
t

K p t D  - есть весовой псевдодифференциальный 

оператор с символом из класса 
3 1
2
, ( )
q

p
S


 . 

 Используя в последнем равенстве теорему 1.6.8, получим 
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 Используя последние неравенства в левой части равенства (2.1.37), 

получим оценку 
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Используя неравенство Коши-Буняковского, получим с помощью теоремы 3 

и неравенства 1 2( ) ( )j j
c   , где 1 20 j j  , 1,R  оценку 

0

0

22 2
1, , ,

1 ( , ) ( , ) ( )r

r t q
M u u u u p c u

r r r 

  
     .  

 Здесь 0, ( ) 0c   - некоторые константы.   
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 Так как символ весового псевдодифференциального оператора 

1 ,( , , , )
t

K p t D  принадлежит классу 
3 1
2
, ( )
q

p
S


 , то используя теорему 1.3.2 и 

неравенство Коши - Буняковского, получим 
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 С помощью неравенства Коши - Буняковского, выводим оценку 

0
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A p t D u p D u u p A u

r r r
    

  


 
     

 Повторяя доказательство леммы 2.1.3, получим оценку (2.1.36). 

 Следствие 2.1.6. Пусть выполнены условия леммы 2.1.3. Тогда для 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  и любого числа 0    при 1 2r r , где 2 0r   - 

достаточно большое число, справедливо неравенство

0 0 0
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       (2.1.38) 

Доказательство следствия 2.1.6 аналогично доказательству следствия 2.1.4. 

 Лемма 2.1.5. Пусть выполнены условия леммы 2.1.3. Тогда для любой 

функции 1
0( ) ( )u t C R


  справедлива оценка 

22 2 2 22
, ,{ ( , , , , ) ( ) (0)

q

t r t t
u c A p t D u p u        

0

0

22 2 2 2 2
, ,

1 ( ) (0) (1 ) (0) , ( (1 ) )},r

s
p u u u p

r r 

           (2.1.39) 

где константа 0c   не зависит от , , , ,r p u  . Здесь 1
0s R  - любое число. 

 Доказательство. Из (2.1.5) получим оценку 
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         .(2.1.40) 

Применяя в правой части этого неравенства оценки (2.1.31), (2.1.27), (2.1.24) 

и выбирая 0   достаточно малым, получим неравенство (2.1.39). 

 Следствие 2.1.7. Пусть выполнены условия леммы 2.1.3. Тогда для 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  и любого числа 0   при 1 2r r , где 2 0r   - 

достаточно большое число, справедливо неравенство 
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    (2.1.41) 

 Доказательство. Из (2.1.7) получим оценку 
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Применяя в правой части этого неравенства следствия 2.1.3 – 2.1.7 и выбирая 

0   достаточно малым, получим оценку (2.1.41). 

 Лемма 2.1.6. Пусть 11,2,..., [0,1], 1,2,..., n
s r R     

{ , arg , 0}
2

p Q p C p p


     . Пусть выполнено условие 1 . Пусть 

функции ( , , , )p t    удовлетворяют условию 2. Тогда для любой функции 

1
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             (2.1.42) 
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       (2.1.43) 

где  



93 
 

 

0
2 21( , , , ) ( ) ( ,0, ,0) (1 ),r

r p p p
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                    (2.1.44) 

операторы ,r
A 

 , 1,
,
r

r
A 

  определены в (2.1.3), (2.1.7), ,j q
M

 - коммутатор 

операторов j

t
  и ( )

,( , , )q

t
K t D , 

0,2j r
M

 - коммутатор операторов j

t
  и 

02
,( , )r

t
D . 

Доказательство проведем методом математической индукции. При 1s   из 

тождества (2.1.3) находим 

0
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2
, 0
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Отсюда и из теоремы 5 получаем формулу (2.1.43) при 1s  . 

 Предположим, что формула (2.1.43) справедлива при некотором 0 1s   и 

докажем справедливость (2.1.43) при 0 1s s  . Продифференцировав 

тождество (2.1.3) 0s  раз по 0t  , получим 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 ( )
, ,0 0

2
, , ,20 0 0

(0) ( , , , )
1 1( , ) (1 ) (0) ,

s s sq

t t p t tt t

r s s

t t t s q s rt t t

u A u K p t D u

D u u M u M u
r r

 



 

  

 
 

 
   

     

       
 

где 
0 0 0, ,2( )

s q s r
M M

   коммутатор операторов 0s

t
 и ( )q

K  ( 0s

t
 и 02r

 ). 

 Применив в правой части последнего равенства теорему 5, находим 
0 0 0

0 0 0

1
, 0 0

, ,20 0

(0) ( , , , )
1 ,

s s s

t t r tt t

s q s rt t

u A u r p u

M u M u
r

   



 
 

 
 

     

 
           (2.1.45) 

где функция ( , , , )r p    определена в (2.1.44). 

 Если во втором слагаемом правой части (2.1.45) использовать формулу 

(2.1.43), справедливую при 0s s  по предположению индукции, то получим 

равенство (2.1.43) и для 0 1s s  . 

 Рассмотрим операторы 

02
, , , ,

1( , ) ( , ) ( , ) (1 )r q

r t t t
Ф D D D I

r
              ,           (2.1.46) 
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и обозначим 

, ( ,0) ( , , ) ,
r
Ф r I             (2.1.47) 

0

2[ / ] 2

, , , 2 , ,
1 0

1{ (( ) ,
s q l

l j

s r tj s r j ql
l j

N u u p
r

   



 
 

    

12 22 2 2
( ), , , ,

, (1 ) , )} .j l j j l j

t ts q l j s ql
u p u p

   
  

  
                (2.1.48) 

  Лемма 2.1.7. Пусть 1s q   - действительное число 

1[0,1], 1,2,..., n
r R     , { , arg , 0}

2
p Q p C p p


      Пусть 

выполнено условие 1  и функции ( , , , )p t    удовлетворяют условию 2. 

Тогда для любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  и любого 0   справедливо 

неравенство 
[ / ] 22 2 2

, , ,
1

[ / ] 22 2
1 , , , , ,2

0
[ / ]

2 2 22 1

1

( ) ( , , ) (0)

1( ) ( ) ( ( , , , )

( ) ( , , ) (0) ),

s q
s ql l

t s q r

l

s q
i

t s r r t

i

s q
s ql l

l

p r u N u

c u c N A p t D u
r

p r u

 

   

    

  

   










 



   

    

 







          (2.1.49) 

где постоянная ( ) 0c    не зависит от , , , ,r p u  , а постоянная 0c   не 

зависит от , , , ,p u   . 

Здесь операторы , , ,( , , ),
s r

r N      определены в (2.1.47) – (2.1.48). 

 Доказательство. Используя лемму 2.1.3, получим оценку 
[ / ] 22 2

1
( ) ( , , , ) (0)

s q
s ql l

t

l

p r p u   



    

0

[ / ] 22 2 2

1
1 22 1

, 0
0

22 22

1,2 1,0 0
0

( ) ( , , , ){ ( , , ) (0)

( , , )

1( , , ) ( )},

s q
s ql l

l

l
j l j

t r t
j

l
j

l j r l j qt t
j

c p r p r u

r A u

r M u M u
r



      

  

   







  

 



 

     


  

  

 







                           (2.1.50) 
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где операторы 
01,2 1,,

l j r l j q
M M

 
    определены в лемме 2.1.6. 

 С помощью теоремы 6 получим, что 

0

0 0

2
2

1,2 1,0 0

1,2 1,2 1, 1,

1

1 12Re( , ) 2Re( , ),

l j r l j qt t

t l j r l j r t l j q l j q

M u M u
r

M u M u M u M u
r r



 

 
    

   
       

 

    

      (2.1.51) 

21 1
, , ,0

2Re( , ).l j l j l j

t r t r t rt
A u A u A u  

       


              (2.1.52) 

 Из (2.1.52) с помощью неравенства Коши - Буняковского получим 

неравенство 

[ ]
1 222 2 1

, 0
1 0

[ ]
1 22 2 2

,
1 0

22 22 1 1
,

2
, , , , ,

( ) ( , , ) ( , , , )

{( ) ( , , , )

( , , )( ) }

( , , , , ) .

s

q l
s ql j l j

t r t
l j

s

q l
s ql j l j

t r

l j

j s ql l j

t r

s r r t t

p r r p A u

c p r p A u

r p A u

N A p t D u







   

      

   

   




   

 
 


  

 

    



  

   

   

 



       (2.1.53) 

 Аналогично, из (2.1.51) получим оценку 

0

[ ]
1 22 2

1 0

2
2

1,2 1,0 0

( ) ( , , ) ( , , )

1( )

s

q l
s ql j

l j

l j r l j qt t

I p r r

M u M u
r

      







 

 
    

  

  


 

0

0

[ ] 21 22 22
1,2 1,

1 0

2
22 22( 1)

1,2 1,

1{ ( , , )( ) ( )

1( , , )( ) ( )}.

s

q l
j s ql

t l j r t l j q

l j

j s ql

l j r l j q

c r p M u M u
r

r p M u M u
p

    

    


  

   
 

   
   

     

  


   

Учитывая, что 1
1, , 1,

l j

t l j q l j q q t
M M M

    
       и 

0 0 0

1
1,2 ,2 1,2

l j

t l j r l j r r t
M M M

    
      , 

выводим из последнего неравенства оценку 
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0

0

0

[ ] 21

, , ,2
1 0 , ,

2
21

, 1,2 , , , ,
, ,

2
21 1

, 1, , 1,2, ,
, ,

1
, 1,

1{ ( , ) ,

1 , ,

1, ,

s

q l
j

r t l j r

l j s ql

j l j j

r r t r l j q s ql
s ql

j l j j

r q t r l j rs ql
s ql

j

r l j q

I c Ф D M u p
r

Ф M u p Ф M u p
r

Ф M u p Ф M u p
r

Ф M

 
 

   
 

  
 















  

   
 



    
 



 
 

 

   

   





2

, ,
, }.

s ql
u p

 

 

Используя в этом неравенстве следствие 1.4.3, получим оценку 

0

[ ]
1 22 2

1 0

2
2

1,2 1,0 0

[ ]
22 2

, , , 2
1

( ) ( , , ) ( , , , )

1( )

1( ) ( ) .

s

q l
s ql j

l j

l j r l j qt t

s

q
i

s q r t

i

p r r p

M u M u
r

N u c u
r

 

      



  





 

 
    




 

  

   





    (2.1.54) 

 Применяя оценки (2.1.54) и (2.1.53) в правой части неравенства (2.1.50), 

выводим оценку (2.1.49). 

 

2.2. Доказательство априорных оценок решений задачи Дирихле для 

вырождающихся псевдодифференциальных уравнений с переменным по

t  символом, зависящем от комплексного параметра 

 Лемма 2.2.1. Пусть   10,1 , 1,2..., , 0n
r R s      ,

{ , arg , 0}
2

p Q p C p p


     . Пусть выполнено  

условие 1  и функции ( , , , )p t    удовлетворяют условию 2. Тогда для 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  справедливо неравенство 
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0

2
, , ,

2 2
, ,

22
, ,

( ( , , , , ) ( , , ) (0)

( (1 )) , ),

q r

r t t

s

N u

c A p t D u r u

u p
r

 

 

 

   

  





  

   

(2.2.1) 

где постоянная 0c   не зависит от 1
0, , , , ( ),r p v u t s R  -любое 

действительное число. 

 Доказательство. Сложим почленно неравенства (2.1.27), (2.1.36), 

(2.1.39) , получим

0 0 0

0

0

0

0

2 2 2 2 22
2, , , , , , 2 , , , ,

2 2 2

22 2 2 2 22
, ,, ,

22 2 2 2 2
1 ,

2
1 , ,

1, , (1 ) , , ,

1 , ( ){ ( , , , , ) ( ) (0)

1 ( ) (0) (1 ) (0) ) ,

,

q q q
r q r r

q

t r t tr

r

s

s

u p u p u p u p u p
r r r

u p u c A p t D u p u
r

p u u c u p
r

c u p
r

         

  



 

  

    

  



 



     


     

   

 
0

2 2
, ,

, ( (1 ) )}.
s

u p
r 

      

 

Выберем  число 0   достаточно малым, получим          

0

0

2
2 22 2

, , , 2 , , ( ), ,
0

22 22
, ,, ,

22
, ,

1(( ) , ,

(1 ) , ) ( ( , , , ) ( , , ) (0)

( (1 )) , .

l
l j j l j

q r t tj q r j ql q q l j
j

j l j

t r t tq ql

s

N u u p u p
r

u p c A t D u r u

u p
r

     

  

 



    

  

 

   


 



    

     

  



 

 Следствие 2.2.1. Пусть выполнены условия леммы 2.2.1. Тогда для 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


  при 1 2r r , где 2 0r   - достаточно большое 

число, справедливо неравенство 

 1
2 2,2

, , , , ,( , , , , ) ( , , ) (0) ,r

q r r t t
N u c A p t D r u            (2.2.2) 

где постоянная 0c   не зависит от , , ,p v u . 

 Доказательство. Сложим почленно неравенства (2.1.35), (2.1.38), 

(2.1.41) , получим 
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0 0 0

1

0

0

2 2 2 2 22
2, , , , , , 2 , , , ,

2 2 2

22 2 2 2 2, 2
, ,, ,

2 2 2 2

1, , (1 ) , , ,

1 , ( ){ ( , , , , ) ( ) (0)

1 ( ) (0) (1 ) (0) )}

q q q
r q r r

q

r

t p t tr

r

u p u p u p u p u p
r r r

u p u c A p t D u p u
r

p u u
r

         

  

  

    

 

 



     


     

 

 

Выберем  число 0   достаточно малым, получим           

 
0

2
2 22 2

, , , 2 , , ( ), ,
0

22 22
, ,, ,

1(( ) , ,

(1 ) , ) ( , , , , ) ( , , ) (0) .

l
l j j l j

q r t tj q r j ql q q l j
j

j l j

t r t tq ql

N u u p u p
r

u p c A p t D u r u

     

  



    

 

   


 



    

    


 

 Лемма 2.2.2. При выполнении условий леммы 2.2.1 для любой 

функции 1
0( ) ( )u t C R


  справедливо неравенство 



1

2 2
, , , , , , , ,

[ / ] [ / ] 22 2 22 1
, ,

1 0

( , , , )

( ) ( , , ) (0) , ,

s q r s r r t

s q s q
s ql l l

t s
l l

N u c N A p t D u

p r u u p

     

 



   




 

 




   


 

   (2.2.3) 

где 1
1s R  - любое действительное число, 0s   - действительное число. 

 Доказательство. Применим неравенство (2.2.1) к функции  

, , ,( , ) ( , ) ( )s ql j l j

t r t t
D Ф D u t    

  , где операторы ,,s ql

r
Ф 

  определены 

соответственно в (2.1.4) и (2.1.45). Получим оценку 
[ / ] 2

, , , , ,
1 0

[ / ] 22

, , , ,
1 0

2

, 0

[ / ]

,
1 0

{ ( , ) ( , ) ( , )

( , ) } {

( , , )

( , , )

s q l
s ql j l j

r t t r t t

l j

s q l
s ql j l j s ql j l j

t t r t p r t

l j

s ql j l j

r t t

s q l
s ql j

r

l j

Ф D D Ф D u

D Ф u c A Ф u

r Ф u

r Ф

    

   





  



  

  

 


 

    
 

 

 
 




 

  

      

  

 






0

2

, ,
, },l j

t s
u p

 



             (2.2.4) 

где 1
0s R  - любое число. 
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Прокоммутируем операторы , ,( , , , )
r t

A p t D   и ,
s ql j l j

r t
Ф 

 
  , получим 

0

, ,

, , , , 2 1, ,
1 ,

s ql j l j

r r t

s ql j l j l j

r t r l j q l j r s ql j t
r

 

  

  


     
   

    

            
 

                           (2.2.5) 

где ,j q

 , 
0,2j r

 , 1, ,s ql j  коммутаторы соответственно операторов j

t
  и ( )q

 ; j

t
  и 

2r

 ; t
  и ,

s ql j

r 


  . 

 Используя равенство  
2 22 2

, 0
( ) ( , , ) (0)s ql j l j s ql j l j

r t tt
u p r u       

 
                                      (2.2.6) 

в правой части неравенства (2.2.4), получим неравенство 

0

2 2
, , , , , , , ,

[ / ] 22 2 2 1

1 0

2 22
1, , , , , ,

2

, ,2 ,2 , ,

{ ( , , , , )

( ( ) ( , , ) (0)

,

1 , ( , , )
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s q l
s ql l l j
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s ql

N u c N A p t D u
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M u Ф M u p
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1

0

, ,

[ ]

, , ,
1 0

, )

( , , ) , }.

j

s ql

sq l
s ql j l j

r t s
l j

u p

r u p

 

  
  





 

 



   

  (2.2.7) 

Оценим нормы коммутаторов в правой части неравенства (2.2.7). С помощью 

следствия 1.4.3 получим оценку 

0

0 0

0

2

, ,22 , ,

2 22
2 2 2 ( 1), , ( ) 2 , ,

0

2 22 2 2
22 , ,

0

1 ,

1 1( , ,

1(1 ) , ) ( ) ( (1 ) ) ,

j

r l j r
s ql

l j
i j i

t tj s ql r j s q l j r
i

l j
j i i

t ts ql r
i

Ф M u p
r

u p u p
r r

u p c u
r

  

   

 

 

   


 



     




 




    

       





  (2.2.8) 

где 0   - любое число. 

Аналогично оценке (2.2.8) выводим неравенство 
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0

12 2

1, , 2 2 , ,
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2 22 2
( ), , , ,

1 22 2
2

0
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r

u p u p
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    (2.2.9) 

Используя теорему 1.4.2, выводим оценку 

 

0

0 0

0

2 22 2
, , 2, , 2 ( 1), ,

0
2 22 2
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12 22 2 2
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  2 22

( ) , , , ,
, 1 , .jj i i

t ts q l j q s ql q
u p u p

   


    
   

      

(2.2.10) 

Применяя неравенства (2.2.8) - (2.2.10) в правой части неравенства (2.2.7), 

получим неравенство 

0

[ ] 1
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, , , , , , 2
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Отсюда при 1q   выводим неравенство 
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q
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0 0
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2 , ,
0 0

( , , ) , ).

s

q l
l j

t s s r j ql
l j

r u p
 

   

  
 

   

Применяя в последнем неравенстве неравенство Эрлинга – Ниренберга, 

получим оценку  

0 0

[ ] 1
22 2 2 2

, , , , , , 2
0

[ ] [ ]
22 2 22 2 1

2 , , , , (2 ) , ,
1 0

1( ) ( (1 ) )

ˆ( ( ) ( , , ) (0) , ).
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q
i
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q q
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s r r t s s r q l
l l

N u N u c u
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c N A u p r u u p

   

    

   

   



 


  

  
 

      

   



 

 

Обозначим 1 0 0(2 )s s s r q l    . Так как 1
0s R  произвольное число, то 

1
1s R  - произвольное число.  

Применяя для оценки 
2

i

t
u неравенство Эрлинга - Ниренберга и выбирая в 

последнем неравенстве число 0   достаточно малым, получим оценку 

(2.2.3). 

 Следствие 2.2.2. Пусть выполнены условия леммы 2.2.1. Тогда для 

любой функции 1
0( ) ( )u t C R


 при 0s   справедлива оценка 

[ ]
2 2 2 22 2 2 1

, , , , , , ,
0

{ ( , , )( ) (0) }

s

q
l s ql

s q r s r r

l

N u c N A u r p u u          




   .(2.2.11) 

 Доказательство.Согласно лемме 2.2.2 справедливо неравенство 



1
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Возьмем 1 0s   и оценим выражение 

[ ]
2

0

s

q
l

t

l

u


 с помощью неравенства 

Эрлинга – Ниренберга, в силу которого справедлива оценка 

2[ ]
[ ] 12 2

0
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s
sq

l q

t t
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    . Получим 
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Выбирая 0   достаточно малым, и, используя в полученном неравенстве 

оценку (2.2.1) при 0 0s  , получим оценку (2.2.11). 

 Следствие 2.2.3. Пусть выполнены условия леммы 2.2.1. Тогда для 

любой функции  1
0( ) ( )u t C R


 при 1 2r r , где 2 0r   - достаточно большое 

число, справедливо неравенство 
1,2 2

, , , , , , , ,

[ ]
2 2 22 1

1

{ ( , , , , )

( , , )( ) (0) }.

r

s q r s r r t t

s

q
l s ql

l

N u c N A p t D u

r p u

     

   




 



 


    (2.2.12) 

Здесь 0s   - действительное число. 

Для доказательства достаточно применить неравенство (2.2.2) к функции 

, , ,( , ) ( , )s ql j l j

t r t t
D Ф D u    

   и повторить доказательство леммы 2.2.2. 

 Следствие 2.2.4. Пусть выполнены условия леммы 2.2.1. Тогда для 

любой функции  1
0( ) ( )u t C R


 при 0s   справедлива оценка 
22

, ,, , , , , ,

2 2 2 22

{ ( , , , )

( ) (0) }.

r ts q q s q

q
s

u c A p t D u

p u u

    











 

     (2.2.13) 

Здесь константа 0c   не зависит от , ,u t . Оператор , ,( , , , , )
r t t

A p t D  

определен в (2.1.3). 

 Неравенство (2.2.13) вытекает из (2.2.2) при 1, r    , если 

воспользоваться тождеством 
2 2( ,1, ) (1 )

q

     и неравенством 
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1 2
, ,1,, , , , , ,

, ,
ss q s q

c u p N u c u p   


  . 

 Следствие 2.2.5. Пусть выполнены условия леммы 2.2.1. Тогда для 

любой функции  1
0( ) ( )u t C R


 при 1 2r r , где 2 0r   - достаточно большое 

число, справедливо неравенство 

1
22 2 2 2, 2

,, , , , , ,
, { ( , , , , ) , ( ) (0) },

q
s

r

t ts q q s q
u p c A p t D u p p u   

 



   (2.2.14) 

где константа 0c   не зависит от , , ,u t p . 

 Утверждение следствия 2.2.5 вытекает из (2.2.12) при 1, r    . 

 Доказательство теорем 10, 11, 12, 13. Так как множество 0 ( )n
C R


  

плотно в , , ( )n

s q q
H R   ( 0s   - действительное число), то теоремы 10 и 11 

достаточно доказать на функциях 0( , ) ( )n
v x t C R


 . Но тогда функция 

( , ) [ ( , )]
x

u t F v x t   при всех 1n
R   принадлежит по переменной t  

пространству 1
0 ( )C R


 . Таким образом, теоремы 10 и 11 вытекают из оценок 

(2.2.13). 

Аналогично из оценок (2.2.14) вытекают утверждения теорем 12 и 13. 

 Доказательство теорем 14, 15. Так как множество 0 ( )n
C R


  плотно в

, , ( )n

s q q
H R   ( 0s   - действительное число), то теоремы 14 и 15 достаточно 

доказать на функциях 0( , ) ( )n
v x t C R


 . В этом случае функция 

( , ) [ ( , )]
x

u t F v x t  при всех 1n
R   принадлежит по переменной t  

пространству 1
0 ( )C R


 . Воспользуемся оценкой (2.2.13), получим неравенство 

22 2 2 2 22
, ,, , , , , ,

, { ( , , , ) , ( ) (0) }.
q

s

r ts q q s q
u p с u c A p t D u p p u    

 



    

или 

22 2 2
, ,, , , , , , , , ,

2 2 22

1 1, ( , ) { ( , , , ) ,
2 2

( ) (0) }.

r ts q q s q q s q

q
s

u p u p с u c A p t D u p

p u
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Так как 
0pp Q  , то 0p p  . Таким образом , из определения нормы в 

пространстве , , ( )n

s q q
H R   следует, что существует такое число 0p , что при 

всех 0p p  справедливо неравенство 
2 2

, , ,

1 , 0
2 s q q

u p с u
 

   . Отсюда и из 

предыдущего неравенства получим, оценку 

22 2 2 22
1 , ,, , , , , ,

, { ( , , , ) , ( ) (0) }
q

s

r ts q q s q
u p c A p t D u p p u    

 



   , 

где константа 1 0c   не зависит от , , ,u t p . 

  Используя в этом неравенстве равенство Парсеваля и равенство (3), 
получим утверждения теорем 14 и 15. 
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ГЛАВА 3 
 

 СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ 

ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ  ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ, СОДЕРЖАЩИХ ВЕСОВОЙ 

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР, С ПЕРЕМЕННЫМ 

СИМВОЛОМ, ЗАВИСЯЩИМ ОТ КОМПЛЕКСНОГО ПАРАМЕТРА, И 

ПРОИЗВОДНУЮ ПЕРВОГО ПОРЯДКА ПО ПЕРЕМЕННОЙ T  
 

 Рассмотрим в n
R  задачи вида 

1,
,( , , , , ) ( , ) ( , ),r

r x t t
A p t D D v x t f x t

          (3.1) 

         0
( , ) 0;

t
v x t


 (3.2)

1,
,( , , , , ) ( , ) ( , ),r

rr x t t
A p t D D v x t f x t

          (3.3) 

где  
1 1, ,

, ,( , , , , ) [ ( , , , , )]r r

r t t x r x t t
A p t D F A p t D D   

   ,                                                 (3.4) 

операторы 1,
,( , , , , )r

r x t t
A p t D D

  определены в (2.1.6), 02 1r q  , 0r  - натуральное 

число. 

 Лемма 3.1. Пусть  0, 0,1 , 1,2,...s r   .

{ , arg , 0}.
2

p Q p C p p


      Пусть выполнено условие 1' и функции 

( , , , )p t    удовлетворяют условию 2. Тогда при 1 2r r , где 2 0r   - достаточно 

большое число, для любой функции ( , ) ( )n

s q
v x t H R


  , справедливо неравенство 

1,
, , 1 , , , ,( , , , , ) .r

s q r s r r x t t
N v c N A p t D D v   


         (3.5) 

 Если, кроме того, если 
0

( , ) 0
t

v x t

 , то справедлива оценка 

1,
, , 2 , , , ,( , , , , ) ,r

s q r s r r x t t
N v c N A p t D D v   


         (3.6) 

где константы 1 20, 0c c   не зависят от , , ,r p v . 
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Здесь 1 1, ,1
, , , ,( , , , , ) [ ( , , , , )]r r

r x t t x r t t
A p t D D F A p t D     

    .   (3.7) 

Операторы 1,
, ,( , , , , )r

r x t t
A p t D D 

   определены в (2.1.7). 

Введем оператор 

 
1

1
2

2
, , , , , ,

n

s r s r x

R

N v N F v x t d    




      
  
 ,      (3.8) 

где функционал , , ,s r
N    определен в (2.1.48), 1,2,...r   и  0,1 , 1n

R  . 

 Определение3.1. Обозначим через  ˆ n

s
H R


  пространство функций, для 

которых конечна норма (3.8) при 1,2,...r   и  0,1 . 

 Доказательство леммы 3.1. По построению , ,
ˆ ( ) ( )n n

s s q
H R H R


  . Так как 

0 ( )n
C R


  плотно в , , ( )n

s q
H R  , то 0 ( )n

C R


  плотно в ˆ ( )n

s
H R


 . Следовательно, 

оценки (3.5) и (3.6) вытекают из (2.2.12). 

Теорема 3.1. Пусть выполнено условие 1' и функции (p, , , )t    

удовлетворяют условию 2. Пусть ˆ( , ) ( )n

s
f x t H R


   ( 0s   - действительное

число). Тогда при 1 2r r , где 2 0r   - достаточно большое число, существует 

единственное решение задачи (3.1)- (3.2) ((3.3)),  принадлежащее  ˆ ( )n

s q
H R


  . Для 

этого решения справедлива априорная оценка (3.6) ((3.5)) при 1  . 

При доказательстве теоремы 3.1 мы будем использоватьследующую 

лемму о продолжении по параметру, доказательство которой содержится, 

например, в работе [52]. 

Лемма 3.2. Пусть A  - семейство линейных операторов, действующих из 

банахова пространства 1H   в банахово пространство 0H  , с областью 

определения 1D H  , не зависящей от параметра n
Q R  . Пусть 1,

 ; 0,
  

- нормы в пространствах 1H  , 0H   соответственно, зависящие от параметра  
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Q ,  эквивалентные при любых Q .  Предположим, что 

выполняется априорная оценка  

 11, 0,
u c A u 

                                                                   (3.9) 

при всех Q , u D . Пусть также справедлива оценка 

   2 1,0,
,A A u c u  

                       (3.10) 

 при всех , Q  , u D , причем, для любого Q  существует число 

 r r   такое, что    2 1, 1c c     при всех Q , для которых  r    . 

Предположим, что при 0   существует ограниченный обратный оператор 

0

1
0 1

ˆ :A H H
    и для Q  существует конечная последовательность шаров 

  :
j j j

U r       с центрами в точках 
j

Q  , 1,2,...,j l  таких, что 

1j j
U  , 

l
U  . Тогда существует ограниченный обратный оператор 

1 ' '
0 1

ˆ : .A H H

   

Доказательство теоремы 3.1. Для доказательства достаточно проверить, 

что выполнены условия леммы 3.2. Из (2.1.7) получим, что 

1 1 1, , ,
, , ,1 ,0( , , , , ) (1 )r r r

r x t t r r
A p t D D A A         , где  1,2,..., 0,1r   . Рассмотрим 

операторы 1,
,
ˆ r

r
A 

  определяемые соответственно операторами 

 1,
, ,( , , , , ) ( 1,2,..., 0,1 )r

r x t t
A p t D D r       и областями определения 

1,
,

ˆ( ) ( )r n

r s q
D A D H R




 
   , причем 

0
ˆ{ ( ), ( , ) 0},
ˆ{ ( ),}.

n

s q t

n

s q

D v H R v x t

D v H R






  


 

  

 
 

Рассмотрим уравнение 

1,
, ,
ˆ ˆ( , , , , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( ).r n

r x t t s
A p t D D v x t f x t f x t H R


 


       (3.11) 

Из леммы 3.1 получим оценку 
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1,
1 ,1,

0,

ˆ r

r
v c A v




  ,         (3.12) 

где константа 1 0c   не зависит от , ,p v ; 

, , , ,1, 0,
, .

s q r s r
v N v v N v  
    

Заметим что 

1 1, , ( )
, , ,
ˆ ˆ ( ) ( , , , ) ( )r r q

r r x t
A A K p t D D      

     . 

 Из этого равенства вытекает оценка 

1 1, ,
, , , , ,

0,

ˆ ˆ( ) (p, , )r r q

r r s r x t
A A v c N D D v   


  




      

1 , , 1 1,
,

s q r
c N v c v 
   

        (3.13) 

где постоянная 1 0c   не зависит от , , , ,r p v  . 

Возьмем 
1 1

1
r

c c
 . Тогда если r   , то 1 1 1c c    . Таким образом 

выполнены все условия леммы 3.2. Кроме того, число шагов, указанных в 

лемме 3.2 от 0   до 1   конечно. 

Заметим далее, что из результатов работ [29], [30] вытекает однозначная 

разрешимость задач (3.11) при 0  . Значит, в силу леммы 3.2 получим

однозначную разрешимость задач (3.11) при 1  , то есть однозначную 

разрешимость задач (3.1)- (3.2) и (3.3). 

 Следствие 3.1. При выполнении условий теоремы 3.1 решения задач 

(3.1)- (3.2) и (3.3) принадлежат пространству , , ( )n

s q q
H R  . 

 Это утверждение следует из оценок (3.5), (3.6) и неравенства 

, ,1, , s q rs q q
v N v

 
 . 

 Доказательство теорем 18 и 19.Заметим, что достаточно рассматривать 

однородное условие при 0t  . 
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Рассмотрим вначале случай, когда 
0

0
2 ( 2 ), ,

( , ) ( )n

r
s r q q

q

f x t H R
 

 
 . Из теоремы 3.1 

следует существование и единственность решения ( , )
r

v x t  задач (3.1)-(3.2), для 

которого справедлива оценка (3.6) при 1  . 

 Покажем, что последовательность 1{ ( , )}
r r

v x t

  фундаментальна в

, , ( )n

s q q
H R  . Имеем 

 

1 1

1

0 0

, ,
, , ,

,
, , ,

2 2
, ,, , , ,

0 ( ( , , , , ) ),

( , , , , ) ,

1 1(p, , ) , (p, , ) , ,

r r

r x t t r r l
s q

r

x t t r l
s q

r r

x t r x t l
s q s q

A p t D D v A v p

A p t D D v v p

D D v p D D v p
r l

 

 

  

 



 

   

   

   

(3.14) 

где 1 1, ,1
, ,( , , , , ) [ ( , , , , )]r r

x t t x t t
A p t D D F A p t D   

   , а оператор 1,
,( , , , , )r

t t
A p t D   

определен в (2.1.5). 

 Из (3.14) и теоремы 12 получим 

0 0, , 2 , , 2 , ,

1 1( ), , , .
r l r ls q q s r q s r q

v v p c v p v p
r l    

    
 

    (3.15) 

 Применив в правой части (3.15) оценку (3.6) при 1   получим 

0 0

0
0

2 , ,1 2 , ,1, ,

21 ( 2 ), ,

1 1( ),

1 1 , .

r l s r q r s r q ls q q

r
s r q q

q

v v p c N f N f
r l

c f p
r l





   

 

     
 

   
 

   (3.16) 

 Из (3.16) получим фундаментальность последовательности { ( , )}
r

v x t  в 

, , ( )n

s q q
H R  . Так как пространство , , ( )n

s q q
H R    полное, то существует такая 

функция , ,( , ) ( )n

s q q
v x t H R  , что ( , ) lim ( , )

r
r

v x t v x t


  в , , ( )n

s q q
H R  . Докажем, что 

построенная функция ( , )v x t  является решением задачи (17) (при 0G  ), если 

0
0

2 ( 2 ), ,
( , ) ( )n

r
s r q q

q

f x t H R
 

 
 . 
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Функция ( , )v x t , очевидно, удовлетворяет условиям (3.2). Покажем, что она 

удовлетворяет уравнению (15). Для этого достаточно показать, что 
r r

A v A v
   

в , , ( )n

s q
H R   при r  . С учетом (3.6) получим неравенство 

 

0

0

0

0
0

, , , ,

2
, 2 , ,1, ,, ,

1 2 , ,1, ,

22 , , ( 2 ), ,

( ), ,

1 1(p, , ) , { , }

1{ , }

1{ , , },

r r rs q s q

r

x t r r s r r ps q qs q

r s r q rs q q

rr s q q s r q q
q

A v A v p A v v p

D D v p c v v p N v
r r

c v v p N F
r

c v v p F p
r

 

 



 

  

 

 

  

   

     

   

  

  (3.17) 

где число 2 0c   не зависит от r . 

Так как правая часть неравенства (3.17) стремится к нулю при r  , то 

,( , , )
x t t

A D D v F
   .

Таким образом, функция , ,( , ) ( )n

s q q
v x t H R   является решением задачи  

(15), (3.2) при 
0

0
2 ( 2 ), ,

( , ) ( )n

r
s r q q

q

F x t H R



 

 .  Но так как пространство 

0
0

2 ( 2 ), ,
( )n

r
s r q q

q

H R
 

 
 плотно вложено в пространство , , ( )n

s q q
H R   при 02r q , то в 

силу теоремы 12 получим, что существует единственное решение задачи (17) 

при любой функции , ,( , ) ( )n

s q q
f x t H R  . 

Аналогично доказывается теорема 19.  

 Доказательство теорем 16 и 17. Заметим, что 
1,

, , 1( , , , , ) ( , , , , ) ,r

x t t x t t
A p t D D v A p t D D v rv 

         (3.18) 

где операторы 1,
,( , , , , )r

x t t
A p t D D

   определены в (2.1.5)

1 1, ,1
, ,

( )
, ,

( , , , , ) [ ( , , , , )],

( , , , , ) ( , , , , ) .

r r

x t t x t t

q

x t t x t t t

A p t D D F A p t D

A p t D D v K p t D D v v

  

 

 





  

    
                      (3.19) 
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Из теоремы 16 следует, что существует единственное решение задачи (17)  при

1 2r r , где 2 0r   - достаточно большое число. Обозначим через 
1r

R
  - оператор, 

обратный оператору, порожденному задачей (17). 

1 0
( , ) , ( , ) ( ).

r t
R F G v v x t G x




       (3.20) 

Покажем, что оператор 
1r

R
  является правым регулятором задачи (15). Из (3.18) 

получим 
1

1 1 1

1

,
, 1

1

( , , , , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ),

r

x t t r r r

r

A p t D D R F G A R F G r R F G

F x t r R F G


   



   

 
 (3.21) 

причем 
1 0
( , ) ( )

r
t

R F G G x



 . 

Из (3.21) и априорной оценки (19) следует, что построенный оператор 
r

R
  

является правым регулятором задачи (15). 

Так как для задачи (15) справедлива априорная оценка (19), то правый 

регулятор является и левым регулятором. 

Аналогично доказывается теорема 17. 

 Аналогично лемме 3.1 доказывается следующее утверждение. 

 Лемма 3.3. Пусть  0, 0,1 , 1,2,...s r   .

0 0{ , arg , 0}.
2p

p Q p C p p p


      Пусть выполнено условие 1' и функции 

( , , , )p t    удовлетворяют условию 2. Тогда существует такое число 0p , что  

для всех 
0pp Q для любой функции ( , ) ( )n

s q
v x t H R


  , справедливо неравенство 

1,
, , 1 , , , ,( , , , , ) .r

s q r s r r x t t
N v c N A p t D D v   


         (3.22) 

Кроме того, справедлива оценка 
1,

, , 2 , , , ,( , , , , ) ,r

s q r s r r x t t
N v c N A p t D D v   


         (3.23) 

где константы 1 20, 0c c   не зависят от , , ,r p v . 

 1 1, ,1
, , , ,( , , , , ) [ ( , , , , )]r r

r x t t x r t t
A p t D D F A p t D     

    .                   (3.24) 

Операторы 1,
, ,( , , , , )r

r x t t
A p t D D 

   определены в (2.1.7). 
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 Доказательство теорем 20, 21. 
Заметим, что достаточно рассматривать однородное условие при 0t  . 
Рассмотрим операторы 1,

,
ˆ r

r
A 

  определяемые соответственно операторами 

 1,
, ,( , , , , ) ( 1,2,..., 0,1 )r

r x t t
A p t D D r       и областями определения 

1,
,

ˆ( ) ( )r n

r s q
D A D H R




 
   , причем 

0
ˆ{ ( ), ( , ) 0},
ˆ{ ( ),}.

n

s q t

n

s q

D v H R v x t

D v H R






  


 

  

 
 

Рассмотрим уравнение 

1,
, ,
ˆ ˆ( , , , , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( ).r n

r x t t s
A p t D D v x t f x t f x t H R


 


       (3.25) 

Из леммы 3.3 получим оценку 

1,
1 ,1,

0,

ˆ r

r
v c A v




  ,         (3.26) 

где константа 1 0c   не зависит от , ,p v ; 

, , , ,1, 0,
, .

s q r s r
v N v v N v  
    

Заметим что 

1 1, , ( )
, , ,
ˆ ˆ ( ) ( , , , ) ( )r r q

r r x t
A A K p t D D      

     . 

 Из этого равенства вытекает оценка 

1 1, ,
, , , , ,

0,

ˆ ˆ( ) (p, , )r r q

r r s r x t
A A v c N D D v   


  




      

1 , , 1 1,
,

s q r
c N v c v 
   

        (3.27) 

где постоянная 1 0c   не зависит от , , , ,r p v  . 

Возьмем 
1 1

1
r

c c
 . Тогда если r   , то 1 1 1c c    . Таким образом 

выполнены все условия леммы 3.2. Кроме того, число шагов, указанных в 

лемме 3.2 от 0   до 1   конечно. 
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Так же, как при доказательстве теоремы 3.1 заметим, что из результатов 

работ [29], [30] вытекает однозначная разрешимость задач (3.25) при 0  . 

Значит, в силу леммы 3.2 получим однозначную разрешимость задач (3.25) при 

1  , то есть однозначную разрешимость задач (3.1)- (3.2) и (3.3).

 При этом решения задач (3.1)- (3.2) и (3.3) принадлежат пространству 

, , ( )n

s q q
H R  . Это утверждение следует из оценок (3.22), (3.23) и неравенства 

, ,1, , s q rs q q
v N v

 
 . 

 Докажем вначале теорему 20. Рассмотрим вначале случай, когда 

0
0

2 ( 2 ), ,
( , ) ( )n

r
s r q q

q

f x t H R
 

 
 .Выше было доказано существование и 

единственность решений ( , )
r

v x t  задач (3.1)-(3.2) при r=1,2…, для которых  

справедливы оценки (3.23) при 1  .

 Покажем, что последовательность 1{ ( , )}
r r

v x t

  фундаментальна в

, , ( )n

s q q
H R  . Имеем 

 

1 1

1

0 0

, ,
, , ,

,
, , ,

2 2
, ,, , , ,

0 ( ( , , , , ) ),

( , , , , ) ,

1 1(p, , ) , (p, , ) , ,

r r

r x t t r r l
s q

r

x t t r l
s q

r r

x t r x t l
s q s q

A p t D D v A v p

A p t D D v v p

D D v p D D v p
r l

 

 

  

 



 

   

   

   

(3.28) 

где 1 1, ,1
, ,( , , , , ) [ ( , , , , )]r r

x t t x t t
A p t D D F A p t D   

   , а оператор 1,
,( , , , , )r

t t
A p t D   

определен в (2.1.5). 

 Из (3.28) и теоремы 14 получим оценку 

0 0, , 2 , , 2 , ,

1 1( ), , , .
r l r ls q q s r q s r q

v v p c v p v p
r l    

    
 

    

 (3.29) 

 Применив в правой части (3.29) оценку (3.23) при 1   получим 
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0 0

0
0

2 , ,1 2 , ,1, ,

21 ( 2 ), ,

1 1( ),

1 1 , .

r l s r q r s r q ls q q

r
s r q q

q

v v p c N f N f
r l

c f p
r l





   

 

     
 

   
 

   (3.30) 

 Из (3.30) получим фундаментальность последовательности { ( , )}
r

v x t в 

, , ( )n

s q q
H R  . Так как пространство , , ( )n

s q q
H R   - полное, то существует такая 

функция , ,( , ) ( )n

s q q
v x t H R  , что ( , ) lim ( , )

r
r

v x t v x t


  в , , ( )n

s q q
H R  . Докажем, что 

построенная функция ( , )v x t  является решением задачи (15) (при 0G  ), если 

0
0

2 ( 2 ), ,
( , ) ( )n

r
s r q q

q

f x t H R
 

 
 . 

Функция ( , )v x t , очевидно, удовлетворяет условиям (3.2). Покажем, что она 

удовлетворяет уравнению (15). Для этого достаточно показать, что 
r r

A v A v
   

в , , ( )n

s q
H R   при r  . С учетом (3.23) получим неравенство 

 

0

0

0

0
0

, , , ,

2
, 2 , ,1, ,, ,

1 2 , ,1, ,

22 , , ( 2 ), ,

( ), ,

1 1(p, , ) , { , }

1{ , }

1{ , , },

r r rs q s q

r

x t r r s r r ps q qs q

r s r q rs q q

rr s q q s r q q
q

A v A v p A v v p

D D v p c v v p N v
r r

c v v p N F
r

c v v p F p
r

 

 



 

  

 

 

  

   

     

   

  

  (3.31) 

где число 2 0c   не зависит от ,r p . 

Так как правая часть неравенства (3.31) стремится к нулю при r  , то

,( , , )
x t t

A D D v F
   . 

Таким образом, функция , ,( , ) ( )n

s q q
v x t H R   является решением задачи  

(15), (3.2) при 
0

0
2 ( 2 ), ,

( , ) ( )n

r
s r q q

q

F x t H R



 

 .  Но так как пространство 

0
0

2 ( 2 ), ,
( )n

r
s r q q

q

H R
 

 
 плотно вложено в пространство , , ( )n

s q q
H R   при 02r q , то в 
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силу теоремы 14 получим, что существует единственное решение задачи (17) 

при любой функции , ,( , ) ( )n

s q q
f x t H R  . 

Аналогично доказывается теорема 21. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



116 
 

 

 

ГЛАВА 4 
АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ ОБЩИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 

ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА, ЗАВИСЯЩИХ ОТ КОМПЛЕКСНОГО 

ПАРАМЕТРА 
 

4.1. Вспомогательные оценки 
Пусть (p,y, , ) ( 1, 2, ..., )

i
z i k z      корни уравнения (23). Тогда 

функции (p,y, , ) (p,y, , 1), 1, ..., ,
i i

z i k         удовлетворяют 

следующему условию. 

 Условие 4.1.1. Функции 1
,(p,y, , ) ( ),q

i p
S R       и при всех 

1 1, , ,n
y p Q R R      справедливы оценки  

1 1Re (p,y, , ) ( ) , 1, 2,..., ;q

i
c p i r            (4.1.1) 

2 1Re (p,y, , ) ( ) , 1,...,q

i
c p i r k                        (4.1.2) 

 с постоянными 1 20, 0c c  , не зависящими от , , ,p y   . 

 Рассмотрим операторы  

,y ,y 1
1

ˆ (p,y, , , ) ( 1) ( (p,y, , )), 0, 1,..., .
k i

i

i x y y j x

j

Q D D K D D i k r 





              (4.1.3)

,y ,y
1

1

ˆ (p,y, , , ) ( 1) ( (p,y, , )),

1,..., 1.

k i
k r

i x y y j x

j

Q D D K D D

i k r k

 






    

   

                              (4.1.4) 

,y
ˆ (y, , , ) ,

k x y
Q D D I                          (4.1.5) 

где ,y(p,y, , )
j x

K D D  - весовые псевдодифференциальные операторы с 

символами (p,y, , )
j

   . 

Следуя работе [42] определим скалярное произведение в , ( )n

s
H R   формулой 

, ,y ,y( , ) ( (p, , ) , (p, , ) ),s s

s x x
v w D D v D D w          (4.1.6) 
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где ( , )   скалярное произведение в 2( )n
L R , 
1

2 21 1 2
,y(p, , ) [{( ) } [ ]]s s

x x x
D D F F p i F F      

      .  

 Справедливо следующее утверждение. 

 Лемма 4.1.1. Пусть 1
1, , 1, 1,...,s R p Q q l k r     . Пусть выполнено 

условие 1 при 1(max{0; } )
2

s q    и условие 4.1.1. Тогда при всех 

0( ,y) ( )n
v x C R


  и любого 1

1s R  справедлива оценка 

1

2

1 ,y 1 1( 1) , ( ) ,
2

1( ) 22
1 2 ,1,( )
2

ˆ ˆ ˆ(p, y, , , ) , Re( , )

ˆ ˆ( , ) , ,

l x y l l
s q s q

s q

l l ss q

c Q D D v p Q v Q v

M Q v Q v c v p

  



 





  

  
   (4.1.7) 

где постоянные 1 20, 0c c  , не зависят от v . 11,( )
2

s q
M


 - коммутатор 

операторов t  и 
1( )
2

s q
 . 

 Доказательство. Обозначим 1
ˆ , 1,2,...,

l l
v Qv l k r   . По определению 

операторов ˆ
l

Q  получим 

1 1 1( ) , ( ) ,
2 2

1 ,y 1( ) ,
2

ˆ ˆRe( , ) Re( , )

Re( (p,y, , ) , ) ,

l l y l l
s q s q

k l x l l
s q

Q v Q v v v

K D D v v

 

 


 

 


   


     (4.1.8) 

где 1 ,y(p,y, , )
k l x

K D D   - весовой псевдодифференциальный оператор с 

символом 1(p,y, , )
k l
    . Из теоремы 9 получим, что для любого 1

1s R , 

справедлива оценка 

1

2 2
1 ,y 1 1 2( 1) , ,( ) ,

2

Re( (p,y, , ) , ) , ,
k l x l l l ls q ss q

K D D v v c v p c v p    
   . 

Применяя эту оценку в правой части равенства (4.1.8), получим неравенство 

(4.1.7). 
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 Следствие 4.1.1. При выполнении условий леммы 4.1.1 для любой 

функции 0( ,y) ( )n
v x C R


  и любых 1

1s R , 0   справедливо неравенство 

( 1) , , ( 1) 1,
ˆ ˆ ˆ, , ( ) ,

l y l l
s q sq s q

Qv p Qv p c Qv p
  

 
  

   

1
1 1 ,,
ˆ( , , ),

l ssq
c Q v p v p

 
                                                                         

(4.1.9) 

где 1( ) 0, 0c c    - некоторые константы, не зависящие от v . Здесь 

1
1 11, ..., ;l k r s R    - любое число. 

 Для доказательства достаточно воспользоваться в правой части 

неравенства (4.1.7) неравенством Коши –Буняковского. 

 Аналогично лемме 4.1.1 доказывается следующее утверждение. 

 Лемма 4.1.2. Пусть 1
1, , 1, 1, ...,s R p Q q l k r k      . Пусть 

выполнено условие 1 при 1(max{0, } )
2

s q    и условие 2.1.2. Тогда при 

всех 0( ,y) ( )n
v x C R


  и любого 1

1s R  справедлива оценка  

1

2

1 ,y 1( 1) ,

1 2( ) 22
1 210 ,1,( ) ( )
2 2

ˆ ˆ ˆ(p, y, , , ) , Re( , )

1ˆ ˆ ˆ( , ) ( , y) , , ,
2

l x y l l
s q

s q

l l l y ss q s q

c Q D D v p Q v Q v

M Q v Q v Q v x p c v p

 







 

  

   
         (4.1.10) 

где константы 1 20, 0c c   не зависят от v . 

 Следствие 2.1.2. При выполнении условий леммы 2.1.2 для любой 

0( ,y) ( )n
v x C R


  и любых 1

1s R , 0   справедлива оценка  

1

( 1) , , ( 1) 1,

11 1 0 ,, ( )
2

ˆ ˆ ˆ, , ( ) ,

ˆ ˆ( , ( , ) , , )

l t l l
s q sq s q

l l t ssq s q

Q v p Q v p c Q v p

c Q v p Q v x t p v p

  



 
  

  

   

  
                  (4.1.11) 

с некоторыми константами 1 0, ( ) 0c c   , не зависящими от v . 

 Для доказательства достаточно в неравенстве (4.1.10) воспользоваться 

неравенством Коши - Буняковского и следствием 4.1.1. 
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 Лемма 4.1.3. Пусть 1
11, , 1,..., 2,q s R l k r k p Q       . Пусть 

выполнено условие 1 при ( max(0; ))q k l s     и условие 4.1.4. Тогда для 

всех функций 
1

( , y)
r

w x   справедлива оценка 

1

1

1

1

1

10 ( 1) 1,( ) 0 02

1 1

( 1) ,
0 0

ˆ , ( ,

, )

k l k l i
i

l tt s i qs q
i i

k l k l i
i

t
s i q

i i

Q w p c w p

w p





   

     

    

 
 

  

 

 

 
                                        (4.1.12) 

с постоянной 0c  , не зависящей от w . 

 Здесь множество 
1r

  описано в определении 6. 

 Доказательство. С помощью индукции по числу l  получим, что для 

функций ( 1 ) , ,( , y) ( )n

s k l q q
w x H R     справедливо равенство 

,0 ,1
ˆ ˆ ˆ( ,y) ( ,y) ( ,y)

l l l
Q w x Q w x Q w x  ,      (4.1.13) 

где 1 1,...,l k r k   . 

1
,0 1 1 ,y

2
2 1 ,y 2 ,y

1 ,y ,y

ˆ ( 1) (p,y, , )

(p,y, , ) (p,y, , ) ....

(p, y, , ) ... (p, y, , ),

k r k l k l

l t x y

k l

x x y

kl x k l x

Q c K D D

c K D D K D D

c K D D K D D



 

 

   

 



     

   

  

  (4.1.14) 

где i
c  - некоторые числа, ,y(p,y, , )

j x
K D D  - весовой 

псевдодифференциальный оператор с символом (p,y, , )
j

   . Оператор ,1
ˆ

l
Q  

строится по рекуррентным формулам 
1

1,1 1 ,y ,1 1
ˆ ˆ ˆ( (p,y, , )) , 2,..., 2

j y k j x j j
Q K D D Q R j k r k          . (4.1.15) 

1
,1 1,1 2,1 1
ˆ ˆ ˆ0,

k k k
Q Q Q M     , 

где 1
1M  - коммутатор операторов y

  и 1 ,y(p,y, , )
x

K D D , 

1 1 1 1,2 2 1,2,...,
1 1 2 1 1

ˆ ...k j k j k j

j y y k l
R c M c M c M

    
      .    (4.1.16) 

Здесь i
c  - некоторые константы. 1,2,...,

1
j

M  - коммутатор операторов y
  и 

1 ,y 2 ,y ,y(p,y, , ) (p,y, , ) ... (p,y, , )
x x j x

K D D K D D K D D    . 



120 
 

 

 С помощью индукции по числу l  докажем справедливость оценки

1

1

1

1

1 2

,1 ( 1) 1,,0 0 0

2 1

( 1) ,
0 0

ˆ , ( ,

, ).

k l k l i
ii

y l y
s i qsq

i i i

k l k l i
i

y
s i q

i i

Q w p c w p

w p





   

  
  

    

 
 

   

 

  

 
                                        (4.1.17) 

Действительно, если 2,l k   то 1
2,1 1

ˆ
k

Q M   . Воспользовавшись 

равенством , , , ,i j

t j s i j s i s t
M M M   

 
получим  

1 1
1 1 1

2,1 1 1 1, , ,,0 0

1 1 1
1 2 1, , ,

ˆ , , , ,

, , , ,

i i

y k y ysq sq sqsq
i i

ysq sq sq

Q w p M w p M w p M w p

M w p M w p M w p

  

  


 

      

   

 
 

где 1
2M  - коммутатор операторов 2

y
  и 1 ,y(p,y, , )

x
K D D . 

 Воспользуемся в последнем неравенстве теоремой 4. Получим 
1 1

2,1 ,1,,0 0
2 1 1

1
1, , 1,

0 0 0
2 1

1, 1, ,
0 0

ˆ , ( , ,

, , ,

, ) ( , , ),

i i

y k y sq qsq qsq
i i

i i i

y y ysq q sq q sq q
i i i

i i

y y ysq q sq q sq q
i i

Q w p c w p w p

w p w p w p

w p c w p w p



  

  

  
 



    
  

   
 

    

      

     

 

  

 

         (4.1.18) 

что доказывает справедливость оценки (4.1.17) при 2l k  . Предположим 

теперь, что оценка (4.1.17) справедлива при некотором

( 1 2)l j k r j k       и докажем, что тогда она справедлива и при 

1l j  . 

 По предположению индукции, используя теорему 4, получим  

1

1

1

1

2 11
1

,1 ( 1) 1,,0 0 0

2

( 1) ,
0 0

ˆ , ( ,

, ).

k j k j i
ii

y j y
s i qsq

i i i

k j k j i
i

y
s i q

i i

Q w p c w p

w p





    


  
  

   

 
 

   

 

  

 
                    (4.1.19) 

Аналогично, по предположению индукции получим  
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1 1

1 1

1 1

1 ,y ,1 ,1, ( 1) ,0 0
2 2 1

1 ( 2) 1, ( 2) ,
0 0 0 0

ˆ ˆ(p, y, , ) , ,

( , , ).

i j

y k j x j y j
sq s q

i i

k j k j i k j k j i
i i

y y
s i q s i q

i i i i

K D D Q w p c Q w p

c w p w p

  

 

   

        

    
   

   

   

 

   
          (4.1.20) 

Из  (4.1.16) с помощью теоремы 4 получим оценку 

1 1

1 1

1 1 11
1

, ( 1) 1, ( 1) ,
0 0 0 0 0

, ( , , )(4.1.21)
k j k j i k j k j i

i ii

y j y ysq s i q s i q
i i i i i

R w p c w p w p
  

        

    
    

        
 

Из (4.1.19) - (4.1.21) и (4.1.15) получим справедливость оценки (4.1.17) при 

1l j  . Таким образом, оценка (4.1.17) справедлива при всех 

1 1,..., 2.l k r k     

 Аналогично неравенству (4.1.17) доказывается неравенство 

1 1

1 1

,1 ( 1) ,

2 1 2 2

( 2) 1, ( 2) ,
0 0 0 0

ˆ ,

( , , )

l
s q

k l k l i k l k l i
i i

y y
s i q s i q

i i i i

Q w p

c w p w p



 



         

    
   



      
.                      (4.1.22) 

Докажем теперь оценку (4.1.12). Так как 
1

( , )
r

w x t  , то из (4.1.13) и (2.1.14) с 

помощью теоремы 5, получим, что  

,11 10 0( ) ( )
2 2

ˆ ˆ, ,
l ly ys q s q

Q w p Q w p
  

 . 

Из этого равенства и теоремы 6 получим  
1 12 ( ) ( )
2 2

,1 ,110 ( )
2

ˆ ˆ ˆ, 2Re( , )
s q s q

l y l ly s q
Q w p Q w Q w

 

 
     . 

Отсюда с помощью неравенства Коши - Буняковского получим оценку  
1

,1 ,110 , ( 1) ,( ) 02

ˆ ˆ ˆ, ( , , )i

l y l ly sq s qs q
i

Q w p c Q w p Q w p
   

   . 

Используя в правой части этого неравенства оценки (4.1.17), (4.1.22) получим 

оценку (4.1.12). 

 Лемма 4.1.4. Пусть 0 01, 2,q q s      - действительные числа, 

1 1,...,l k r k   . Пусть выполнено условие 1 при ( max{0; })q k l s     и 
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условие 4.1.1. Тогда для любого 0   существует такое число ( ) 0c   , что 

для всех 0( ,y) ( )n
v x C R


  справедлива оценка 

0

0 0
0 10 ( 1 ) , , ( 1 ) 1, ,( )

2

ˆ , , ( ) , .q

l y s k l q q s k l q qs q
Q v p v p c v p


   

 
         

  
    

(4.1.23) 

Здесь  и в дальнейшем оператор 0
0 ,(p, , )q

x t
D D


 имеет вид 

0
0 0

1 1
2 2 2 21 1 2 2

0 ,(p, , ) [{(( ) ) ( ) } [ ]],
q

q q

x t x x
D D v F F p i p F F v

 
       

        

 Доказательство. Воспользуемся равенством (4.1.13), получим 
0 0 0

00 0 ,0 , ,1 0
ˆ ˆ ˆq q q

l l l q l
Q Q J Q

  
      ,      (4.1.24) 

где 

0 0 0

0

, , 1 1 ,y 1,

1 1 ,y 2 ,y 1 ,y 1,

( 1) (p,y, , ) ...

(p,y, , ) (p,y, , ) ... (p,y, , ) .

k r

l q k l q x k l q

k l x x k l x q

J M c K D D M

c K D D K D D K D D M

   

   


  

   

    

            
(4.1.25) 

Здесь i
c  - некоторые числа, 

0,i q
M   - коммутатор операторов 0

0
qi

y
и   . 

Используя теоремы 5 и 6 получим, что 
0 0

0 ,y ,0 0 ,00 0
ˆ ˆ(p, , ) ( ,y) (p, ,0) ( ,y) 0q q

x l x ly y
D D Q v x D Q v x

 
  

   .                    (4.1.26) 

Отсюда и из равенства (4.1.24)  получим  

0

0 0

0 0

0 0

0 0

2

0 10 ( )
2

1 1( ) ( )
2 2

,1 0 , ,1 0 ,

21( )
2

,1 0 , ,1 0 , ( 1) ,1 ,
2

ˆ ,

ˆ ˆ2Re( ( ) , ( ) )

1ˆ ˆ( ) , ( ) , .

q

l y s q

s q s q
q q

y l l q l l q

s q
q q

t l l q l l q
s q

q

Q v p

Q J v Q J v

Q J v p Q J v p



 
 

 
  






 

 






 

       

       

     

(4.1.27)

С помощью с помощью неравенства Коши Буняковскоговыводим 

неравенство 

0 0

0

0

1 1( )
2

,1 0 , ,1 0 ,1 0,
2

, ,

ˆ ˆ( ) , ( ,

, ).

s q
q qi

y l l q y l
sq

iq

i

y l q
sq

Q J v p c Q v p

J v p

 
 



 





       

 


        (4.1.28) 

Из (4.1.25) с помощью теоремы 4 получим при 0s    оценку 
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1

0 0
1

1

00
1

0 0

1 1 1

, ( ) 1,
0 0 0,

1

1 ( 1) 1, ,( ) ,
0 0

2( ) , , ( 1) 1, ,

, ( ,

, ) ( ,

, ) ,

k l k l i
ii

y l q y
s i q

i i isq

k l k l i
i

y s k l q qs i q
i i

s k l q q s k l q q

J v p c w p

v p c v p

v p с v p

  


  

   

    

  
  

   

     
 

       

   

   

 

  

     (4.1.29) 

при 1q  . 

Из (4.1.17) получим  

0 1

0
1

1

00
1

1 2

,1 0 ( 1 ) 1,,0 0 0

2 1

1 ( 1) 1,( 1) ,
0 0

ˆ , ( ,

, ) ,

k l k l i
q ii

y l y
s i qsq

i i i

k l k l i
i

y s k l qs i q
i i

Q v p c v p

v p c v p



 

  

   

   
  

    

      
 

    

  

  

 
   (4.1.30) 

при 1q  . 

 Используя (4.1.29) и (4.1.30) в правой части (4.1.28), получим оценку 

0

0 0

1( )
2

,1 0 , ( 1) 1,1 ,
2

ˆ( ) , ,
s q

q

y l l q s k l q

q

Q J v p c v p


  




    


     .  (4.1.31) 

Из (4.1.22) получим при 1q   оценку  

0 1

0
1

1

0
1

0 0 0

2 1

,1 0 ( 2) 1,( 1) , 0 0

2 2

( 2) ,
0 0

1 2( 1) 1, , ( ) , , ( 1) 1, ,

ˆ , ( ,

, )

( , , ) , .

k l k l i
q i

l y
s qs q

i i

k l k l i
i

y
s i q

i i

s k l q q s k l q q s k l q q

Q v p c v p

w p

c v p v p с v p



 

 

     

    

    

    

  
 

            

   

  

  

 

  (4.1.32) 

Из (4.1.25) с помощью теоремы 4 получим при 1q   оценку 

0 0
, ( 1) 1, ,( 1) ,

, ,
l q s k l q qs q

J v p c v p       
 .       (4.1.33) 

Применяя (4.1.31) - (4.1.33) в правой части (4.1.27), получим оценку (4.1.23). 

 Лемма 2.1.5. Пусть 1,q s  действительные числа, 

1,..., 2l k r k    . Пусть выполнено условие 1 при ( max{0; })q k l s     

и условие 4.1.1. Тогда для любого 0   существует такое число ( ) 0c   , что 

для всех 
1

( , y)
r

w x   справедлива оценка 
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1 1

1 1

( 1) , , ( 1) 1,

1 1 1

1 ( 1) 1, ( 1) ,, 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ, , ( ) ,

ˆ( , , , )

l y l l
s q sq s q

k l k l i k l k l i
i i

l y y
s i q s i qsq

i i i i

Q w p Q w p c Q w p

c Q w p w p w p

  

 

 
  

        

     
   

   

       
 

(4.1.34) 

с постоянной 0c  , не зависящей от ,w  . 

 Для доказательства достаточно оценить правую часть неравенства 

(4.1.11) и выбрать 1 ( 1) .s s q   

 Замечание 4.1.1. Пусть выполнены условия леммы  2.1.5 и 1l k   или 

l k . Тогда при всех 
1

( , y)
r

w x   справедлива оценка  

1 1( 1) 1,( 1) , , ,
ˆ ˆ ˆ, , ( ) , ,

l y l l ls qs q sq sq
Q w p Q w p c Q w p c Q w p

  
   

   
  
(4.1.35) 

с постоянной 1 0c  , не зависящей от , w .

 Для доказательства достаточно заметить, что для всех 
1

( , y)
r

w x   в 

силу (4.1.15) - (4.1.16) при l k  и 1l k   выполняется равенство 

0
ˆ ( ,y) 0

l y
Q w x


 , и воспользоваться оценкой (4.1.11). 

 Лемма 4.1.6. Пусть 0 01, 2,q q s     действительные числа. 

Пусть выполнено условие 1 при ( max{0; })q k l s     и условие 2.1.1. Тогда 

для любого 0  , существует такое число ( ) 0c   , что при всех  

0( ,y) ( )n
v x C R


  справедливо неравенство 

0

0 0

0

0 ( 1 ) , , ( 1 ) 1, ,( 1) ,

1 1 0 ,

ˆ , , ( ) ,

ˆ ,

q

l s k l q q s k l q qs q

q

l
sq

Q v p v p c v p

c Q v p


   





 
        



   

 
         (4.1.36) 

с константой 1 0c  , не зависящей от ,v  . 

Доказательство. Подставляя в неравенство (4.1.11) вместо функции ( ,y)v x  

функцию 0
0( ,y) q

w x v
  , получим 

0 0 0

0 0

1

0 0 0( 1) , , ( 1) 1,

11 1 0 0 0 ,, ( )
2

ˆ ˆ ˆ, , ( ) ,

ˆ ˆ( , ( , ) , , ).

q q q

l t l l
s q sq s q

q q

l l t ssq s q

Q v p Q v p c Q v p

c Q v p Q v x t p v p

  

  

 


 
  

  

      

    
        (4.1.37) 



125 
 

 

Здесь 1
10, s R    любые числа.  

С помощью теорем 3 и 4 получим из (4.1.15) при 0s    оценку  

0

0
0 ( 1) , ,,

ˆ , ,q

t l s k l q qsq
Q v p c v p


     

   .     (4.1.38) 

 Воспользовавшись в правой части неравенства (4.1.37) неравенствами 

(4.1.38) и (4.1.23), получим оценку (4.1.36). 

 

4.2. Факторизация оператора A  и построение разделяющего 

оператора 
 В этом параграфе мы построим разделяющий оператор 

,y
ˆ (p,y, , , )

x y
Q D D   и докажем теоремы 23, 24 . Для упрощения записей будем 

обозначать в этом параграфе через   норму в пространстве 2( )n
L R . 

 Доказательство теоремы 23. Рассмотрим оператор 0 ,y
ˆ (p,y, , , )

x y
Q D D   

определѐнный в (4.1.4) при 0i  . Так как функции (p,y, , ), 1,2,...,
i

i k    , 

удовлетворяют условию 4.1.1, то с помощью теоремы 4 получим, что 

,y 0 ,y 2 1, ,
ˆ( (p,y, , , ) (p,y, , , ) ), ,

x y x y m q
A D D v Q D D v p c v p  

      (4.2.1) 

для любых функций 2 , ,( , ) ( )n

m q
v x t H R  . При этом константа 0c   в оценке 

(4.2.1) не зависит от v . 

Так же как в параграфе 4.1 показываем, что функция  

(p,y, , ) (p,y, , ),
i i

z      где (p, , , )
i

z t   - z  - корни уравнения (23) 

принадлежит классу 1
, ( )q

p
S

  . То есть в силу теоремы 4 получим 

0 ,y ,y 2 1, ,
ˆ ˆ( (p,y, , , ) (p,y, , , ) ), ,

x y x y m q
Q D D v Q D D v p c v p  

    ,  (4.2.2) 

где 

,y ,y
1

ˆ (p,y, , , ) ( (p,y, , )) ,
k

x y y j x

j

Q D D v K D D v 


        (4.2.3) 
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 а ,y(p,y, , )
j x

K D D  - весовой псевдодифференциальный оператор  с символом 

(p,y, , ), 1,2,...,
j

z j k   . Из (4.2.1) и (4.2.2) вытекает утверждение теоремы 

23. 

Доказательство теоремы 24. Пусть 
1

( , y)
r

w x   (см. определение 6), где 1r  - 

число z  корней уравнения (23), лежащих в левой полуплоскости. 

Предположим вначале, что 1r k . По построению ˆ
k

Q I . Используя оценку 

(4.1.35) при 0 0
3 ( 0)
2

s k s s     и l k , получим оценку 

0 00

0

1 13( ) , ( ) 1,( ) ,
2 22

31 1 ( ) ,
2

, , ( ) ,

ˆ , .

yk s q k s qk s q

k
k s q

w p w p c w p

c Q w p

 



 
     

  

   


   (4.2.4) 

 Воспользовавшись теперь для оценки последнего слагаемого в правой 

части (4.2.4) оценкой (4.1.35) при 0
11, 2
2

l k s k s      , получим  

0 00

0 0 0

1 13( ) , ( ) 1,( ) ,
2 22

5 3 51 1 1 1 1 2( ) , ( ) 1, ( ) ,
2 2 2

, , ( ) ,

ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) , , )

yk s q k s qk s q

y k k k
k s q k s q k s q

w p w p c w p

c Q w p c Q w p Q w p

 

  

 

 

     

        

   

   
 

или 

0 0

0 0

1 32( ) , ( ) ,2 1 2

1 12 1 2( ) 1, ( 2 ) ,1 2 2

ˆ, ,

ˆ ˆ( ) , ,

k

y lk s q l s q
l k

k

l k
l s q k s q

l k

w p Q w p

c Q w p c Q w p

 

 





    

      

  

 




(4.2.5)

 

для любого 2 0   с константой 1 0c  , не зависящей от 2 , w . 

 Воспользуемся для оценки последнего слагаемого леммой 4.1.5 

последовательно при 0 0
1 12, 3 ; 3, 4 ;...;
2 2

l k s k s l k s k s           

1 1 0
11,
2

l k r s k r s       , 

получим 
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0 0

0 1 0
1

1 1

0 0
1 1 1

1 3( ) , ( ) ,2 1 2

1 11( ) 1, ( ) ,1 2 2

2 1 1

1 1( ) 1, ( ) ,
1 0 0 02 2

ˆ, ,

ˆ ˆ( ) , ( ,

, ,

k

y lk s q l s q
l k r

k

l k r
l s q k r s q

l k r

k k l k l i k l i
i i

y y
l s i q l s i q

l k r i i i i

w p Q w p

c Q w p c Q w p

w p w p

 

 

 





     

       

       

      
     

  

  

   





   
1

2 1

1 0
).

k k l

l k r

  

   
 

 (4.2.6) 

Последовательно используя в правой части (4.2.6) следствие 4.1.1 при 

1 1 0 1 1 0 0
3 5 1, ; 1, ;...; 2,
2 2 2

l k r s k r s l k r s k r s l s s                 

получим оценку 

0 0 0

1

00
1 1

1

0
1 1

1 3 1( ) , ( ) , ( ) 1,2 2 22 2
2 1

111 1 ( ) 1,( ) , 1 0 0 22

1 1

1( ) ,
1 0 0 2

ˆ ˆ, , ( ) ,

ˆ( , ,

,

k k

y l lk s q l s q l s q
l l

k k l k l i
i

y
l s i qs q

l k r i i

k k l k l i
i

y
l s i q

l k r i i

w p Q w p c Q w p

c Q w p w p

w p

  





 
       

    

        

    

  
    

   

   



 

  

 
1

2

,
, ),

s
w p







(4.2.7) 

где 1
1s R  - любое число. 

Воспользуемся в правой части (4.2.7) леммой 2.1.1 при 0
11,
2

l s s    , 

получим оценку 

 

0 0

0
0

0

0

1

0
1 1

1

0

22
1 3( ) , ( ) ,2 2 2

2

1 1 0 1 ,( ) 1,2 2

1, 1 0 1

2 1 2
1( ) 1,

1 0 0 2

1(
2

ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ( ) , {Re( , )

ˆ ˆ( , )

,

,

k

y lk s q l s q
l

k

l s q
l s q

l

s q

s q

k k l k l i
i

y
l s i q

l k r i i

i

y
l s

w p Q w p

c Q w p c Q w Q w

M Q w Q w

w p

w p

 









   

  




    

   
    

 

  

  

  

  

 





  

1
1 1

2 1 1 2

,) ,
1 0 0

, }
k k l k l i

si q
l k r i i

w p


     


    

  

    (4.2.8) 

где 1
1s R  - любое число. 



128 
 

 

Заметим, что из следствия 4.1.1 вытекает оценка

0

0
0 0

2 2

1 11, 1 0 1 1 1( ) , ( ) 1,
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) , ( ) , .s q

s q y
s q s q

M Q w Q w Q w p c Q w p
 

 
    

     (4.2.9) 

Применяя (4.2.9) и (4.1.11) в правой части (4.2.8) и выбирая 1 0
1( )
2

s l s q   , 

получим из (4.2.8) оценку  

1

0 0
1

1

0
1

1

0 0
1 1

1 22
1 3( ) , ( ) ,
2 1 0 0 2

2
1( ) 1,

1 0 0 2

2 1 2
11 0 1 , ( ) 1,

1 0 0 2

, ,

( ) ,

ˆ ˆ(Re( , ) ,

k k l k l i
i

yk s q l s i q
l i i

k k l k l i
i

y
l s i q

l i i

k k l k l i
i

s q y
l s i q

l k r i i

y

w p w p

c w p

c Q w Q w w p

 



 





   

    
  

  

   
  

    

    
    

  

  

   

 

 



  

1

0
1 1

2 1 1 2
1( ) ,

1 0 0 2

, ).
k k l k l i

i

l s i q
l k r i i

w p


     

  
    
  

           (4.2.10) 

Докажем оценку (4.2.10) в случае 1r k . Используя для оценки последнего 

слагаемого в правой части (4.2.4) замечание 2.1.1при 0
11, 2
2

l k s k s       

и лемму 2.1.5 последовательно при 

0 0
1 12, 3 ;...; 2,
2 2

l k s k s l s s          получим оценку (4.2.6) при  

1 1r k  . Воспользовавшись в этом неравенстве леммой 4.1.2 при

0
11,
2

l s s     устанавливаем, так же как и выше, оценку (4.2.10) 

 Из (4.2.10) и теоремы 23 следует оценка  

1

0 0
1

1

00
1

1 1 22
1 3( ) , ( ) ,
2 1 0 0 2

1 1 2
1 1 ,y 1 ,( ) 1,

1 0 0 2

, ,

ˆ( ) , Re( (p,y, , , ) , ) .

k k l k l i
i

yk s q l s i q
l i i

k k l k l i
i

y x y s q
l s i q

l i i

w p w p

c w p c A D D w Q w

 

 





    

    
  

    

   
  

  

   

 

 
 

Таким образом, теорема 24доказана. Причѐм, в качестве разделяющего 

оператора Q̂  можно взять оператор 1Q̂ , определенный в (2.1.4) при 1i  . 
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Следствие 4.2.1.Пусть выполнены условия теоремы 24 и 0 2q  . Тогда для 

любого 0   существует такое число ( ) 0c   , что при всех 0( ,y) ( )n
v x C R


  

справедлива оценка  

0

0

0 0

0

2 2 2
0 , , 1, ,( ) ,

1 0 0 1 0 1( ) ,
2

, , ( ) ,

ˆ ˆRe( , )

q

qk q kq qk q

q q

q

v p v p c v p

c Q v Q v


  

 

 

 




   

  
   (4.2.12) 

с постоянной 1 0c  , не зависящей от ,v  . 

 Для доказательства достаточно повторить доказательство теоремы 

24при 0 0
1
2

s    с той лишь разницей, что вместо леммы 4.1.5 и замечания 

4.1.2 следует воспользоваться леммой 4.1.16. 

 

4.3. Доказательство априорной оценки решений общей краевой 

задачи в полупространстве для вырождающихся 

эллиптических уравнений высокого порядка с комплексным 

параметром. 
 

 Так как пространство 0 ( )n
C R


  плотно в пространстве , , ( )n

s q
H R  , то теорему 

22 достаточно доказать для функций из 0 ( )n
C R


 . 

Справедлива следующая теорема. 

 Теорема 4.3.1. Пусть выполнено условие 1' при 2s m  и условия 4, 5. 

Тогда для любого 0   существует число ( ) 0с    такое, что при всех 

0( ,y) ( )n
v x C R


  справедлива оценка  

2
,y ,y2 , , 2 1, ,

, , ( )( , (p,y, , , ) , )m

x ym q m q
D v p v p c v p A D D v p  

 


    . (4.3.1) 

         Доказательство. Воспользуемся неравенством 
00 0(( ) ( ) ) qq q

p i p
         , справедливым при 0 2q  . Получим 

оценку 
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0

0

2
,y 0 2 ,

, ,qm

m q
D v p v p


  

          (4.3.2) 

при 02 2q m  . 

Воспользуемся следствием 4.1.1, получим из (4.3.2) оценку

0 0

0

2 2 22
,y 2 , , 2 1, ,

1 0 0 1 0 1( ) ,
2

, , ( ) ,

ˆ ˆRe( , ) .

m

m q m q

q q

q

D v p v p c v p

c Q v Q v

  

 

 

 




  

  
                                             

(4.3.3) 

C помощью теорем 3, 4 и неравенства Коши - Буняковскогополучим оценку 

0 0

0

2
0 0 1 0 1 2 , ,( ) ,

2

22
02 1, ,

ˆ ˆ( , ) ,

ˆ( )( , , ).

q q

m qq

m q

Q v Q v v p

c v p Q v p

 
 











   

 

      (4.3.4) 

Из (4.3.3) и (4.3.4) вытекает оценка (4.3.1) 

 Теорема 4.3.2. Пусть выполнены условия теоремы 4.3.1. Тогда для 

любого 0   существует такое число ( ) 0c   , что при всех 0( ,y) ( )n
v x C R


  

справедлива оценка  

2 , , 2 1, ,

1 ,y

(p,y, ,0, ) , , ( ) ,

(p,y, , , ) ,

x y m q m q

x y

A D v p v p c v p

c A D D v p

 



 


   

 
 (4.3.5) 

с константой 1 0c  , не зависящей от v . 

 Доказательство. Из определения оператора ,y(p,y, , , )
x y

A D D   получим 

3 1 2

1 2 3
1 2 3

,y

,y
2 , 0

(p, y, ,0, ) , (p,y, , , ) ,

(y) ,

x y x y

j j j

j j j x y

j qj rj m j

A D v p A D D v p

a p D D v p




 

     

   

 
.                                        (4.3.6) 

Оценивая вторую норму в правой части оценки (4.3.6) с помощью 

неравенства Коши Буняковского, получим  

, 2 , ,
2 , 0

, 2 1, ,

, ,

( )( ( , , , ) , , ).

j l

x t t m q
j ql m j

x t t m q

D D v p v p

c A t D D v p v p


 



 





   



  

  


                                          (4.3.7) 
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Применяя неравенство (4.3.7) в правой части неравенства (4.3.6), получим 

неравенство (4.3.5). 

 Теорема 4.3.3. Пусть выполнены условия 1'при 2s m  и условия 4, 5, 6. 

Если порядки i
m  граничных операторов i

B  в шкале пространств , , ( )n

s q
H R   

не превосходят 2m q , то для решения ( ,y)v x  задачи (20), (22), (23), 

принадлежащего 2 , , ( )n

m q
H R   справедлива априорная оценка 

1

2 , ,

,y 10 2 1, ,21 2

,

( (p,y, , , ) , , , ).
i

m q

r

x y i y m qm m q
i

v p

c A D D v p B v p v p



   



   
            (4.3.8) 

      Доказательство. Рассмотрим уравнение  

(p,y, ,0, ) ( ,y) ( ,y)
x y

A D v x F x  .       (4.3.9) 

Так как это уравнение не является вырождающимся, то из [46] следует 

априорная оценка 

1

21 2

10 21 2

[( ) [ ( , y)]]

( (p,y, ,0, ) ).
i

m k

x x y

r

x y i y m m q
i

F p F v x v

c A D v B v v

 
 

  

   

   
    (4.3.10) 

Из (4.3.10) и (4.3.1) получим оценку 

1

22 1 2
,y

,y 10 21 2

2 , , 2 1, ,

[( ) [ ]]

( (p, y, , , ) (p, y, ,0, ) )

( ) .
i

m m k

x x y

r

x y x y i y m m q
i

m q m q

D F p F v v

c A D D v A D v B v

v c v

  



 



 


 

  



    

     

 

   

  

Используя в правой части последнего неравенства оценку (4.3.5), получим  
1

,y 12 , , 0 21 2

2 , , 2 1, ,

( (p,y, , , ) )

( ) .
i

r

x y im q y m m q
i

m q m q

v c A D D v B v

v c v



 
 

  



   

 


 

Выбирая  в этом неравенстве 0   достаточно малым, получим оценку 

(4.3.8) 
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 Доказательство теоремы 22. Если порядки операторов i
B  в шкале 

пространств , , ( )n

s q
H R   не превосходит 2m q , то теорема 22при 2s m  

вытекает из теоремы 4.3.3, так как пространство 0 ( )n
C R


  плотно в , , ( )n

s q
H R  . 

Доказательство теоремы 22 в случае 2s m  и в случае, когда порядок хотя 

бы одного  из операторов i
B  в шкале пространств , ,s q

H   не меньше 2m q  

проводиться стандартным методом (см., например, [30]). 

 Доказательство теоремы 25. Из теоремы 22 вытекает оценка 
1

, , 2 , , 1, , 11
2

, ( , , , ).
j

r

js q s m q s q
j s m q

v p c F p v p G p
   

  

  
 

Запишем это неравенство в виде

 

 

Так как по условию теоремы 0 0,p p   то из определения нормы в 

пространстве  , , ( )n

s qH R   вытекает, что существует такое число 0p , что при 

всех 0 0p p   справедливо неравенство  

, , 1, ,

1 , , 0.
2 s q s q

v p v p
 
   

Отсюда и из предыдущего неравенства вытекает неравенство (29). Теорема 
25 доказана. 

 

 

1

, , , , 1, , 2 , , 11
2

1 1, ( , , ) ( , , ).
2 2

j

r

js q s q s q s m q
j s m q

v p v p v p c F p G p
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ГЛАВА 5 
СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ  ОБЩЕЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ 

ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА, ЗАВИСЯЩИХ ОТ КОМПЛЕКСНОГО 

ПАРАМЕТРА 
5.1. Вспомогательные утверждения 

Рассмотрим теперь оператор 

, ,
ˆ ( , , , , ) ( , , , ) , 1,2,...,

j t t j t t
A p t D K p t D j k      , (5.1.1) 

где 
1

,( , , , ) ( , , , ) [ ] ,

( , , , ) ( , , , 1)

j t j

j j

K p t D F p t F

p t z p t

     

    

    

  
 (5.1.2) 

( , , , )
j

z p t    – z  - корни уравнения (23). 

 Рассмотрим функции, построенные по формулам  

1 ,
ˆ( , , ) ( , , , , ) (p, , ), 1,2,..., ,

j j t t j
w p t A p t D w t j k       (5.1.3) 

где функция 1( , , )w p t при всех 1 n
R  принадлежит по переменной t  

пространству 1
0 ( )

C R . 

 Справедливо следующее утверждение. 

 Лемма 5.1.1. Пусть при всех 1,n
R p Q    функция 1(p, , )w t  

принадлежит по переменной t  пространству 1
0 ( )

C R . Тогда справедливо 

равенство 

1 1 1 1 1 11 , 1 , 1 , 1( , ,0) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ),s

t s r r s r r s r r
w p T w w F w I w w      (5.1.4) 

где 11,2,..., 1,2,...,s r k  ; функции 
1 1, 1( ,..., )

s r r
T w w  строятся по рекуррентным 

соотношениям 

1 1

1 1 1 1 1

11

1 1

'
, 1 , 1 1 1 1, 1 1

| | ( 1)

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,0, ,0) ... ( ,0, ,0)

( ,0, ,0) ( , ,0),

r

r

l l

s r r s r r r s r

s l r

r r

T w w T w w p p

p w p

   

  


   

  

    




 (5.1.5) 
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,1 1 1 1( ) ( ,0, ,0) (p, ,0)s

s
T w p w   . (5.1.6) 

Здесь  

1

1 2

| |21
'

1 2 ,
0 0 0

| | ... , ... ,
j

j

s l js ls

j j j s

l l l

l l l l

  

  

         

11 1 1

1 1 1 1 1

| |'
, 1 , 1 1( ) ( ,0, ,0) ... ( ,0, ,0) ( , ,0).r rl s l rl

s r r r s r t r
F w p p w p     

      (5.1.7) 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 11

, 1 , 1 1 1

'
, 1 1 | | ,

( ,..., ) ( ,..., )

( ,0, ,0) ... ( ,0, ,0) ( , ,0),r

r

s r r s r r

ll

r s r s l r r r

I w w I w w

p p M w p    

 

  

 

  
 (5.1.8) 

1

1
1

2

,1 1 1 1,1 1
0

( ) ( ,0, ,0) ( , ,0).
s

l

s s l

l

I w p M w p  


 


  (5.1.9) 

Здесь ,s j
M  - коммутатор операторов  s

t
 и ,( , , , )

j t
K p t D . По определению 

считается, что , 0
s r

T  , при 10, 0s r  , 
1, 0

s r
I   при 12, 0;s r   

1, 0
s r

F    при 

12, 0;s r   

 Доказательство. Учитывая обозначение (5.1.1), получим из леммы 

2.1.6  при  p  и 1  равенство 

1 1

1

1

1
1

1
1

1
0

2

1, 0
0

( , ,0) ( ,0, ,0) ( , ,0)

( ,0, ,0) ( , ,0)

( ,0, ,0) ( , , ) | ,

s s

t j j j

s
l s l

j t j

l

s
l

j s l j j t

l

w p p w p

p w p

p M w p t

   

  

  


 






  


  

  







 
(5.1.10) 

где 
1 1,s l j

M    - коммутатор операторов 1 1s l

t

   и ,( , , , )
j t

K p t D . Положив в 

(5.1.10) 1,j  получим равенство (5.1.4) при 1 1.r   Предположим далее, что 

формула (5.1.4) справедлива при некотором 1 1r  , то есть 

11 1 1 1 1
,1 , 1 , 1 1( ,0) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ),s

s rt s r r s r r r
w T w w F w I w w      (5.1.11) 

где 11 1
,, ,, , s rs r s r

T F I  находятся по формулам (5.1.4) - (5.1.9). С помощью 

формулы (5.1.10) находим равенство 
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1 1 1

, 1 1 1 1 11

1 11

11 111
11

1
1 1 11 1

1 11
11

| |'
1 , 1 1 1

... 2

1( 1), 1
0

( 1)
2

0

( ) ( ,0, ,0) ... ( ,0, ,0){ ( , ,0)

( ,0)

( ,0, ,0) ( , ,0)}.

r r

s r

r

r

r

r r

r

r

l s l ll

r r s r r r

s l l r

rs l r r

l

s l
l s l r

t r

l

F w p p w p

M w

p w p

     



  




 





 
  

    

   


 
  




   

 

 




11... 1l r  



 (5.1.12) 

Применяя (5.1.12) в правой части (5.1.11), устанавливаем справедливость 

равенства (5.1.3)  при 1 1r  . 

 Следствие 5.1.1. При выполнении условий леммы 5.1.1 справедливо 

равенство 
1

1

1 1 1 1

1 1 1
1

, 1 , 1 ,
1

( , ,0) ( ( ,0, ,0),..., ( ,0, ,0)) ( , ,0)

( ) ( ,..., ) ( ) ( , ,0),

r
s

t s l l l

l

r

s r r s r r s l l

l

w p T z p z p w p

F w I w w E w p

   

 

 





  

  




 (5.1.13) 

где функции 
1 1, ,,

s r s r
F I  находятся из рекуррентных соотношений (5.1.7) - 

(5.1.9). 

1
1 1

| |
( ,..., ) ( ,0, ,0) ... ( ,0, ,0).l

l

j l l

j

T z z z p z p




 


    (5.1.14) 

, 1 1 1 1 2( ) ( ,..., ) ( , ,..., ),
s l s l l s l l

E T T z z z        (5.1.15) 

( , , , )
j

z p t    – z  - корни уравнения (23), ( , , , ) ( , , , 1)
j j

p t z p t       . 

Для доказательства (5.1.13) достаточно заметить, что с помощью индукции 

по числу 1r  из рекуррентных соотношений (5.1.5) - (5.1.5) вытекает равенство 

1

1 1, 1 1 1
1

( ,..., ) ( ,..., ) ( , ,0).
r

s r r s l l l

l

T w w T w p   


  (5.1.16) 

После этого формула (5.1.4) может быть записана в виде (5.1.13). 

Определение 5.1.1. Будем говорить, что ( ) 0(mod ( ))Q z P z , если 

многочлен ( )Q z  делится без остатка на многочлен ( )P z . 

 Нам понадобится следующая алгебраическая лемма, доказанная в 

работе [54]. 
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Лемма 5.1.2.  Пусть 
1

1

1
1

10
Q( ) , ( ) ( )

j r
s

s i
i

s

z a z P z z z




    

Положим 1

1
1 1

1 1 1
1 | | 1

( ,..., ) ... , 1 .i

i

j

i i s i

s i s i

Q z z a z z i r


    

       Тогда 

( ) 0(mod ( ))Q z P z  тогда и только тогда, когда 1 1( ,..., ) 0, 1 .
i i

Q z z i r    

Запишем граничные операторы (p, , ) [ (p, , )]
i t x i x t

B F B D     (см. (22)) 

в виде 

3

3

, ,
0 | | rj

(p, , ) (p, ) ; (p, ) ,
i

i

jj

i t i j t i j ji

j m qj

B b p







   
   

        (5.1.17) 

где [ / ]
i i

m q . Рассмотрим также операторы 

3

3

0 0 0
, ,

0 | | rj
(p, , ) (p, ) ; ( ) ,

i

i

jj

i t i j t i j ji

j m qj

B b p







   
   

        (5.1.18) 

Обозначим 

1 1
*

1

0
, 1 1 ,

1

( , ) ( ( ,0, ,0),..., ( ,0, ,0)) ( ),
i

i l s l l i s

s l

B p T z p z p


    
 

   (5.1.19) 

где 1, 1,2,...,l i r , 1r – число z  - корней уравнения (23), лежащих в левой 

полуплоскости, величины 
1 1 1( ( ,0, ,0),..., ( ,0, ,0))

s l l
T z p z p    определены в 

(5.1.14). * min{ , 2} 
i

l l  . 

 Лемма 5.1.3. Условие 3 эквивалентно условию 
1

, , 1det{ ( , )} 0r

i l i l
B p     (5.1.20) 

при всех 1,| | 0 n
R  , { , arg , 0}

2
p Q p C p p


      

          Доказательство. Рассмотрим многочлен вида 
1 1

0 0
,

1 1 0
(p, , ) (p, , ) (p, )

ir r
j

i i i i j

i i i

Q z B z z


    
  

     , (5.1.21) 

который построен по произвольному набору чисел 
11 2, , ...,
r

   . 
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Если обозначить 
1

*

1
max

i
i r

 
 

  и положить 
1, (p, ) 0

i s
   при 

*
1 11 , 1,2,...,

i
s i r     , то многочлен (p, , )Q z  можно записать в виде 

*
1

1

1
1

0
,

0 1
(p, , ) (p, ) .

r
s

i i s

s i

Q z z


  
 

 
  

 
   

По лемме 5.1.2 условие (p, , ) 0(mod (p, , ))Q z P z   эквивалентно условию 
*

1

1 1
1

0
1 , 1

1 1
(p, , ,..., ) (p, ) (p, ) 0

r

l l i i s s l

s l i

Q z z T


    
  

 
   

 
   (5.1.22) 

  

для всех 11, 2,...,l r . Здесь мы обозначили 

1 11 1 1 2(p, ) ( ( ,0, ,0), ( ,0, ,0),..., ( ,0, ,0))
s l s l l

T T z p z p z p        (см. (5.1.14)). 

Учитывая (5.1.19), выводим из (5.1.22) равенство 
1

1 , 1
1

(p, , ,..., ) ( , ) 0, 1,2, ..., .
r

l l i i j

i

Q z z B p l r  


    

Отсюда и из леммы 5.1.2 вытекает утверждение леммы 5.1.3. 

Лемма 5.1.4. Пусть 1 0s  – действительное число, 2s  – целое число, 

выполнено условие 1' с заменой s  на 1s s . Пусть функция 1( , , , )p t    

удовлетворяет оценкам (4.1.1). Тогда для оператора ,1 1( )
s

I w , определѐнного в 

(5.1.9), справедливо неравенство 

11
,1 1 1 ( 1) 1, , ,| |

2

( ), || , ||qs s q s q
s

I w p c w p    
 , (5.1.23) 

где постоянная 0c  не зависит от   и функции 1( , )w t , 
2 2 2 2

0 0
| , ( | | ) | |s

t ts
w p p w 

  . (5.1.24) 

, , ,| ||| , ||
s q

p    - норма в пространстве 1
, , ( )s q

H R  . 

 Доказательство. Из (5.1.9) с помощью теоремы 4 устанавливаем 

неравенство 
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1 11
1

1 1

1 1 1
1

22

,1 1 1,1 1 1,1 1
02

2( )2 2
1 1,1 1 ( 1), , ,| |

0

( ), | Re( , ) |

( | | ) || , || ,

s

qs t s l s l
s

p

q ss qp

s l s q p q

p

I w p c M w M w

p c M w p  



   


 

   


  

  




 (5.1.25) 

где 
1 1,1s l

M    - коммутатор операторов 1 1s l

t

   и 1 ,(p, t, , )
t

K D , 1 ,(p, t, , )
x t

K D D  – 

весовой псевдодифференциальный оператор с символом 1(p, t, , )   . 

Заметим, что из теоремы 4 вытекает оценка 

1 1 1 11,1 1 , , ,| | 1 ( ) 1, , ,| ||| , || || , ||
s l s q s s l q q

M w p c w p         (5.1.26) 

при 1 10, 1  s s p . 

Используя (5.1.26) в правой части (5.1.25), устанавливаем оценку (5.1.23). 

 Лемма 5.1.5. Пусть 1 0s  – действительное число, 2s  – целое число, 

выполнено условие 1' (с заменой s  на 1s s ), функции 

1( , , , ), 1,2,...,
i

p t i r     удовлетворяют оценкам (2.1.1). Тогда для оператора 

1 1, 1( ,..., )
s r r

I w w , определѐнного в (5.1.8) - 5.1.9), при произвольной функции 

1

1
1 ( 1) , ,( , ) ( )  

s s q q
w t H R  справедлива оценка 

1 1 11
, 1 1 ( 1) 1, , ,| |

2

( ,..., ), || , || ,qs r r s s q q
s

I w w p c w p    
  (5.1.27) 

где функции 1, 2,...,
j

w j r  определяются по функции 1( , )w t  с помощью 

формулы (5.1.2),  постоянная 0c  не зависит от  и функции 1w . 

 Доказательство. Воспользуемся для доказательства (5.1.27) методом 

математической индукции по числу 1r . При 1 1r   справедливость 

неравенства (5.1.27) вытекает из леммы 5.1.4. 

 Предположим, что оценка (5.1.27) справедлива при некотором 

1 1 1r j    и покажем, что она справедлива и при 1r j . Учитывая формулу 

(5.1.8), получим 
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1 1

1

1

, 1 , 1 1 1
2 2

'
, 1 1 |l| , 0

2

( ,..., ), ( ,..., ),

(p, ,0) ... (p, ,0) | , ,j

j

q qs j j s j j
s s

ll

j s j s j j j t q
s

I w w p I w w p

M w p   

  

   


 

  
 (5.1.28) 

где '
, 1; | l |

j s j  определены в (5.1.6). 

 Оценивая последнюю сумму в правой части (5.1.28) с помощью 

теоремы 4 и неравенства Коши - Буняковского, устанавливаем с учѐтом 

(5.1.26) неравенство

1

1

1 1

1 |l| , 0
2

( 1) 1, , ,| | 1 1 ( 1) 1, , ,| |

(p, ,0) ... (p, ,0) ,

|| , || || , || .

j

j

ll

j s j j j qt s

j s q s j q q s s q q

M w p

c w p c w p   

     
 

       

  

 
 

Используя последнее неравенство в правой части (5.1.28), находим с учѐтом 

предположения индукции оценку (5.1.27). 

Лемма 5.1.6. Пусть 1 0s  - действительное число, 1s  - целое число, 

1

1
1 ( 1) 1, ,| |( , ) ( )   

s s q
w t H R  . Тогда для оператора , ( )

s l
E   справедлива оценка 

1

1

1

, 0 1 ( 1) 1, , ,| |
1

2

( ) | , || , ||
r

s l l t s s q q
ql s

E w p c w p      
 

 , (5.1.29) 

где постоянная 0c  не зависит от   и функции 1w ; величины , ( )
s l

E   

определены (5.1.15). 

 Доказательство. С помощью формулы Тейлора, учитывая условие 4.1.1, 

устанавливаем неравенство 
1( 1)2 2 2| (p, , 1) (p, ,0) | ( | | )

q

i i
z z c p  


     для 

любого 1 n
R . 

Отсюда и из (5.1.14) - (5.1.15) выводим 
1 1 1

11
1

, 0 0 1 ( 2 ) 1, , ,| |( 1 ) 1
21 1 1

2

( ) | , | , || , || .
r r r

qs l l t l t l s s l q qs s l q
ql l ls

E w p c w p c w p            
  

     

Из последнего неравенства получаем с помощью (5.1.2) оценку (5.1.29). 

 Рассмотрим операторы 
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1

1 1 1

0
1 , , 1 ,

0 1
( ,..., ) (p, )( ( ,..., ) ( ) ( ,0)),

i r

i r i s s r r s l l

s l

R w w I w w E w


  
 

     (5.1.30) 

где операторы 
1

0
, , ,, ,

s r s l i s
I E   определены соответственно в (5.1.8), (5.1.15), 

(5.1.16), 11,2,...,i r . 

 Следствие 5.1.2. При выполнении условий леммы 5.1.5 для оператора 

11( ,..., )
i r

R w w  справедлива оценка 

1 11
1 1 1, , ,| |

2

( ,..., ), || , ||
i

qi r s q
s m

R w w p c w p   
 , (5.1.31) 

где 1  
i

s m q  – действительное число, постоянная 0c  не зависит от 

1, ,w p . 

 Доказательство. Для доказательства достаточно заметить, что из 

(5.1.30) вытекает неравенство 

1

11 11
, , 0

2 0 1 22

, , ( ) | ,
i

i

r

q qqi s r s l l ts m s qss qs
s l

R p c I p E w p


     
 

 
  

 
  . 

Применив теперь в правой части последнего неравенства оценки (5.1.27), 

(5.1.29) получим искомое неравенство (5.1.31). 

 

5.2. Построение регуляризатора и доказательство теорем существования 

и единственности решений общей краевой задаче для вырождающегося 

эллиптического уравнения высокого порядка с параметром 
 

Пусть ( , , , ) ( 1,2,..., )
i

z p t i k z    корни уравнения (23). Тогда из условия 5 

следует, что функции ( , , , ) ( , , , 1)
i i

p t z p t        удовлетворяют 

следующему условию.  

Условие 5.2.1 Функции ( , , , )
i

p t    принадлежат ( )n
C R

  и при всех 

1 , ( , ) , 0n
t R R       , { , arg , 0}

2
p Q p C p p


      справедливы 

неравенства 
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1( )2 2 2 2
1( , , , ) ( ) , 1, 2,..., , 0, 1, 2,...,

q j
j

i
p t c p i k j    


         

1
2 2 2 2

2 1Re ( , , ) ( ) , 1,..., ,
q

i
p t c p i r k        

1
2 2 2 2

3 1Re ( , , , ) ( ) , 1, ..., ,
q

i
p t c p i r           

где постоянные 0 ( 1, 2, 3)
i

c i   не зависят от ( , , , )p t   . 

Заметим, что если функции ( , , , )
i

z p t    удовлетворяют условию 2, то 

функции ( , , , )
i

p t    удовлетворяют условию 5.2.1. 

 По функциям ( , , , )
i

p t   , 1,2,...,i k  построим операторы 

,( , , , , )
j t t

A p t D   с помощью формулы (5.1.1). Обозначим 

1
, ,

ˆ ( , , , , ) [ ( , , , , )]
j x t t x j t t

A p t D D F A p t D  
   . 

Обозначим через 1 1
ˆ ( , ), 1,2,...,

j j j
R W j r    - регуляризатор задачи  

, 1

0

ˆ ( , , , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ); lim ( , ) 0,
j x t t j j

j j jt
t

A p t D D W x t W x t

W x t x W x t









  
  

      (5.2.1) 

 а через 1 1
ˆ ( ), 1,...,

j j
R W j r k    - регуляризатор задачи  

, 1
ˆ ( , , , , ) ( , ) ( , )
lim ( , ) 0.

j x t t j j

j
t

A p t D D W x t W x t

W x t

 



  
 

      (5.2.2) 

Операторы ˆ , 1,...,
j

R j k  существуют в силу теоремы 16 и 17.   

 Доказательство теоремы 26. Правый  регуляризатор задачи (20), (22),  

будем искать в виде  

1
ˆ( , ) ( , )R F G W x t ,         (5.2.3) 

где 
12 , , 1 2( , ) ( ), ( , ,.., )n

s m q r
F x t H R G G G G   , 1

1 1
2

( ) ( ), 1,2,...,
i

n

i
s m q

G x H R i r


 
  , 

 а функция 1( , )W x t  находится по формулам  

1 1
ˆ( , ) ( ( , ), ( )), 1,...,

j j j j
W x t R W x t x j r   ,    (5.2.4) 

1 1
ˆ( , ) ( ( , )), 1,...,

j j j
W x t R W x t j r k   ,              (5.2.5) 
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1 ( , ), 
k

W F x t                    (5.2.6) 

где функции 1, 1,...,
j

j r   будут указаны ниже. Обозначим 

( , ) [ ( , )],
j x j

w t F W x t  ( ) [ ( )], ( ) [ ( )]   
j x j i x i

F x g F G x    , 

1( ( 1))2 2 2

, ,( 1)

( )
(p, ) (p, )

j

i

m q l

i l i lm q l

p
B B


 



 

 


 ,      (5.2.7) 

где функции , (p, )
i l

B   определены в (5.1.19) 

 Выберем теперь функции  1( ), 1,2,...,
l

l r    как решения при 0  

системы  
1

, 1
1

(p, ) ( ) ( ), 1,2,...,
r

i l l i

l

B g i r   


  ,      (5.2.8) 

где
1

0
, , 1

0

ˆ ( ) ( ) (p, ) ( )
i

i i i j j r r

j

g g F w


   


   , а функции ,j r
F , 0

,
i j определены в

(5.1.7), (5.1.18). 

Из (5.2.7), условия 6 и леммы 5.1.3. получим, что 1
, , 1det{ ( )} 0r

i l i l
B     при 

1, 0 n
R  .  Значит, при каждом 1, 0 n

R   существует единственное 

решение системы (5.3.8). Это решение запишем в виде  
1

, 1
1

ˆ( ) ( ) ( ), 1,2,...,
r

l l i i

l

d g l r   


  .       (5.2.9) 

Так как при всех 1, 0 n
R   справедлива оценка 

22 2 2( 1) ( 1)
1 , 2( ) ( ) ( )i im q l m q l

i l
c p B c p         , 

то при всех 1, 0 n
R   справедливы оценки  

2 2( 1) ( 1)
1 , 2( ) ( ) ( )i iq l m q l m

i l
c p d c p                     (5.2.10) 

с некоторыми константами 1 0c  и 2 0c . 

 Из (5.3.4) - (5.3.6) следует, что функция 1( , )W x t  удовлетворяет 

уравнению  

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ... ( , ) ( , ) ( , )

k k
A A AW x t TW x t F x t   ,                                (5.2.11) 
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где T̂  - оператор, порядок которого в шкале пространств , , ( )
n

s q
H R   не  

превосходит 2 1m  (то есть его порядок меньше порядка оператора 

1
ˆ ˆ

k k
A A 1

ˆ...A )  

Причѐм, 1lim ( , ) 0



t

W x t . 

Из (5.1.13), (5.1.17), (5.1.18) и (5.2.7) получим  
1

0
1 ,0

1
(p, , ) ( , ) (p, ) ( )

r

i t i l lt
l

B w t B    




    

1

1 1

1

1 1

, , , 1 2
1 0

0
, 1 , ,

1

( (p, ) (p, )) ( ) ( ( , ,...., )

( ) ( ) (p, ).

ir

i l i l l j r r

l j

r

j r r i l i j

l

B B I w w w

F w E



   

 

 




   

  

 


 

Отсюда и из (5.2.10) получим  

1

1

0
1 1 20

, ,
1

(p, , ) ( ) ( , ,..., )

( (p, ) (p, )) ( ),

i t i i rt

r

i l i l l

l

B w g R w w w

B B

 

   





   

 
    (5.2.12) 

 где оператор 
11 2( , ,..., )

i r
R w w w  определен в (5.1.30). 

 Из (5.2.12) вытекает, что 
0

, 1 0
(p, , , ) ( , ) ( ) ( , )

i x t t i it
B D D W x t G x T F G 

   ,    (5.2.13) 

где 
1

1

1
1 2 , ,

1
( , ) [ ( , ,..., ) ( (p, ) (p, )) ( )]

r

i x i r i l i l l

l

T F G F R w w w B B    




   . (5.2.14) 

Покажем, что справедлива оценка  
1

12 , , 1, ,1 212

( , ), ( , , , )
ii

r

qqi is m q s m s qs m
j

T F G p c F p G p W p
      



   .(5.2.15) 

Действительно, из (5.2.7) и (5.1.17) с помощью формулы  Тейлора выводим 

оценку 

1

1
, , ( 1)1

22

[( ( , ) ( , ))], , qqx i l i l l s q ls m
F B p B p p c p  

     
   . 

Отсюда и из следствия 5.1.2 получим  
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1

1 , , ( 1)1 212

( , ), ( ( , ), , )
i

r

qq ls q s q ls m
l

T F G p c W x t p p
     



   .                    (5.2.16) 

Из оценки (5.2.16)  получим с учѐтом (5.2.4) - (5.2.6) оценку 
1

1 12 , , ( 1) 1, ,1 212

( , ), ( , , , )
i

r

qi is m q s q i q q s qs m
i

T F G p c F p p W p
       



    .(5.2.17)

Применяя в правой части (5.2.17) равенство (5.2.9) и оценку (5.2.10), получим 

оценку 
1

1

1 1

12 , ,1 212

1 0
, , 1 1 1, ,

1 0
2

( , ), ( , ,

[ (p, ) ( )] ).

li

l

r

qi ls m q s m qs m
l

r

x l j j r r s q
ql j s m

T F G p c F p G p

F F w W





 


    



  

   

  

  




         (5.2.18) 

Применяя в правой части неравенства (5.2.18) неравенства (5.1.7), (5.2.5), 

(5.2.6) оценку (5.3.15). 

 Из (5.2.11), (5.2.13) и (5.2.15) следует, что оператор, построенный в 

(5.2.4) - (5.2.6), является правым регуляризатором задачи (5.2.11), (22). 

Отсюда и из теоремы 23 получим, что этот оператор является правым 

регуляризатором для задачи (20), (22). И так как для этой задачи справедлива 

априорная оценка (27), то правый регуляризатор является и левым 

регуляризатором. 

 Замечание 5.3.1. Из доказательства теоремы 26 следует, что 

существует регуляризатор для вырождающегося псевдодифференциального 

уравнения вида (5.2.11) при граничных условиях (22). 

 Доказательство теоремы 28.  В теореме 27 было доказано 

существование такого оператора  
1 1

2 , , 1 , ,1
2

ˆ : ( ) ( ) ( )
j

r
n n n

s m q s q
j s q m

R H R H R H R 


    
   , 

что 

ˆ( , ) ( , ) ( , )AR F G F G T F G  , 
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где A  - оператор, порожденный задачей (20), (22), а T  является 

ограниченным оператором из 
1 1

2 , , 11
2

( ) ( )
j

r
n n

s m q
j s q m

H R H R


    
  в 

1 1
2 1, , 11 1

2

( ) ( )
j

r
n n

s m q
j s q m

H R H R


      
 . 

То есть 
11

ˆ( , ) { ( , ),T ( , ),...,T ( , )}rT F G T F G F G F G , где оператор ˆ( , )T F G  

определен в (5.2.11), а операторы 1T ( , ), j 1,2,...,rj F G   определены в (5.2.14). 

 Рассмотрим пространство 
1 1

, , , 1
ˆ ( ) ( )

j

r
s n n

q s q
j

H H R H R  


 
  , где 

2j j

q
s m    . 

Из  (5.2.11) и (5.2.15) получим оценку 
1

2
,

1

ˆ 2 , , 1
2

12 1, , 1, ,
1 1

2

ˆ( , ), ( , ), ( , ),

( , ), w , ).

s m
q

j

j

r

jH s m q qj s m

r

js m q s q
qj s m

T F G p T F G p T F G p

c F p G p p

 

 




  

  
   

  

  




  

Используя в этом неравенстве оценку (29), получим при достаточно 

большом 0 0p   и 0p p  неравенство 

2 2 1
, , ,

2
1ˆ ˆ ˆ

( , ), ( , ), ( , ), .
s m s m s

q q qH H H

c
T F G p c F G p F G p

p  
      

Так как 0 0p p  . То выбирая 0 0p   так, чтобы 2 1
2

c

p
 , получим, что 

норма оператора , ,
ˆ ˆ: s s

q qT H H    меньше единицы. Значит, существует 

обратный оператор 1
, ,

ˆ ˆ( ) : s s

q qI T H H 
  . Положим 1ˆ( , ) ( , )(I T)R F G R F G

  .  

Тогда 
1 1ˆ( , ) ( ) ( , ) ( )( ) ( , ) ( , )AR F G AR I T F G I T I T F G F G

       . 

Таким образом, существование решения доказано. 

Кроме того, справедлива оценка  
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,,

1

1
1 ˆˆ2 , ,

2 2 , ,
1

2

( , ), ( ) ( , ), ( , ),

( , ), ).

ss
qq

j

s m q HH

r

js m q
qj s m

R F G p c I T F G p c F G p

c F p G p










  

   

 
  

Из этой оценки следует единственность решения. 
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ГЛАВА 6 
НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА С ВЫРОЖДЕНИЕМ ПО 

ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

 

В настоящей главе исследуется общая параболическая задача для 

уравнений высокого порядка с вырождением по пространственной 

переменной. Частные случаи параболических задач с вырождением по 

пространственным переменным изучались в работах [37] – [39]. 

Основой использованного в работе метода служит известная схема 

М.С. Аграновича и М.И. Вишике [55], связывающая параболические задачи с 

эллиптическими задачами, содержащими комплексный параметр p Q , а 

также результаты работ [56], позволившие провести в главе 4 факторизацию 

вырождающегося эллиптическогооператора высокого порядка. 

Приведенные в работе доказательства относятся лишь к тому случаю, 

когда пространственные переменные (x,y)изменяются в

1{( , ) | x R ,0 }n n
R x y y


     , причем вырождение происходит при 0y  . 

Перенесение полученных здесь результатов на случай вырождения на 

произвольной гладкой границе  области n
R осуществляется хорошо 

известным методом «склеивания» (см. [57], [54], [58]). 

 

6.1. Функциональные пространства 

Рассмотрим абстрактные функции (t)t u 1(t R ) со значениями в 

гильбертовом пространстве 1Y . Пусть (t) 0u  при 0t  . Предположим, что 

существует преобразование Фурье (в смысле теории обобщенных функций) 

функций (t)t
e u

 ( 0),   принадлежащее гильбертовому пространству 0 1Y Y . 

Определение 6.1. Будем говорить, что функция (t)u принадлежит 

пространству 2, 1, 0(Y )a
W Y (a 0, 0)  , если конечна норма 
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2, 1 0

1 0
1 1

(Y ,Y )

2 22 1/2

(t)

{ (t) [e u] } .

a
W

at t

tY Y
R R

u

e u dt i F d



 
   





   
    

(6.1.1) 

Используя известные свойства преобразования Лапласа 

(p) V(p i ) F [e u(t)](p )pt

t
V  

     обобщенных функций (см. [55],[47]), 

можно ввести в пространстве 2, 1 0(Y ,Y )a
W   новую эквивалентную норму 

2, 1 0

1 0

(Y ,Y )

2 2 2 1/2

Re

{sup [ (p) (p) ] } .

a
W

a

Y Y

p

u

V p V dp



   



 
. 

                             (6.1.2) 

Обозначим через 2, 1 0(Y ,Y )a
E  (a 0, 0)  множество функций (p)V  со 

значениями в гильбертовом пространстве 1 0,Y Y аналитических в

полуплоскости Re p  и таких, что конечна норма (6.1.2). 

Известно, что преобразование Лапласа устанавливает взаимно-

однозначное и взаимно непрерывное соответствие между пространствами 

2, 1 0(Y ,Y )a
W  и 2, 1 0(Y ,Y )a

E  (см. [55] и [39]). 

Далее рассмотрим абстрактные функции 1(t), t Rt u   со значениями в 

гильбертовом пространстве 1Y такие, что при некотором 0a   существуют 

сильные производные [e u]j t

t

  в гильбертовом пространстве 0 1Y Y до 

порядка [a]j  . 

Определение 6.2. Будем говорить, что функция (t)u  принадлежит 

пространству 2, 1 0(Y ,Y )
a

W 



, 0, 0a    если конечна норма 

 
0

2, 1 0 1 0
1 1

2
[a]2 22

ˆ 1 2(Y ,Y )
0

( (t)) ( (t))
(t) (t)

j t j t

t h
t j t

t aW Y Y
jR R

e u e u
u e u e u dh dt

t h

 

 

 

 

 




               

   
 

(6.1.3) 

 

В случае [a]a   последняя сумма в первой части (6.1.3) опускается. 
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Используя в определениях пространств 2, 1 0(Y ,Y )a
W  , 2, 1 0(Y ,Y )

a

W 



, 

2, 1 0(Y ,Y )a
E  в качестве 1Y и 0Y пространства, введенные в главе 1, можно 

построить ряд новых пространств, используемых в дальнейшем. Нормы в 

этих пространствах могут быть получены из (6.1.1), (6.1.2), (6.1.3) с помощью 

подстановки в эти формулы норм конкретных пространств 1Y и 0Y . Таким 

образом вводятся следующие пространства  

      1
(r, , , ) 2, s, , 2,L ,

s

s n n nr
q q

H R W H R R   


    

      1
(r, , , ) 2, s, , 2,L ,

s
s

rn n n
q q

H R W H R R   

 


    

      1 1
(r, ) 2, s 2,L ,

s

s n n nrH R W H R R 
   

      1 1
(r, ) 2, s 2,L ,

s
s

rn n n
H R W H R R 

 
 

   

      (r, , ) 2, (s, , ) 2,L ,
s

s n n nr
q q

E Q R E H R R        

      1 1 1
(r) 2, 2,L ,

s

s n n nr
s

E Q R E H R R 
     

где 0; , 1s q r  . Через Q  обозначается множество  

 | ,Re 0Q p p C p      (6.1.5) 

на комплексной плоскости C . 

Нормы в пространствах      1 1
(r, , , )(r, , , ) (r, , ), , E
s

s n n s n
qq q

H R H R Q R    


 

  

обозначаются соответственно через 
,(r, , ,q) ,(r, , ,q)

,
s s   

   и 
,(r, , ,q)s  

 ; нормы в 

пространствах      1
(r, )(r, ) (r), ,E
s

s n n s n
H R H R Q R 


  обозначаются через

,(r, ) ,(r, )
,

s s 


  и 

,(r, )s 
 соответственно. 
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Нам понадобятся нормы в пространствах 1
, ,(R ), H (R )s n n

s q
H 


 , 

зависящие от параметра 
1
, ;r 1rp p C  . 

Норма в пространстве ( ,q) (R )s n
H    

0 10 1
1

1
21 22 2

(R )(R )
,( , )

; ,
n

s
s

r r
HH

s q R

u p J u p u dx




      
   

  
 

    (6.1.6) 

где      21 1 2 2
,1, , 1

s

s

y x x
J D D v F F F F v        

 

 
   

    
эквивалентна 

норме (4) с заменой параметра p  на
1
rp . 

Норма в пространстве 1(R )s n
H

  
1

1 22 22

0
;

s

r r
s

s

w p w p w
   
 

 
 

 (6.1.7) 

эквивалентна норме в пространстве 1( )s n
H R

 при каждом значении параметра

1
rp .  

Приведем необходимые нам в дальнейшем утверждения, являющиеся 

частными случаями соответствующих утверждений работы [54]. 

Лемма 6.1.1. Пусть 0; , 1s r q  . Для любой функции 

1
(r, , , )(t,x,y) H (R )s n

q
u  


 производная t x y y

D D u
   

  принадлежит пространству 

1 1
(r, , , )H (R )s s n

q 
 

  при 1s r q s         и справедлива оценка 

1 ,(r, , ,q),(r, , ,q)t x y y ss s
D D u c u

   
   

  
.
 (6.1.8) 

Лемма 6.1.2. Пусть 0; , 1s r q  . Для любой функции 

1
(r, , , )(t,x,y) H (R )s n

q
u  


  определено значение 2

0 (r, )| (R )s s n

t x y y
D u H

  



    при

2 2
1 , 0
2

s r q q s s       
 
и  справедлива оценка 
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2
0 ,(r, , ,q),(r, )

|
t x y y ss s
D u c u

  
  

  
.
 (6.1.9) 

Лемма 6.1.3. Пусть 0; , 1s r q   и числа 
s

q  
и s

r
 – целые. Для любой 

функции 1
(r, , , )H (R )
s

n
qu  




  определено значение 
1
2

0 ( ,q)| (R )
s r r

n

t t
u H




 

    при

10
2

s

r
  

 
и справедлива оценка 

10 ,(r, , ,q),( ,q)
2

u | .
t t ss r r

c u


  


  

   (6.1.10) 

Лемма 6.1.4. Для функций из пространств

1 1
(r, , , ) (r, , , )H (R ), H (R ), s 0
s s

n n
q q   


 

   операции взятия  обобщенной производной 

x

x y y
D D

 
   при qx s    и преобразования Лапласа перестановочны. 

Лемма 6.1.5. Для функций из пространств 1 1
(r, , , ) (r, , , )H (R ), H (R )
s s

n n
q q   


 

 

при s
2
q


 
операции сужения на гиперплоскость  0y   и преобразования 

Лапласа перестановочны. 

Лемма 6.1.6. Пусть 0; , 1s r q  . Если функция (p,x,y)V принадлежит 

(r, ,q) (Q R )s n
E    , то функция (p,x,y)

x y y
p D D V

   
   принадлежит 3

(r, , )
s s

q
E 



 при

3s r q s         и выполняется оценка 

3, ,(r, , ,q)(r, , ,q)x y y ss s
p D D V c V

   
   
 

.
 

Лемма 6.1.7. Пусть 0s  . Если функция (p,x,y)V  принадлежит 

(r, ,q) (Q R )s n
E    , то функция 0V |

x y y
p D

  
  принадлежит пространству 

4 1
(r) (Q R )s s n

E 
   при 4

1
2

s r q q s      
 
и выполняется оценка 

4,
0 ,(r, , ,q)(r, )

V | .
x y y ss s

p D c V
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Лемма 6.1.8. В пространстве 1
(r, , , ) (r, )H (R ) (H (R ))
s s

n n
q  


  множество 

бесконечно дифференцируемых в 1 1
1 (R R )n n

R R


  , финитных по 

1 1 1, , n
t R y R x R


   функций образует всюду плотное множество. 

Лемма 6.1.9. В пространстве 1
(r, ,q) ( )(Q R ) ( (Q R ))s n s n

r
E E  


   множество 

бесконечно-дифференцируемых по 1 1(x,y) Rn
R


  и целых аналитических по 

p C  функций, принадлежащих 1
(r, ,q) ( )

1 1

(Q R ) ( (Q R ))k n k n

r

k k

E E  

 



 

  , 

образует всюду плотное множество. 

 

6.2. Основные результаты 

В области  1(t,x,y) | 0 t ,x R ,0n
y

        рассматривается 

начально-краевая задача 

 

   , , , , , ,
t x y y

A y D D u F t x y   ; (6.2.1) 

  0 1, , | (t,x), j 1,2,...,r ;
j t x y y j

B D u G     (6.2.2) 

0| (x,y), 0,1,...,l 1
t t
u


     ,   (6.2.3) 

где операторы 1, (j 1,...,r )
j

A B  – линейные дифференциальные операторы с 

символами 

2
(p, , ,z) ( )

x

r q m

A a y p z
   


   

   
   

  ; 

1B (p, ,z) , 1,2,...,
j

j j x

r q m

b p z j r
  


  

 
  

  ; 

(y)a –бесконечно дифференцируемые ограниченные функции, b
j - 

комплексные числа, 2 21, 1; , ,m m
q r m k l

k l
    - натуральные числа,

1 1(j 1,2,...r ), r
j

m  - целые неотрицательные числа, 1 00 000, ( ) 1, ( ) 0
k l

r k a y a y  

при всех 1.y R  Обозначим через 
2j j

q
s m    . 
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Сформулируем основные условия, которым удовлетворяют операторы 

задачи. 

Условие 6.2.1. При всех 1( , ) R ,n
y R     и комплексных p , 

принадлежащих множеству : arg , 0
2

Q p p p
    

   
для

(y,p, , ) (j 1,2,...,k)
j

z    , являющихся корнями многочлена 

0
2

(y,p, , ,z) (y)
x

r q m

A a p z
   


   

   
   

   

выполнены условия: 

а) Re (y,p, , ) 0, (j 1,...,k)
j

z     ; 

б) функции (y,p, , ) (j 1,...,k)
j

z     являются бесконечно-

дифференцируемыми функциями по  . 

Пусть 1(y,p, , ) (j 1,...r )
j

z    – корни многочлена 0(y,p, , ,z)A   , лежащие 

в левой полуплоскости; остальные 1(k )r  корней 
1 11 2, ,...
r r k

z z z   этого 

многочлена в силу условия 6.2.1 лежат в правой полуплоскости при всех 

1
2( , ) R , (0 k, kn m

p Q r
q

        степень многочлена 0A  по z . 

Условие 6.2.2. При всех 1,n
R p Q    многочлены  

0
1B (p, ,z) , 1,...r

j

x

j j x

r qx m

b p z j
 


 

 
  

   

линейно независимы по модулю многочлена 
1

1

0

1
(y,p, ,z) (z z (y,p, ,0))

r

r j

j

G  


  . 

Если все функции (x,y) ( 0,1,...l 1)    тождественно равны нулю, то, 

как известно, с помощью преобразования Лапласа задача (6.2.1)-(6.2.2) может 

быть сведена к эквивалентной ей задаче вида 

(y,p,D ,D ,D )V(p,x,y) F(p,x,y), (x,y) Rn

x y y
A    ;    (6.2.4) 

1
0 1B (p,D ,D )V(p,x,y) | (p,x), j 1,...r , x R ,n

j x y y j
G


    ;   (6.2.5) 
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где p i   – комплексный параметр. 

Теорема 6.2.1. Пусть   1
12 max max , , 1 ,
2j

s m m q r j r     s– кратно 

2m, и выполнены условия 1, 6.2.1 и 6.2.2, p Q  Тогда существует 0 0   

такое, что при 0   для любого решения 
_

(r, ,q)(p,x,y) E ( R )s n
V Q     задачи 

(6.2.4)-(6.2.5) справедлива априорная оценка  

1

,(r, , ,q) 2 ,(r, , ,q) ,(r, )1 j

r

js s m
j

V c F G
     



 
  

 


 

(6.2.6) 

 

с константой 0c  , не зависящей от p  и функций 1, , (j 1,2,...,r )
j

F V G  . 

Здесь .
2j j

q
s m   

 

Доказательство. В силу определения пространства (r, ,q)E ( R )s n
Q    при почти 

всех p Q  функция  (p,x,y)V  принадлежит , , (R )n

s q
H   . Выберем теперь 

функцию r
p  таким образом, что arg

2r

   . Тогда из условий 6.2.1 и 

6.2.2 следует, что многочлены по z    10
0 1
( , , ,z), ( , ,z)

r
r r

j j
A B    


 

удовлетворяют условиям 4-6  при  : arg , 0
2

Q C
r

            
 

.  

Так как 
1
rp  , то из теоремы 25 выводим, что существует такое 

число 0 0  , что при всех 0Re p   справедлива априорная оценка 

1
22 21 1 1

1,( ,q) 2 ,( ,q)

; ; ;
j

r

r r r
j

js s m

V p c F p G p
  

    
  


,
 

 

(6.2.7) 

где постоянная 0c   не зависит от , ,p V F и 1, 1,...,r
j

G j  . 

Заметим, что из лемм 6.1.7 и 6.1.8 вытекает, что 

2
(r, ,q) (Q R )s m n

F AV E  


    и 1
0 (r)| (Q R )j n

j j y
G B V E





   . 
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Проинтегрировав оценку (6.2.7) по Re p     и вычислив точные 

верхние границы по 0Re    , получим требуемое неравенство (6.2.6). 

Теорема 6.2.2. В условиях теоремы 6.2.1 при каждом p Q

существует оператор  : 
1_ _ _

2 1
(r, ,q) (r) (r, ,q)

1
( R ) ( R ) ( R )j

r
s m n n s n

j

E Q E Q E Q


   
 

 


     , 

такой, что  

     10 1 1;G , B ;G | , 1,..., , ,...,
j y j r

A F F F G j r G G G      . 

Доказательство. Из теоремы 27 следует существование при каждом

0: Re 0p p      операторов R


 и 0R


 таких, что 

1
1

2 , , , ,
1

: (R ) (R ) H (R ),
j

r
n n n

s m q s q

j

R H H  




  


 

    0 1, ; , | , 1,..., ,
j y j

AR F G F B R F G G j r
   

    

где 
2j j

q
s m    . 

Причем в силу теоремы 25 имеет место оценка: 

 

1
22 21 1 1

1, ,q 2 , ,q ,

; ; ;
j

r

r r r
j

js s m

V p c F p G p
  

    
  

  
 

(6.2.7) 

 

Далее возьмем функции 1
1(p,x,y), (G (p,x))r

j j
F G  , такие, что: 

а) (p,x,y)F является целой аналитической по 
0

p Q , бесконечно-

дифференцируемой функцией (x,y) Rn

  и принадлежит 
_

(r, ,q) ( R )s n

s

E Q   ; 
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б) функции (p,x)
j

G  являются целыми аналитическими функциями 

0
p Q , бесконечно дифференцируемыми функциями 1n

x R
 , 

принадлежащими 1
(r) ( R )n

E Q





 . 

При выбранных правых частях {F,G}и 0,p Q     решение 

{F,G}V R


  будет принадлежать , , (R )n

s q
H    и может быть также 

предоставлено в виде 0{F, }V R G


 . Для этого решения будет справедлива  

оценка (6.2.7). По построению пространство , , (R )n

s q
H    вложено в 

пространство С.Л. Соболева 2 (R )
ks

nmH   и для нормы 
2

(p, , ) sk

m

V
 

 
в этом 

пространстве справедлива оценка  

1

2 , ,

(p, , ) (p, , ); rsk

m s q

V c V p


      
(6.2.8) 

с постоянной c>0 , не зависящей от p. При выполнении условия 

1
2 2
ks n

s
m

  
 
пространство С.Л. Соболева 2 (R )

ks

nmH  вложено в пространство 

(R )s n
C   (см. [59], [60]), причем выполняется оценка 

1
2(x,y) R

sup (p,x,y) (p, , )
n

ksx y
ms

D D V c V
 

  



 

    
(6.2.9) 

Объединяя оценки (6.2.8) и (6.2.9), находим, что  

1

1
(x,y) R , ,

sup (p,x,y) (p, , );
n

r
x y

s s q

D D V c c V p
 

   

   ,  

причем постоянные 0c   и 1 0c   не зависят от p. Из последнего неравенства, 

в частности, вытекает также оценка  

1

(x,y) R , ,

sup (p,x,y) (p, , );
n

z
y

s s q

D V c V p



 

    
 

(6.2.10) 

если функция (y)  удовлетворяет условию 1  при N s .  
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Запишем также частный случай неравенства (6.2.10) 

0
(x,y) R
sup (p,x,y)

n

V c


  (6.2.11) 

Обозначим через '
A  и '

j
B  операторы, получаемые из операторов A  и 

j
B  дифференцированием коэффициентов этих операторов по p, а через '

F  и

'
j

G  обозначим 
F

p


  

и 1(j 1,..., r )j
G

p





 соответственно. Рассмотрим задачу  

(p)V'(p,x,y) F'(p,x,y) A'(p)V(p,x,y)A   ;  (6.2.12) 

0 1(p)V'(p,x,y) | ' (p,x) B' (p)V(p,x,y), j 1,..., r
j y j j

B G     (6.2.13) 

относительно неизвестной функции V'(p,x,y) . Здесь p Q ,

, ,(p,x,y) H (R )n

s q
V    решение задачи (6.2.4)-(6.2.5). В силу результатов 

работы [24] получим, что 

 

 

Таким образом, правые части (6.2.12) и (6.2.13) принадлежат 

соответственно 2 , , (R )n

s m q
H    и 1(R )j n

H
  . Следовательно, задача (6.2.12)-

(6.2.13) имеет единственное решение 2 , ,'(p,x,y) (R )n

s m q
V H    при любом 

0( )p Q    . 

Докажем равенство '(p,x,y) V
V

p




  
при p Q . Для этого зафиксируем 

p Q  и возьмем приращение p  настолько малым, чтобы p p Q   . 

Введем следующие обозначения: 

(p ) A(p)A A p    ; (p ) (p)
j j j

B B p B     ; (p ) (p)V V p V     

Поскольку (p )V(p ) A(p)V(p) V(p ) (p) V(p)A p p A p A        , то

A(p) V V(p )F A p      

Аналогично устанавливаем соотношения 

0 0 1(p) | V(p ) | , 1,..., .
j y j j y

B V G B p j r        

2 , , 0 1 1
1' (R ); B' | (R ) ( s m q, j 1,2,...,r ).
2

jn

s m q j y n j j
A V H V H
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Отсюда и из (6.2.12) находим 

A(p)( V') ( ') ( ')V(p ) A'V F A
F A p V

p p p

  
        

  
; 

0 0 0(p)( V') | ( ') ( ')V(p ) | B' |j j

j y j j y j y

G BV
B G B p V

p p p
  

 
        

  
. 

Для оценки V'V

p




  
применим неравенство (6.2.11) и априорную 

оценку (6.2.7). Тогда получим  

1

1 1

12 , ,q 2 , ,q

0 02 , ,q
1 1

V' { ' ' ( ') V(p )

'(p) ( ') V(p ) | ' (p) | }

j

j

j

r
j

j

js m s m

r r
j

j y j ys m
j j

GV F A
c F G A p

p p p p

B
A V B p B V

p

 

 


 

 
 

  
        

   


       





 

 

 

(6.2.14) 

где постоянная c>0 не зависит от , ', , ,
j

V V F G p  и p . 

Оценим далее каждое слагаемое в правой части (6.2.14) при 0p  . 

Так как правые части 1(p,x,y), G (p,x) (j 1,...,r )
j

F   принадлежат по 

предположению соответственно 1
(r) (Q R )n

E





 , то легко установить, что 

при 0p   

0

1
2 , ,q

'
s m

F
F c p

p 


  


; 

2 1' , 1,...,
j

j

j

G
G c p j r

p



   


 

с постоянными 1 0c   и 2 0c  , не зависящими от p . С помощью лемм 6.1.6 

и 6.1.7 находим  

2 , , , ,
2 , ,q

( ')V(p )
s r q

s m

A
A p c p V

p  



    


; 

3 1' , 1,...,
j

j

j

G
G c p j r

p
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причем 2 0c   и 3 0c   не зависят от p . 

Как показано выше, функция V  является решением задачи (6.2.4)-

(6.2.5) с правыми частями 0 1(p ), G (p ) | , 1,...,r
j j y

F AV p B V p j      . 

Поэтому для V  справедлива оценка (6.2.7), которая в рассматриваемом 

случае может быть записана в виде  

0

1

, ,q 2 , ,q 2 , ,q

0
1

{ ( )

( (p ) | )}
j j

s s m s m

r

j j y

j

V c F AV p p

G B V p

  

 

 




       

     
. 

Отсюда, как и выше, получаем оценку  
1

0 42 , ,q
1

'(p) ' (p) |
j

r

j ys m
j

A V B V c p
 



     ,  

где константа 5 0c   не зависит от p .

Использование приведенных оценок в правой части (6.2.14) позволяет

установить, что V'(p) 0V

p


 

  
при 0p   в любой точке p Q . 

Последнее означает, что при всех p Q  существует  
0

( ,q)'(p) H (R )s nV
V

p
 


 


. 

Аналогично можно показать, что при s    функция (p)
x y

D V
   

является аналитической функцией  в Q  и x y y
D D V

  
   принадлежит 

1
(r, ,q) (Q R )s n

E     для 1 0.s s q        

Пусть далее 2 1
(r, ,q) (r) 1(Q R ),G (Q R ), j 1,2,...,rjs m n n

j
F E E


  
 

     . Построим 

последовательности функций 2
(r, ,q) (Q R )s m n

i

s

F E  


 
 

и 

1
(r)G (Q R ), i 1,2,...j n

ji
E






  
 
таких, что (см. лемму 6.1.9) 

2 ,(r, , ,q)
0

i s m
F F

 
 

 
при  i  ; 

,(r, )
0

j

ji j
G G

 
 

 
при  i  ; 
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Пусть (r, ,q) (Q R )s n

i
V E      – решение задачи (6.2.4)  - (6.2.5) с правыми 

частями 1, , , 1,...,
i j

F G i j r . Из априорной оценки (6.2.7) следует, что 

последовательность   1i i
V



  фундаментальна в (r, ,q) (Q R )s n
E    . В силу полноты 

пространства (r, ,q) (Q R )s n
E     существует предел (r, ,q) (Q R )s n

V E      этой 

последовательности. 

С другой стороны, при каждом 0,p Q     существует единственное 

решение ( ,q)(p,x,y) H (R )s n
V 



  задачи (6.2.4) - (6.2.5), представимое в виде 

 (p,x,y) ,V F G
  

 . Стандартным способом показывается, что при

0 (r, ,q)
ˆ,( ) V(p,x,y) V(p,x,y) (Q R ).s n

p Q E          

В силу оценки (6.2.6) оператор 


  , рассматриваемый как оператор 

из 
1

2 1
(r, ,q) (r)

1
(Q R ) (Q R )j

r
s m n n

j

E E


  
 




  
 
в (r, ,q) (Q R )s n

E    , является ограниченным 

оператором, действующим в указанных пространствах. 

Теорема 6.2.3. Пусть  12 max max , ,
2j

s m m q r  
 
выполнены условия 

1, 6.2.1 и 6.2.2, s– кратно 2m. Тогда существует 0 0   такое, что при 0 

для любых 2 1 1 1
(r, , ,q)(t,x,y)H (R R R )s m n

F  
 

   и 1 1
(r, ) 1(t,x) H (R R ), j 1,...rj n

j
G




  

задача (6.2.1) - (6.2.2) однозначно разрешима в пространстве 1
(r, , ,q)H (R )s n

 


 , 

причем справедлива априорная оценка 
1

,(r, , ,q) 2 ,(r, , ,q) ,(r, )1
' ( ).

j

r

s js s m
j

u c F G
     



   
(6.2.15) 

Доказательство. Преобразование Лапласа устанавливает взаимно-

однозначное и непрерывное соответствие между пространствами 

1
(r, , ,q) (r, )H (R ) (H (R ))s n n

  


  и 1
(r, ,q) (r)(Q R ) ( (Q R ))s n s n

E E  


  . Это позволяет 

свести решение задачи (6.2.1) - (6.2.2) в пространстве 1
(r, , ,q)H (R )s n

 


  к 
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решению задачи (6.2.4) - (6.2.5) в пространстве (r, ,q) (Q R )s n
E    . 

Существование решения (r, ,q)(p,x,y) (Q R )s n
V E      задачи (6.2.4) - (6.2.5)  

установлено в теореме 6.2.2 при 2
(r, ,q)[e F] (Q R ),t s m n

t
F F E


  

 
   

1
(r) 1[e ] (Q R ), j 1,...,rjt n

j t j
G F E


  

    . Поэтому функция 

1(t,x,y) F [V( i ,x,y)]
t

u   
   является решением задачи (6.2.1) - (6.2.2) и 

принадлежит пространству 1
(r, , ,q)H (R )s n

 


 . Как известно (см. [55], [61]), из 

условия 1
(r, , ,q)u H (R )s n

 


  при 
12
2

s m r 
 
следует, что 0| 0

t t
u


   для 

0,1,..., 1s

r
   . Таким образом, функция (t,x,y)u  удовлетворяет условиям 

(6.2.3) при 0 ( 0,1,...,l 1)     . Непосредственно из априорной оценки 

(6.2.6) для (p,x,y)V  вытекает справедливость оценки (6.2.15) для (t,x,y)u . 

Условие 6.2.3. Пусть   1
12 max max , ,1 j r
2j

s m m q r     . Для набора 

функций 

2 1
(r, )(r, , ,q) 1 ( ,q)

ˆF(t,x,y) (R ), (t,x) H (R ), j 1,2,...,r , (x,y) H (R ),
j

s m n n n

j
H G 




   


 

      

 
, 0,1,..., 1

2
r

s r l      
  
существует функция 1

(r, , ,q)0 (t,x,y) H (R )
s

n
v  






такая, что: 

а) выполняются условия 0 0| (x,y), 0,1,...,l 1
t t
v


     ; 

б) после продолжения функций 0F Av  и 0 0|
j j y

B v   нулем при t<0  

справедливы включения 
2 1

0 (r, , ,q) 0 0 (r, ) 1F Av H (R ), | H (R ), j 1,2,...,r ,js m n n

j j y
G B v


  
 

        

в) существует постоянная ' 0c   такая, что имеет место оценка 
1

0 ,(r, , ,q)
0 ,( ,q)

' .
l

t

s
v c
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Теорема 6.2.4. Пусть выполнены условия теоремы 6.2.3. Тогда 

существует 0 0   такое, что при 0   для любых 

2
1

(r, , ,q) (r, ) 1 ( ,q)F(t, x, y) H (R ),G (t, x) H (R ),(j 1,2,..., r ), (x, y) H (R ),( 0,1,..., 1),
js m

n n n

j
l




     
 


        

удовлетворяющих условию 6.2.3, задача (6.2.1) - (6.2.3) однозначно 

разрешима в пространстве 1
(r, , ,q)H (R )
s

n
 




 , причем справедлива оценка 
1

,(r, , ,q) 2 ,(r, , ,q) ,(r, )1 0 ,( ,q)

'' ( ).
j

æ l

s js s m
j

u c F



        




 


 

      
(6.2.16) 

Доказательство. Пусть 1
(r, , ,q)0 (t,x,y) H (R )
s

n
v  




  функция из условия 

6.2.3. Положим 0(t,x,y) u(t,x,y) v (t,x,y)v    и рассмотрим задачу 

0;Av F F Av     

0

1
0 0| | ;

j y t j j j y
B v G G B v     (6.2.17) 

1
0 0 0| | ... | 0l

t t t t t
v v v


          

По условию 6.2.3 функция 1 0F F Av   принадлежит 
2

1
(r, , ,q)H (R )
s m

n
 




  и 

функции 1
1 0 0|

j j t
G G B v    принадлежат (r, ) 1H (R ), j 1,..., r

j

n



   . В силу теоремы 

6.2.3 решение задачи (6.2.17) 1
(r, , ,q)H (R )
s

n
v  


  существует, единственно и 

удовлетворяет оценке 
1

1
1,(r, , ,q) 2 ,(r, , ,q) ,(r, )1

{ }.
j

r

js s m
j

v c F G
     



   
(6.2.18) 

Тогда функция 0u v v   является решением задачи (6.2.1) - (6.2.3) и 

принадлежит 1
(r, , ,q)H (R )
s

n
 




 . Учитывая леммы 6.1.5 и 6.1.6 из неравенства 

(6.2.18) выводим оценку 
1

0,(r, , ,q) 2 ,(r, , ,q) ,(r, , ,q),(r, )1
{ }

j

r

js s m s
j

u c F G v
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Если в правой части последнего неравенства применить оценку для 

нормы 0v  в пространстве 
1

(r, , ,q)H (R )
s

n
 




 , указанную в условии 6.2.3, то мы 

приходим к требуемому неравенству (6.2.8). 

Из теоремы 6.2.4 вытекает утверждение теоремы 29. 






























