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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì èçáðàí-

íûì âîïðîñàì ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè

ôóíêöèé. Òàêîé êëàññ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íîâûì è ðàíåå íå ðàññìàòðè-

âàëñÿ. Îáû÷íî ïîÿâëåíèå íîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé äèêòóåòñÿ ðàçëè÷íûìè

îáñòîÿòåëüñòâàìè. Íàïðèìåð, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè âîçíèêëè ïî

ïðè÷èíå àëãåáðàè÷åñêîãî õàðàêòåðà: ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåðèîäè-

÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íåñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè-

ìè ôóíêöèÿìè. Ïåðèîäè÷åñêèå íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðàñ-

øèðåíèåì êëàññà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è âîçíèêàþò êàê îãðàíè÷åííûå

ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ âî-

ïðîñîâ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíê-

öèé: ñîçäàíèå òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå (â òîì ÷èñëå ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèé

ðÿäà Ôóðüå, êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå), ïðîáëåìû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå,

îöåíêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå, êðèòåðèè ïåðèîäè÷íîñòè íà áåñêîíå÷íî-

ñòè ôóíêöèè, ïîëó÷åíèå àíàëîãà òåîðåìû Âèíåðà îá àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ

ðÿäàõ Ôóðüå, îïèñàíèå ñïåêòðà (ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ) àë-

ãåáðû ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

÷åíèå êðèòåðèåâ ïåðèîäè÷íîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé

ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àêòóàëüíîé.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ñîçäàíèè òåîðèè ðÿäîâ Ôó-

ðüå ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé, èçó÷åíèè âîïðîñîâ èõ ñõî-

äèìîñòè, ïîëó÷åíèè îáîáùåíèÿ òåîðåìû Âèíåðà îá àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ

ðÿäàõ Ôóðüå, îïèñàíèè ñïåêòðà àëãåáðû ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè

ôóíêöèé, ïîëó÷åíèè êðèòåðèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷-
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íîñòè ôóíêöèè â âèäå ñóììû ïåðèîäè÷åñêîé è óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íî-

ñòè ôóíêöèè è êðèòåðèÿ ïåðèîäè÷íîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé íåêî-

òîðûõ êëàññîâ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ãàðìîíè÷å-

ñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè èçîìåòðè÷åñêèõ

ïðåäñòàâëåíèé, òåîðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â äèññåðòàöèþ, ÿâëÿ-

þòñÿ íîâûìè. Íàèáîëåå çíà÷èìûå èç íèõ ïåðå÷èñëåíû â ñëåäóþùåì ñïèñêå:

1. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ êàíîíè÷åñêîãî è îáîáùåííîãî ðÿäîâ Ôóðüå ïåðèîäè-

÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïëåêñíîì áàíà-

õîâîì ïðîñòðàíñòâå X, èçó÷åíû ñâîéñòâà ðÿäîâ Ôóðüå è âîïðîñû èõ

ñõîäèìîñòè.

2. Òåîðåìà Âèíåðà îá àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ Ôóðüå äëÿ ïåðèîäè-

÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðîñòðàíåíà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè

ôóíêöèé ñ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè Ôóðüå.

3. Îïèñàíû ñïåêòðû àëãåáð ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ íà

áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé.

4. Ïîëó÷åí êðèòåðèé ïðåäñòàâèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè

ôóíêöèè â âèäå ñóììû ïåðèîäè÷åñêîé è óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè

ôóíêöèè.

5. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ïåðèîäè÷íîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé íåêî-

òîðûõ êëàññîâ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåí-

íûå â äèññåðòàöèè, èìåþò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü. Îíè ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ íà
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áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé, èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé íåêîòîðûõ

êëàññîâ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü íà Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ Ñ.Ã. Êðåéíà 2010,

2012, 2013, 2014, íà Êðûìñêèõ îñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ 2010, 2011,

2012, íà Êðûìñêîé ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè 2013, íà

ìàòåìàòè÷åñêîì èíòåðíåò-ñåìèíàðå ISEM-2013 (Ãåðìàíèÿ, Áëàóáîéðåí), íà

Äèôôåîòîïè÷åñêîé øêîëå 2012 (Ïîëüøà, Ãäûíÿ), íà ìåæäóíàðîäíîé êîí-

ôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè

è ìåõàíèêè" 2013 (Âîðîíåæ), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåí-

íîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Á.Ì. Ëåâèòàíà 2014 (Ìîñêâà), íà êîíôå-

ðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèëîæå-

íèÿ â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ" 2014 (Âîðîíåæ), íà ñåìèíàðàõ À.Ã. Áàñêà-

êîâà, à òàêæå íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ ÂÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1-20]. Ðàáîòû [7, 10, 12, 13] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷-

íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ

Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [1, 2, 3, 19] â äèññåðòàöèþ âêëþ-

÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, 5 ãëàâ è áèáëèîãðàôèè, âêëþ÷àþùåé 75 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì

äèññåðòàöèè 100 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè ïîíÿ-

òèÿ è ðåçóëüòàòû èç òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï, áàíàõîâûõ ìîäóëåé,

áàíàõîâûõ àëãåáð è ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï.
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Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå íà áåñêîíå÷íîñòè

ôóíêöèè, çàäàííûå íà J ∈ {R+,R}, ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïëåêñíîì áàíà-

õîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ïîëó÷åí ðÿä êëàññè÷åñêèõ ðå-

çóëüòàòîâ î ðÿäàõ Ôóðüå â ñìûñëå ×åçàðî, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè

ðÿäà Ôóðüå. Òàêæå ïîëó÷åíû àíàëîã òåîðåìû Âèíåðà îá àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèõñÿ ðÿäàõ Ôóðüå è êðèòåðèé ïðåäñòàâèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêî-

íå÷íîñòè ôóíêöèè â âèäå ñóììû ïåðèîäè÷åñêîé è óáûâàþùåé íà áåñêî-

íå÷íîñòè ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåí ïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñ-

êîíå÷íîñòè ôóíêöèè, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå êîòîðîé ìîãóò ñêîëü óãîäíî

ìåäëåííî ñõîäèòüñÿ ê íóëþ.

Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, J ∈ {R+, R}.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèÿ x ∈ Cb,u(J, X) íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþ-

ùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè (S(t)x− x) ∈ C0(J, X) äëÿ âñåõ t ∈ J.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèÿ x ∈ Cb,u(J, X) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íà

áåñêîíå÷íîñòè ïåðèîäà ω > 0 (ω−ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè), åñëè

(S(ω)x−x) ∈ C0(J, X) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, lim
|t|→∞

∥x(t+ω)−x(t)∥X = 0.

Ìíîæåñòâî ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé îáîçíà÷èì

ñèìâîëîì Csl,∞ = Csl,∞(J, X), à ìíîæåñòâî ω−ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷-

íîñòè ôóíêöèé � ñèìâîëîì Cω,∞ = Cω,∞(J, X). Îáà ìíîæåñòâà îáðàçóþò

ëèíåéíûå çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Cb,u(J, X),

èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ S(t), t ∈ J.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Êàíîíè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè x ∈ Cω,∞(J, X)

áóäåì íàçûâàòü ðÿä âèäà ∑
n∈Z

xn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J,
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ãäå ôóíêöèè xn : J → X, n ∈ Z, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

xn(t) =
1

ω

ω∫
0

x(t+ τ)e−i 2πnω (t+τ)dτ, t, τ ∈ J, n ∈ Z, (1)

è íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè x.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îáîáùåííûì ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè x ∈ Cω,∞(J, X) íà-

çûâàåòñÿ ëþáîé ðÿä âèäà ∑
n∈Z

yn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J, (2)

ãäå yn, n ∈ Z, � òàêèå ôóíêöèè èç Cb,u(J, X), äëÿ êîòîðûõ

yn − xn ∈ C0(J, X), n ∈ Z, à ôóíêöèè xn, n ∈ Z, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-

ëîé (1).

Òåîðåìà 2.2 (òåîðåìà àïïðîêñèìàöèè). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

x ∈ Cω,∞(J, X) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (x0n) èç

C0(J, X) òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞

sup
t∈J

∥x(t)−
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+1

)
xk(t)e

i2πkω t−x0n(t)∥X =

0, ãäå xk, k ∈ Z, � êàíîíè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè x.

Òåîðåìà 2.3 (òåîðåìà àïïðîêñèìàöèè). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

x ∈ Cω,∞(J, X) è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-

öèé (x0n) èç C0(J, X) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (yn) èç Csl,∞(J, X)

òàêèå, ÷òî lim
n→∞

sup
t∈J

∥x(t)−
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+1

)
yk(t)e

i 2πkω t − x0n(t)∥X = 0.

Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ôóíêöèé yk (k ∈ Z) ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè xk, îïðå-

äåëÿåìîé ôîðìóëîé (1), è äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà âñþ êîìïëåêñíóþ

ïëîñêîñòü äî öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà íå âûøå ε.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáîáùåííûé ðÿä Ôóðüå

x(t) ∼
∑
n∈Z

yn(t)e
i 2πnω t, t ∈ J,

ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè x ∈ Cω,∞(J, X) ñõîäèòñÿ ê x

îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(J, X), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòü ôóíêöèé (x0n) èç C0(J, X) òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

sup
t∈J

∥x(t)−
n∑

k=−n

yk(t)e
i 2πkω t + x0n(t)∥X = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè

x ∈ Cb,u(J, X) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ω∞(·, x) : R+ → R+, îïðåäåëåííàÿ

ôîðìóëîé ω∞(δ, x) = lim
µ→∞

sup
|t|≤δ,|τ |≥µ

∥x(t+ τ)− x(τ)∥X , δ ∈ R+.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.4. Ëþáîé îáîáùåííûé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè x ∈ Cω,∞(J, X)

ñõîäèòñÿ ê x îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(J, X), åñëè

lim
n→∞

ω∞( 1n , x) lnn = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x ∈ Cω,∞(J, X) èìååò

àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå, åñëè ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé ðÿä Ôóðüå

(2) ýòîé ôóíêöèè, òàêîé, ÷òî
∑
n∈Z

∥yn∥∞ < ∞.

Åñëè X � áàíàõîâà àëãåáðà, òî ôóíêöèè èç Cω,∞(J, X), èìåþùèå

àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå, îáðàçóþò çàìêíóòóþ ïîäàëãåáðó â

Cω,∞(J, X), îáîçíà÷àåìóþ ñèìâîëîì Aω,∞(J, X).

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2.6, â

êîòîðîé çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Í. Âèíåðà îá àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ

Ôóðüå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ôóíêöèè èç Aω,∞(J, X).

Ïóñòü X � áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé e.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ôóíêöèþ x ∈ Cb(J, X) íàçîâåì îáðàòèìîé îòíîñè-

òåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(J, X) (èëè îáðàòèìîé íà áåñêîíå÷íîñòè), åñ-

ëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ y ∈ Cb(J, X) òàêàÿ, ÷òî xy−e, yx−e ∈ C0(J, X), ãäå

e(t) ≡ e, t ∈ J. Ôóíêöèþ y áóäåì íàçûâàòü îáðàòíîé ê x îòíîñèòåëüíî

ïîäïðîñòðàíñòâà C0(J, X).

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü X � áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Åñëè ôóíêöèÿ

a ∈ Cω,∞(J, X) îáðàòèìà îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(J, X) è èìå-
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åò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå, òî ëþáàÿ îáðàòíàÿ ê íåé îòíîñè-

òåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(J, X) ôóíêöèÿ èìååò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ

ðÿä Ôóðüå.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ (AN) èç End Cb,u(J, X) âè-

äà AN = 1
N

N−1∑
k=0

S(kω), N ≥ 1.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïðåäñòàâèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêî-

íå÷íîñòè ôóíêöèè â âèäå ñóììû ïåðèîäè÷åñêîé è óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷-

íîñòè ôóíêöèé:

Òåîðåìà 2.7. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ x ∈ Cω,∞(J, X) áûëà ïðåäñòà-

âèìà â âèäå x = x1 + x0, ãäå x1 ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X), íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â Cb,u(J, X) ñóùåñòâîâàë lim
N→∞

ANx.

Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åí êðèòåðèé ïåðèîäè÷íîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ðå-

øåíèé íåêîòîðûõ êëàññîâ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âèäà

x(t+ 1) = Bx(t) + y0(t), t ∈ J, J ∈ {R+,R}, (3)

ãäå B ∈ EndX, y0 ∈ C0(J, X).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ñïåêòð σ(B) îïåðàòîðà B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

σ(B) ∩ T ⊂ {1}.

Òîãäà êàæäîå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå x0 : J → X

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè

ôóíêöèåé ïåðèîäà 1.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ(t)− Ax(t) = y(t), t ∈ J, (4)

ãäå y ∈ L1(J, X) è A : D(A) ⊂ X → X � ãåíåðàòîð ñèëüíî íåïðåðûâíîé

îãðàíè÷åííîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ U : R+ → EndX êëàññà C0.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ x : J → X íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (4), åñëè äëÿ âñåõ s ≤ t èç J èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(t) = U(t− s)x(s) +

t∫
s

U(t− τ)y(τ)dτ, s ≤ t, s, t ∈ J.

Ïðè J = R+ ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ïðè s = 0 è t ≥ 0. ßñíî,

÷òî ôóíêöèÿ x ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

σ(U(1)) ∩ T ⊂ {1}.

Òîãäà êàæäîå îãðàíè÷åííîå íà J ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèåé ïåðèîäà 1 (x ∈ C1,∞(J, X)).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ U : R+ → EndX îãðàíè÷åíà

è äëÿ ñïåêòðà åå ãåíåðàòîðà A âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

σ(A) ∩ iR ⊂
{
i
2πn

ω
Z, n ∈ Z

}
.

Òîãäà âñå ôóíêöèè φx : R+ → X âèäà φx(t) = U(t)x, t ≥ 0, ÿâëÿþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèìè íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿìè ïåðèîäà 1.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ áàíàõîâûõ ïðåäåëîâ èññëåäóþòñÿ ñïåêòðû

àëãåáð ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ C∗−àëãåáðó U ñ åäèíèöåé e, íà êîòîðîé

çàäàíî èçîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå T : R+ → End U , îáëàäàþùåå ñâîé-

ñòâàìè:

1) ∥T (t)∥ = 1;

2) T (t)(xy) = (T (t)x) (T (t)y) äëÿ âñåõ x, y ∈ U ,

ò.å. ïðåäñòàâëåíèå T îáðàçóåò ïîëóãðóïïó ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáðû U .

Îïðåäåëåíèå 4.2.Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàëB íà èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëü-

íî ïîëóãðóïïû T àëãåáðå U ñ åäèíèöåé e íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì ïðåäåëîì

íà U , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) B(e) = 1,

2) ∥B∥ = 1,

3) B(T (t)x) = B(x), t ≥ 0, x ∈ U .

Ìíîæåñòâî áàíàõîâûõ ïðåäåëîâ àëãåáðû U áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

BL(U).

Äëÿ êàæäîãî τ ≥ 0 ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ξτ ∈ Cb,u(R+,K)∗, äåéñòâó-

þùèé ïî ïðàâèëó

ξτ(x) = x(τ), τ ≥ 0. (5)

Òåîðåìà 4.4. Ñïåêòð àëãåáðû Csl,∞(R+,K) ïðåäñòàâèì â âèäå

B0

∪
{ξτ ; τ ≥ 0}, ãäå ôóíêöèîíàëû ξτ , τ ≥ 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5).

Ïóñòü ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C)). Ïî íåìó ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

Tξ0 : Aω,∞(R+,C) → Aω(R+,C), ïîëîæèâ äëÿ êàæäîãî x ∈ Aω,∞(R+,C)

(Tξ0(x))(γ) =
∞∑

k=−∞

ξ0(xk)γ
k, x ∈ Aω,∞(R+,C), γ ∈ T.

Îòîáðàæåíèå Tξ0, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C)), ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àë-

ãåáðû Aω,∞(R+,C) â àëãåáðó Aω(R+,C).

Çàôèêñèðóåì γ0 ∈ T è ðàññìîòðèì õàðàêòåð

Tξ0,γ0 : Aω,∞(R+,C) → C, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Tξ0,γ0(x) = (Tξ0(x))(γ0), x ∈ Aω,∞(R+,C). (6)

Îòìåòèì, ÷òî ïîäàëãåáðà Aω,∞(R+,C) ïëîòíà â Cω,∞(R+,C), à

Cω,∞(R+,C) - åñòü C∗-àëãåáðà è äëÿ õàðàêòåðà Tξ0,γ0 âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

|Tξ0,γ0(x)| ≤ ∥x∥∞, γ0 ∈ T. Ïîýòîìó õàðàêòåðû Tξ0,γ0 äîïóñêàþò ðàñøè-

ðåíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî Cω,∞(R+,C). Ýòî ðàñøèðåíèå ìû òàêæå áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç Tξ0,γ0 : Cω,∞(R+,C) → C.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ âèäà

M = {Tξ0,γ0; γ0 ∈ T, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+,C))}
∪

{ξτ ; τ ≥ 0},
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ãäå ôóíêöèîíàëû ξτ , τ ≥ 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5), à ôóíêöèîíàëû

Tξ0,γ0 � ôîðìóëîé (6).

Òåîðåìà 4.6. Ñïåêòð àëãåáðû Cω,∞(R+,C) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì M.

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíê-

öèè, çàäàííûå íà RN , ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå X. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-

òàòàì, îïèñàííûì âî âòîðîé ãëàâå äàííîé äèññåðòàöèè, à èìåííî:

Òåîðåìà 5.1 (òåîðåìà àïïðîêñèìàöèè). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ Cω,∞(RN , X) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (f 0
n) èç

C0(RN , X) òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

sup
x∈RN

∥f(x)−
∑

|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
fk(x)ek(x)− f 0

n(x)∥X = 0,

ãäå fk, k ∈ ZN , � êàíîíè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f.

Òåîðåìà 5.2 (òåîðåìà àïïðîêñèìàöèè). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ Cω,∞(RN , X) è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé (f 0
n) èç C0(RN , X) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (yn) èç

Csl,∞(RN , X) òàêèå, ÷òî

lim
n→∞

sup
x∈RN

∥f(x)−
∑

|k|≤n,k∈ZN

N∏
i=1

(
1− |ki|

n+ 1

)
yk(x)ek(x)− f 0

n(x)∥X = 0.

Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ôóíêöèé yk (k ∈ ZN) ýêâèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêîìó

êîýôôèöèåíòó Ôóðüå fk è äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà âñþ êîìïëåêñíóþ

ïëîñêîñòü äî öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà íå âûøå ε.

Òåîðåìà 5.3. Ëþáîé îáîáùåííûé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ Cω,∞(RN , X)

ñõîäèòñÿ ê f îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(RN , X), åñëè

lim
n→∞

ω∞( 1n , f) ln
N n = 0.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü X � áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Åñëè ôóíêöèÿ

f ∈ Cω,∞(RN , X) îáðàòèìà îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(RN , X) è
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èìååò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå, òî ëþáàÿ îáðàòíàÿ ê íåé îò-

íîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(RN , X) ôóíêöèÿ èìååò àáñîëþòíî ñõî-

äÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïðåäñòàâèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêî-

íå÷íîñòè ôóíêöèè â âèäå ñóììû ïåðèîäè÷åñêîé è óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷-

íîñòè ôóíêöèé:

Òåîðåìà 5.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f ∈ Cω,∞(RN , X) áûëà ïðåäñòà-

âèìà â âèäå f = f1 + f0, ãäå f1 ∈ Cω(RN , X), f0 ∈ C0(RN , X), íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â Cb,u(RN , X) ñóùåñòâîâàë lim
n→∞
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