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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования. Математическое моделирование про-
цессов тепло- и массопереноса в микро- и наноканалах с различной конфигура-
цией поперечного сечения в силу большого числа их практических применений
является одной из наиболее значимых в прикладном аспекте областей динамики
разреженного газа. Данное обстоятельство приводит к необходимости проведе-
ния исследований процессов переноса в микро- и наносистемах (MEMS, NEMS),
разработка которых осуществляется для внедрения в промышленность нано-
технологий. В качестве примеров таких систем можно привести установки для
создания высокоскоростных молекулярных пучков импульсного типа, исследо-
вания травления кремневых пластин, оценки утечки газа через компрессорные
клапаны, наноподшипники, высоковакуумные молекулярные насосы Кнудсе-
на и Холвека, используемые в оптических и масс- спектрометрах, вакуумные
датчики Pirani и т.д. Для практического применения указанных выше техноло-
гий необходимо описание процессов переноса массы газа и тепла через каналы,
имеющие различные формы поперечного сечения. Стоит отметить, что в нано-
каналах, размеры поперечного сечения которых сопоставимы со средней дли-
ной свободного пробега, нарушается основное предположение гидродинамики о
локальном равновесии. В этом случае использование уравнений Навье–Стокса
становится невозможным, и возникает необходимость применения уравнения
Больцмана и соответствующих ему граничных условий или модельных кинети-
ческих уравнений. Построение численного решения уравнения Больцмана тре-
бует значительных вычислительных затрат, тогда как аналитические и числен-
ные методы, применяемые к модельным кинетическим уравнениям, позволяют
существенно уменьшить данные затраты. Поэтому при решении задач матема-
тического моделирования процессов переноса в микро- и наноканалах являются
актуальными разработка и применение аналитических и численных методов к
модельным кинетическим уравнениям.

Цель диссертационного исследования заключается в построении математи-
ческих моделей процессов тепло- и массопереноса в разреженных газах через
каналы с различной конфигурацией поперечного сечения в широком диапазоне
изменения значений числа Кнудсена в рамках кинетического подхода.

Для достижения цели сформулированы и решены следующие задачи:
1. разработать комплексный подход к моделированию течений разреженно-

го газа в микро- и наноканалах с различными конфигурациями их сечений с
учетом характера поверхностного взаимодействия;

2. построить на основе предложенного подхода математические модели, опи-
сывающие процессы тепло- и массопереноса в газах в каналах со сложной гео-
метрией сечений для различных значений числа Кнудсена;

3. разработать алгоритмы и комплексы программ для реализации вычисле-
ний макропараметров разреженного газа в каналах и визуализации полученных
результатов с использованием численных методов и применением системы ком-
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пьютерной алгебры Maple 18;
4. получить репрезентативные наборы значений потоков тепла и массы газа

для валидации полученных результатов на основе построенных моделей.
Предметом исследования выступают потоки тепла и массы одноатомно-

го газа в длинных микро- и наноканалах, которые имеют различные конфи-
гурации поперечного сечения. Данные потоки исследуются в рамках задач о
тепловом крипе и течении Пуазейля.

Объектом исследования являются математические модели процессов
тепло- и массоперноса в каналах для различных режимов течения газа.

Методология и методы исследования. В основу проведенного иссле-
дования положено комплексное использование методов кинетической теории
разреженных газов, линейной теории переноса, классических методов решения
интегро-дифференциальных уравнений в частных производных и методов чис-
ленного интегрирования с использованием полиномов Чебышёва. Программная
реализация численных алгоритмов выполнена в системе компьютерной алгебры
Maple 18.

Научная новизна проведенного исследования. До настоящего момен-
та при моделировании пространственных течений газа в каналах зависимость
частоты столкновений молекул газа от молекулярной скорости не учитывалась
и использовались только модельные кинетические уравнения с постоянной ча-
стотой столкновения молекул газа, а их решения находились численно. В рам-
ках диссертационного исследования разработан комплексный подход к моде-
лированию течений разреженного газа с применением аналитических методов
для построения решений кинетического модельного уравнения с частотой, про-
порциональной молекулярной скорости, и численных методов для получения
значений потоков тепла и массы газа в микро- и наноканалах технических си-
стем. Построены новые модели процессов переноса в каналах в зависимости от
геометрии сечений этих каналов, значений числа Кнудсена и характера взаимо-
действия молекул газа со стенками каналов. Предложены алгоритмы расчета
макропараметров газа в канале с использованием полиномов Чебышёва, и осу-
ществлена их программная реализация. Получены репрезентативные наборы
макропараметров газа на основе построенных моделей, которые приобретают
особо важное значение в условиях, когда проведение эксперимента затруднено.

Теоретическая значимость предложенного исследования связана с тем,
что полученные математические модели, численные процедуры, алгоритмы мо-
гут быть применены при решении задач динамики разреженного газа и плазмы,
теории переноса.

Практическая значимость предложенного исследования обусловлена
тем, что полученные математические модели, численные процедуры, алгорит-
мы и комплекс программ могут быть использованы при описании различных
процессов переноса тепла и массы газа в микро- и наноканалах технических
систем в химической промышленности, при использовании вакуумного обору-
дования, микро- и наноэлектронных приборов (MEMS, NEMS).
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Положения, выносимые на защиту:
1. Построенные математические модели процессов тепло- и массопереноса в

микро- и наноканалах в рамках задач о тепловом крипе и течении Пуазейля
для переходного режима течения газа.

2. Разработанные алгоритмы вычислений макропараметров разреженного
газа в микро- и наноканалах на основе построенных моделей с использованием
полиномов Чебышёва.

3. Компьютерная реализация предложенных алгоритмов вычислений в ви-
де комплекса программ. Визуализация полученных распределений компоненты
вектора потока тепла и массовой скорости газа в каналах в виде графических
моделей в трехмерном пространстве.

4. Результаты, проведенного численного эксперимента по нахождению приве-
денных потоков тепла и массы газа для различных конфигураций поперечных
сечений каналов, режимов течений газа, моделей взаимодействия молекул газа
со стенками каналов.

Достоверность полученных научно значимых результатов обусловлена
тем, что в их основу положены фундаментальные уравнения классической
кинетической теории переноса газа и плазмы, классические методы решения
интегро-дифференциальных уравнений в частных производных, методы чис-
ленного интегрирования. Разработанные вычислительные алгоритмы верифи-
цированы на модельных двухмерных и трехмерных задачах.

Область исследования. Полученные в диссертационном исследовании ос-
новные научные положения, относящиеся к построению и исследованию ма-
тематических моделей процессов переноса в каналах, предложенные модели,
алгоритмы, численные процедуры, которые используются в работе для реше-
ния научных и прикладных проблем кинетики разреженного газа, соответству-
ют паспорту научной специальности 05.13.18 ” Математическое моделирование,
численные методы и комплексы программ ” по физико-математическим наукам.
А именно: ” разработка новых математических методов моделирования объек-
тов и явлений ” (п.1), ” реализация эффективных численных методов и алгорит-
мов в виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения
вычислительного эксперимента ”(п.4), ” комплексные исследования научных и
технических проблем с применением современной технологии математического
моделирования и вычислительного эксперимента ” (п.5).

Апробация работы. Основные результаты диссертационного исследования
были представлены на следующих научных и научно-технических конференци-
ях и семинарах: международной научной конференции ” Моделирование нели-
нейных процессов и систем ”, Московский государственный технологический
университет ” СТАНКИН ”, Москва, 22-26 июня 2015 г.; XIV и XV молодежных
научных школах-конференциях ” Лобачевские чтения – 2015, 2016 ”, Казанский
государственный университет, Казань, 22-27 октября 2015 г. и 24-29 ноября 2016
г.; VII, VIII и IX международных молодежных научно-практических школах
” Высокопроизводительные вычисления на GRID системах ”, Северный (Арк-
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тический) федеральный университет имени М.В. Ломоносова, Архангельск, 28
марта-2 апреля 2016 г., 6-11 февраля 2017 г. и 5-10 февраля 2018 г.; XVII Все-
российской конференции молодых ученых по математическому моделированию,
Институт вычислительных технологий СО РАН, Новосибирск, 30 октября-3 но-
ября 2016 г.; VIII и IX международных научно-практических конференциях
” Современные проблемы прикладной математики, теории управления и мате-
матического моделирования ”, Воронежский государственный университет, Во-
ронеж, 21-26 сентября 2015 г. и 20-26 сентября 2016 г.; международной научной
конференции ” XII Белорусская математическая конференция ”, Белорусский
государственный университет, Минск, 5-10 сентября 2016 г.; международной
конференции ” Физика конденсированных сред и дисперсных систем ”, Москов-
ский государственный областной университет, Москва, 18-20 апреля 2017 г.;
XXIV международной научной конференции студентов, аспирантов и молодых
ученых ” Ломоносов ”, Московский государственный университет имени М.В.
Ломоносова, Москва, 10-14 апреля 2017 г.

По теме диссертационного исследования опубликовано 25 работ, среди кото-
рых 15 входят в издания из списка ВАК РФ, 11 в одну из международных баз
данных и систем цитирования Scopus, Web of Science. Также по результатам дис-
сертации оформлено 1 свидетельство о государственной регистрации программ
для ЭВМ. Диссертация включает в себя Введение, четыре главы, Заключение,
Список литературы из 99 наименований, 2 Приложения, 27 рисунков, 25 таблиц.
Объем диссертации составляет 147 страниц машинописного текста.

Работа выполнена в рамках государственного задания в сфере научной де-
ятельности за 2015-2016 г.г. проект №3628 ” Создание вычислительной инфра-
структуры для решения наукоемких прикладных задач ”.

Соискатель благодарит А.А. Юшканова за помощь в постановке задач и об-
суждении полученных результатов.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность темы проведенного исследования,
сформулирована цель диссертационной работы и задачи исследования, показа-
на ее научная новизна, научная и практическая значимости, сформулированы
научные положения, выносимые на защиту.

В первой главе рассмотрены общие принципы математического моделиро-
вания течений разреженного газа в длинных микро- и наноканалах. Приведено
обоснование используемого в работе модельного кинетического уравнения Ви-
льямса в качестве основного уравнения, описывающего кинетику процессов пе-
реноса. Определены модели граничных условий на стенках каналов и основные
параметры при моделировании течений разреженного газа в каналах. Сформу-
лированы основные положения, лежащие в основе математических моделей про-
цессов переноса. Проведена линеаризация кинетического уравнения Вильямса
и определены основные макропараметры газа в каналах через функцию рас-
пределения.
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Во второй главе в первом разделе сформулированы условия задачи о теп-
ловом крипе в рамках диффузной модели отражения. Во втором разделе рас-
смотрено неизотермическое течение разреженного газа в длинном прямоуголь-
ном канале, стенки которого расположены в плоскостях x = ±a/2 и y = ±b/2. В
предположении, что течение газа обусловлено продольным градиентом темпе-
ратуры, который является малым по абсолютной величине (задача о тепловом
крипе), линеаризованное уравнение Вильямса сведено к квазилинейному диф-
ференциальному уравнению в частных производных(

∂Z

∂x
cosϕ+

∂Z

∂y
sinϕ

)
γKn sin θ + Z(x, y, ϕ, θ) + 1 = 0, (1)

где Z(x, y, ϕ, θ) – неизвестная функция; x и y – координаты радиус-вектора r
молекул газа в плоскости, перпендикулярной сечению канала; C,ϕ, θ – сфериче-
ские координаты вектора молекулярной скорости C в пространстве скоростей;
Kn – число Кнудсена, γ = 5

√
π/4. При этом все величины в (1) записаны в

безразмерном виде. В качестве размерного масштаба выбрана величина b′. По-
казано, что в рамках диффузной модели отражения граничное условие для
функции Z(x, y, ϕ, θ) становится однородным

Z(±a/2, y, ϕ, θ) = 0, ± cosϕ < 0, (2)
Z(x,±b/2, ϕ, θ) = 0, ± sinϕ < 0. (3)

Решение уравнения (1) с граничными условиями (2) и (3) найдено методом
характеристик. Для этого записана система уравнений характеристик и полу-
чены два ее первых интеграла

dx

γKn cosϕ sin θ
=

dy

γKn sinϕ sin θ
= − dZ

Z(x, y, ϕ, θ) + 1
= dt,

x

cosϕ
− y

sinϕ
= C1, (Z(x, y, ϕ, θ) + 1) exp

(
x

γKn cosϕ sin θ

)
= C2. (4)

Постоянные интегрирования C1 и C2 в (4) найдены из граничных условий
(2) и (3). В результате решение краевой задачи (1)-(3) записано аналитически
и получен явный вид функции распределения. Показано, что отличные от нуля
компоненты безразмерных вектора потока тепла qT,z(x, y) и массовой скорости
UT,z(x, y) газа в канале определяются по формулам

qT,z(x, y) = −
3γKn

2
√
π

1− 3

4π

4∑
k=1

π∫
0

cos2 θ sin θdθ

ϕk∫
ϕk−1

wkdϕ

 , (5)

UT,z(x, y) =
γKn

3
√
π

1− 3

4π

4∑
k=1

π∫
0

cos2 θ sin θdθ

ϕk∫
ϕk−1

wkdϕ

 , (6)
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w1(x, ϕ, θ) = exp

(
− 2x− a
2γKn cosϕ sin θ

)
, w2(y, ϕ, θ) = exp

(
− 2y − b
2γKn sinϕ sin θ

)
,

w3(x, ϕ, θ) = exp

(
− 2x+ a

2γKn cosϕ sin θ

)
, w4(y, ϕ, θ) = exp

(
− 2y + b

2γKn sinϕ sin θ

)
,

ϕ0 = arctg
2y + b

2x− a
+ π, ϕ1 = arctg

2y − b
2x− a

+ π, ϕ2 = arctg
2y − b
2x+ a

+ 2π,

ϕ3 = arctg
2y + b

2x+ a
+ 2π, ϕ4 = arctg

2y + b

2x− a
+ 3π.

С учетом построенного решения получены выражения для приведенных по-
токов тепла и массы газа в канале

JT,Q =
8

ab

b/2∫
0

a/2∫
0

qT,z(x, y)dxdy, JT,M =
8

ab

b/2∫
0

a/2∫
0

UT,z(x, y)dxdy. (7)

В таблице 1 приведены значения JT,M , найденные согласно (7), и результаты
работ [1], [2], полученные с использованием S-модели кинетического уравнения
Больцмана методом дискретных ординат. Отличие приведенных значений по-
тока массы газа от [1] и [2] для каналов с квадратным сечением (a = 1) не
превышает 8% при Kn > 10. Для каналов с a > 1 различие значений увеличи-
вается. Причем значения JT,M при Kn = 1000, полученные по формуле (7), как
следует из таблицы 1 ближе к свободномолекулярному пределу (первая стро-
ка таблицы), чем результаты работ [1] и [2]. При Kn = 50 отличие значений
массового потока уменьшается до 3% для a = 1, 2.

Таблица 1. Значения JT,M для a = 1, 2, 4 и 10 в сравнении с результатами [1], [2]

1

Kn

a
1 2 4 10

[1] (7) [2] (7) [2] (7) [1] (7)
0.000 0.4194 0.4194 − 0.5762 − 0.7504 0.9954 0.9954
0.001 0.4181 0.4186 0.5736 0.5749 0.7451 0.7479 0.9839 0.9898
0.010 0.4110 0.4142 0.5558 0.5666 0.7120 0.7329 0.9165 0.9579
0.020 0.4037 0.4102 0.5416 0.5593 0.6874 0.7198 0.8658 0.9314
0.040 0.3912 0.4033 0.5210 0.5468 0.6524 0.6981 0.7960 0.8892
0.080 0.3716 0.3918 0.4925 0.5262 0.6051 0.6632 0.7078 0.8251
0.100 0.3637 0.3866 0.4815 0.5172 0.5871 0.6483 0.6763 0.7990
0.500 0.2953 0.3182 0.3731 0.4033 0.4239 0.4735 0.4490 0.5323
1.000 0.2545 0.2669 0.3122 0.3246 0.3428 0.3659 0.3553 0.3949
10.00 0.0868 0.0705 0.0921 0.0851 0.0947 0.0749 0.0956 0.0758

[1] Sharipov, F.M. Rarefied gas flow through a long rectangular channel/ F.M. Sharipov// J. Vac.
Sci. Technol. A. – 1999. – Vol. 17. № 5. – Pp. 3062–3066.
[2] Graur, I. Rarefied gas flow through a long rectangular channel of variable cross section / I.
Graur, M.T. Ho // Vacuum. – 2014. – Vol. 101. – Pp. 328–332.
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Профили распределения массовой скорости газа в канале, вычисленные по
формуле (6) при Kn = 1 и 10 для отношения сторон сечения a = 1 и 10, пред-
ставлены на рис. 1. Из рисунка видно, что величина UT,z монотонно возрастает
с увеличением a и значений числа Kn, что обусловлено с одной стороны ослаб-
лением сопротивления на стенках x = ±a/2 и уменьшением влияния межмоле-
кулярных столкновений на характер течения газа с другой стороны. Начиная с
Kn = 10, распределение массовой скорости приближается по своей форме к па-
раболическому цилиндру, отклонение от которого происходит в непосредствен-
ной близости от стенок канала. При этом значительная часть профиля скорости
постоянна, что соответствует квазиодномерному течению в средней части кана-
ла. Для Kn ≥ 10 профиль распределение UT,z в канале с квадратным сечением
представляет собой эллиптический параболоид. Уменьшение числа Кнудсена
ведет к уменьшению скорости скольжения на каждой из стенок канала, причем
на стенках y = ±b/2 значение этой величины остается больше, чем на x = ±a/2
для a > 1. Профиль скорости имеет максимум в начале координат.

Рис. 1. Профили массовой скорости газа UT,z в прямоугольном канале при Kn = 1, 10 для
a = 1 и 10

С использованием описанной выше процедуры в остальных разделах вто-
рой главы получены аналитические решения краевых задач о тепловом крипе
и течении Пуазейля для цилиндрического, эллиптического каналов и каналов,
имеющих внутренний цилиндрический элемент. При этом для цилиндрическо-
го канала и каналов, образованных двумя цилиндрами, осуществлен переход к
цилиндрической системе координат в конфигурационном пространстве. Полу-
ченные на основании этих решений профили распределения массовой скорости
газа в канале, образованном двумя цилиндрами, при Kn = 10 представлены
на рис. 2, где R1 = R′1/R

′
2 и a = a′/R′2 – безразмерные радиус внутреннего

цилиндра и расстояние между осями цилиндров. Из рис. 2 следует, что при
любом отношении радиусов величина UT,z имеет максимум, который сдвигает-
ся в сторону внутреннего цилиндра при уменьшении его радиуса. При a > 0
распределение UT,z перестает быть осесимметричным.
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Рис. 2. Профили массовой скорости газа UT,z в канале, образованном двумя цилиндрами,
при Kn = 10

На основе построенных моделей получены выражения приведенных потоков
для промежуточного режима течения и вычислены значения этих потоков. По-
казано, что в свободномолекулярном пределе найденные выражения переходят
в аналогичные, полученные с использованием кинетического уравнения Больц-
мана для бесстолкновительного газа. Проведен сравнительный анализ полу-
ченных значений приведенных потоков с результатами, полученными в рамках
БГК и S моделей кинетического уравнения Больцмана с постоянной частотой
столкновения, а также с экспериментальными данными для цилиндрического
канала. Получены формулы для определения приведенных потоков в прямо-
угольном и слабодеформированном эллиптическом канале в свободномолеку-
лярном режиме течения, а в цилиндрическом канале — для режимов течения,
близких к свободномолекулярному. Показано, что для режимов, близких к гид-
родинамическому, приведенные потоки тепла и массы не зависят от размеров
сечения канала.

В третьей главе построены математические модели течений разреженного
газа в каналах при зеркально-диффузном отражении молекул газа от стенок
каналов. Показано, что результаты, полученные на основании этих моделей
обобщают ранее найденные во второй главе результаты. Выявлено существен-
ное влияние коэффициента аккомодации тангенциального импульса молекул
газа на величины потоков при приближении к свободномолекулярному режиму
течения.

В четвертой главе приведено описание алгоритмов и программного ком-
плекса для нахождения макропараметров газа в каналах на основе построенных
моделей с использованием полиномов Чебышёва. Данные алгоритмы реализо-
ваны в системе компьютерной алгебрыMaple 18 в виде программного комплекса
с применением объектно-ориентированного подхода. Выбор среды вычислений
обусловлен тем, что эта система сочетает в себе инструменты для сложных
программных вычислений и эффективные средства графической визуализации
математических моделей. Схема программного комплекса показана на рис. 3.
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Рис. 3. Схема программного комплекса и интерфейс программы ” Расчет макропараметров
газа в канале, образованном двумя цилиндрическими поверхностями ”

Предложенный комплекс включает в себя программы для вычисления зна-
чений приведенных потоков тепла и массы газа в этих каналах, а также по-
строения сложных динамически управляемых геометрических моделей компо-
нент массовой скорости и вектора потока тепла. Одним из элементов этого ком-
плекса является графический интерфейс пользователя, который представляет
собой Maplet с функциональными возможностями Java-приложений (рис. 3).
Данный компонент реализован с использованием библиотек Maplets, Elements,
Tools. Приведена структура разработанного комплекса и рассмотрены его ос-
новные элементы и инструменты моделирования с описанием функциональных
возможностей. С использованием разработанного программного комплекса вы-
полнен ряд верефицированных расчетов. По результатам проведенного иссле-
дования оформлено свидетельство о государственной регистрации программы
для ЭВМ.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ

Диссертация представляет собой завершенную научно-квалификационную
работу, в которой на основании проведенного исследования получены реше-
ния задач математического моделирования процессов тепло- и массопереноса
в каналах при произвольных значениях числа Кнудсена и коэффициента ак-
комодации тангенциального импульса, которая вносит существенный вклад в
развитие кинетической теории разреженного газа и имеет важное значение для
таких отраслей промышленности, как вакуумная и микро- и наноэлектронная.

В представленной работе получены следующие значимые научные результа-
ты.

1. Разработан комплексный подход к моделированию течений разреженно-
го газа с применением аналитических методов для построения решений кине-
тического модельного уравнения с частотой, пропорциональной молекулярной
скорости, и численных методов для получения значений потоков тепла и массы
газа в микро- и наноканалах технических систем.
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2. Получены аналитические решения задач о тепловом крипе и течении Пуа-
зейля в длинных микро- и наноканалах в зависимости размеров и конфигураций
их поперечных сечений, значений коэффициента аккомодации тангенциального
импульса и числа Кнудсена.

3. Для промежуточного режима течения газа с использованием предложен-
ного комплексного подхода построены математические модели процессов пе-
реноса в прямоугольном, цилиндрическом, эллиптическом каналах и каналах,
содержащих внутренний цилиндр, в рамках задач о тепловом крипе и течении
Пуазейля.

4. В рамках построенных моделей получены распределения вектора потока
тепла и массовой скорости газа в поперечных сечениях каналов, вычислены
значения приведенных потоков тепла и массы газа. Показано, что выражения
для макроскопических величин в свободномолекулярном режиме согласуются
с результатами, полученными на основе уравнения Больцмана для бесстолкно-
вительного газа.

5. Предложены эффективные алгоритмы расчета макропараметров газа с
использованием полиномов Чебышёва. Выполненный в работе анализ получен-
ных результатов показал, что предложенные алгоритмы позволяют получать
верифицированные наборы значений макропараметров газа для произвольных
значений числа Кнудсена при диффузном и зеркально-диффузном отражениях
молекул газа от внутренних поверхностей каналов.

6. В результате проведенного на основе полученных математических моде-
лей вычислительного эксперимента показано существенное влияние наличия
цилиндрического элемента и отклонения коэффициента аккомодации тангенци-
ального импульса от единичного значения на макропараметры газа в каналах
с размерами, сопоставимыми со средней длиной сводного пробега частиц газа.

7. Полученные в представленном диссертационном исследовании результа-
ты могут быть применены для решения многих практически важных задач
при разработке и модернизации микро- и наноэлектронных систем, а также в
высшей школе при подготовке инженерных и научных кадров.
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