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Список сокращений и обозначений
ГВГ — генерация высших гармоник

ККЭС — квазистационарное квазиэнергетическое состояние

МЭР — метод эффективного радиуса

МКО — метод квантовых орбит

НПИ — надпороговая ионизация

НУШ — нестационарное уравнение Шрёдингера

ТМП — трехшаговая модель перерассеяния

𝑐 — скорость света

𝐼𝑝 — потенциал ионизации, 𝜅 =
√︀
2𝐼𝑝

𝐶𝜅 — безразмерный асимптотический коэффициент

𝛾 = 𝜅𝜔
𝐹 — параметр Келдыша

𝜖 — комплексная квазиэнергия

𝜔 — несущая частота лазерного поля

𝐹 — напряженность лазерного поля

A(𝑡) — векторный потенциал лазерного поля

Ω — частота генерируемой гармоники

𝐹Ω — напряженность поля гармоники̃︀𝐴(𝑡) — векторный потенциал суммарного поля

(лазерного поля и поля гармоники)

𝜂 — эллиптичность −1 ≤ 𝜂 ≤ 1

𝜉 — степень циркулярной поляризации

𝐼 = 𝑐𝐹 2

8𝜋 — интенсивность лазерного поля

𝑢𝑝 =
𝐹 2

4𝜔2 — средняя колебательная энергия электрона

в лазерном поле

𝑆(𝑝, 𝑡) — действие свободного электрона с импульсом 𝑝

в лазерном поле

𝑝 — импульс фотоэлектрона
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𝑉 — скорость фотоэлектрона

𝒜(Ω) — амплитуда генерации гармоники

𝐷(Ω) — Фурье компонента дипольного момента

𝜌(Ω) — спектральная плотность излучения

𝑑𝑗 — парциальный дипольный момент

𝑄𝑗 — кулоновский фактор

𝑇 = 2𝜋/𝜔 — характерный период лазерного импульса

𝑇𝑑 — временная задержка между компонентами

импульсного бициркулярного поля
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Введение

Актуальность работы

Исследования нелинейных процессов, возникающих при взаимодействии

атомных и молекулярных мишеней с интенсивным лазерным излучением,

представляют одну из актуальных проблем современной лазерной и теоре

тической физики. Актуальность данной проблематики в первую очередь вы

звана возникновением нелинейных эффектов в сечениях элементарных про

цессов в сильном лазерном поле, таких как: нелинейная ионизация (вклю

чая одноэлектронную и многоэлектронную), генерация гармоник, тормозное

излучение, модифицированное лазерным полем, и т.д. [1–7]. Один из наибо

лее значимых нелинейных эффектов состоит в возникновении платообраз

ных структур в спектрах элементарных процессов в сильном лазерном по

ле, т.е. слабой зависимости вероятности элементарного процесса от энергии

образованных в результате реакции электронов и фотонов [1–8]. Эффекты

плато в спектрах генерации высших гармоник (ГВГ) представляются наибо

лее значимыми в связи с возможностью создания на основе ГВГ компактных

источников когерентного ультрафиолетового и вакуумного ультрафиолето

вого излучения [9–12], импульсов предельно короткой длительности порядка

∼ 10−18 сек. (аттоимпульсов) [6,7,13,14], аттосекундной спектроскопии [15,16]

и спектроскопии сверхбыстрых процессов [8, 17], «затравочных» импульсов

для лазерных установок на свободных электронах [18, 19]. В настоящее вре

мя под генерацией высших гармоник понимается нелинейное преобразование

интенсивного низкочастотного лазерного поля во вторичное высокочастотное

излучение.

Эксперименты в сильных лазерных полях показали, что наблюдаемые

новые нелинейные эффекты не могут быть (даже качественно) описаны в рам

ках методов классической нелинейной оптики (т.е. разложением амплитуды
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процесса в ряд по напряжённости поля), поэтому для их описания необходим

концептуально новый подход. Несмотря на то, что первая модель, качествен

но описывающая эффект плато, была предложена более 25 лет назад [20–22],

тем не менее развитие аналитических теорий и моделей для ГВГ, остаётся

актуальным и по настоящее время. Этот факт определяется тем, что в со

зданных теоретических моделях присутствует ряд существенных недостат

ков, обусловленных необходимостью одновременного учёта (по возможности

точно) взаимодействия оптически активного электрона с сильным лазерным

полем и внутренней динамики атомной (молекулярной) мишени, включаю

щей воздействие атомного остова на электрон.

Например, широко используемое приближение сильного поля [2, 23] ка

чественно описывает поведение атомной системы в сильном лазерном поле

и позволяет описать как общую структуру спектров ГВГ (положение отсеч

ки высокоэнергетического плато), так и ряд интерференционных эффектов

в спектрах ГВГ [24,25]. Одним из недостатков данной модели можно считать

отсутствие учёта кулоновского взаимодействия между электроном и атом

ным остовом на всех трёх этапах формирования гармоники (ионизация, рас

пространение, рекомбинация) [20]. Кроме того данная модель построена в

плосковолновом приближении, которая не позволяет более аккуратно учесть

эффекты атомной (молекулярной) структуры мишени. Поэтому в случае при

менения этого приближения для расчёта спектров ГВГ возникают количе

ственные, а порой и качественные расхождения с экспериментальными дан

ными и численными расчётами [26–30]. Несмотря на указанные недостатки,

данная модель оказалась весьма полезной для дальнейшего развития тео

рий ГВГ, а именно послужила основой для создания метода квантовых ор

бит (МКО) [8,24,31–33]. В рамках этого метода амплитуда представляется в

виде суммы парциальных амплитуд, каждой из которых можно поставить в

соответствие замкнутую комплексную траекторию. Данные траектории фор
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мально удовлетворяют уравнениям Ньютона с комплексными временами на

чала и окончания движения электрона. Несмотря на то, что в рамках данного

метода с квазиклассической точностью можно учесть влияние кулонова поля

на оптически активный электрон [34–40], физическая интерпретация спек

тров ГВГ в рамках данного подхода в ряде случаев весьма затруднительна.

Стоит отметить, что большой популярностью при расчёте спектров ГВГ

пользуется численное моделирование, основанное на интегрировании нестаци

онарного уравнения Шрёдингера (НУШ). Однако, получить точные решения

в рамках этого метода удаётся лишь для ограниченного интервала парамет

ров лазерного поля. Например, даже в приближении одного активного элек

трона [17, 41, 42] численное моделирование в низкочастотных (𝜆 & 2 мкм)

интенсивных (𝐼 > 1014 Вт/см2) лазерных полях является крайне сложной

задачей, особенно в случаях, когда поляризация лазерного импульса отлична

от линейной [43–46]. Учёт многоэлектронных корреляционных эффектов в

численных расчётах представляет ещё более сложную задачу, и как правило

существующие алгоритмы развиты лишь для случая линейной поляризации

и существенно ограничены по частоте и интенсивности поля [47–52]. Таким

образом, в силу того, что численное моделирование может быть выполнено

в ограниченной области лазерных параметров и обладает малой предсказа

тельной силой, создание аналитических моделей становится ещё более акту

альным.

В последнее время особо возрос интерес к генерации излучения атом

ными и молекулярными системами в бициркулярном лазерном поле (поле,

представляющем собой суперпозицию двух циркулярно поляризованных им

пульсов с различными частотами), вызванный возможностью генерации из

лучения (включая короткие импульсы) с циркулярной или эллиптической

поляризацией [53–65]. С практической точки зрения короткие лазерные им

пульсы ультрафиолетового или рентгеновского диапазона с контролируемой
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степенью циркулярной поляризации используются для изучения взаимодей

ствия излучения с веществом, например, с киральными материалами [56,57,

60,66–68] и многоатомными молекулами [55,61,69–71]. Следует отметить, что

проблема контроля над поляризационными свойствами гармоник и коротких

импульсов актуальна и на сегодняшний день.

Цель диссертационной работы – разработка учитывающей эффекты

атомной структуры аналитической модели для описания процесса генерации

высших гармоник в интенсивном низкочастотном лазерном поле с произволь

ной временной структурой, и её применение к задаче о ГВГ в импульсном

бициркулярном лазерном поле.

В рамках поставленной цели решены следующие задачи:

1. Дано обобщение модели эффективного радиуса с двумя связанными

состояниями на случай интенсивного лазерного поля с произвольной

временной зависимостью.

2. В рамках адиабатического подхода предложен приближённый метод вы

числения амплитуды ГВГ в интенсивном низкочастотном лазерном им

пульсе с произвольной огибающей.

3. Получены аналитические выражения для кулоновских факторов в ам

плитудах фотоотрыва и генерации высших гармоник в адиабатическом

приближении для интенсивного низкочастотного лазерного поля.

4. Предложено обобщение модельных результатов для амплитуды ГВГ на

случай реальных атомных систем, и установлена точность развитой мо

дели посредством сравнения с результатами численного интегрирова

ния нестационарного уравнения Шрёдингера.

5. В рамках развитой аналитической модели рассмотрена генерация выс

ших гармоник в импульсном бициркулярном лазерном поле с целью ис
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следования зависимости выхода гармоник и их поляризационных свойств

от временной задержки между двумя циркулярно поляризованными

компонентами поля с несущими частотами 𝜔 и 2𝜔.

Научная новизна В рамках диссертации предложено обобщение ана

литической модели взаимодействия интенсивного монохроматического лазер

ного поля с атомной системой, основанное на теории эффективного радиуса и

формализме квазистационарных квазиэнергетических состояний (ККЭС), на

случай лазерного импульса с произвольной временной огибающей. Данная мо

дель учитывает два связанных состояния с пространственной 𝑠 и 𝑝–симметрией,

а также динамический континуум, описываемый двумя парциальными фаза

ми рассеяния в каналах с 𝑙 = 0, 1, где 𝑙–орбитальный момент. Разработан

теоретический подход для вычисления кулоновских факторов для парциаль

ных амплитуд фотоотрыва и ГВГ в адиабатическом приближении. Развита

обобщённая модель ГВГ нейтральными атомными системами (с валентным

𝑠 электроном) в интенсивном низкочастотном лазерном поле и исследована

её точность. Предложены новые каналы управления выходом гармоник и их

поляризационными свойствами в импульсном бициркулярном лазерном поле

посредством изменения временной задержки между циркулярными компо

нентами этого поля.

Научная ценность и практическая значимость состоит в разработ

ке модельного подхода к описанию процесса ГВГ в интенсивном низкочастот

ном лазерном поле с произвольной временной структурой в рамках адиаба

тического приближения, и его дальнейшего обобщения на нейтральные атом

ные системы. Полученные аналитические результаты позволяют предсказать

ряд новых эффектов в процессе ГВГ, в частности, усиление или подавление

отдельной части спектра ГВГ и изменение поляризационного состояния ге

нерируемых гармоник посредством изменения задержки по времени между
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компонентами бициркулярного поля. Предложенный механизм управления

выходом гармоник и их поляризационными свойствами путём изменения вре

менной задержки между компонентами импульсного бициркулярного поля

может быть использован для генерации коротких импульсов с циркулярной

и эллиптической поляризацией. Практическое приложение полученных ре

зультатов напрямую связано с возможностью создания компактных источ

ников интенсивного когерентного излучения и аттосекундных импульсов с

контролируемым поляризационным состоянием, а также развития спектро

скопии сверхбыстрых процессов. Результаты диссертации целесообразно ис

пользовать в научно-исследовательских организациях и центрах, занимаю

щихся взаимодействием сильного лазерного излучения с веществом: Инсти

тут общей физики РАН, Научно-исследовательский институт ядерной физи

ки МГУ, РНЦ Курчатовский институт, Санкт-Петербургский государствен

ный университет, Национальный исследовательский ядерный университет

«МИФИ», Институт прикладной физики РАН, Воронежский государствен

ный университет.

На защиту выносятся следующие основные положения:

1. Обобщение модели эффективного радиуса для системы с двумя связан

ными состояниями на случай интенсивного лазерного поля с произволь

ной временной структурой.

2. Аналитические выражения для кулоновских факторов в парциальных

амплитудах фотоотрыва и генерации гармоник в адиабатическом при

ближении.

3. Аналитические выражения для амплитуды ГВГ нейтральными атомны

ми системами (с валентным 𝑠 электроном) в интенсивном низкочастот

ном лазерном поле с произвольной огибающей.
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4. Механизм управления выходом ГВГ и поляризационными свойствами

гармоник в импульсном бициркулярном лазерном поле, основанный на

изменении временной задержки между компонентами поля.

Апробация работы

Основные результаты диссертации представлялись и докладывались на

следующих конференциях:

1. 26th International Laser Physics Workshop (LPHYS’ 17 ), July 17-21, 2017,

Kazan, Russia.

2. 6th International Conference on Attosecond Physics (ATTO), 2-7 July 2017,

Xi’an, China.

3. Нелинейные волны – 2018, XVIII научная школа, 26 февраля-4 марта,

2018, Нижний Новгород, Россия.

4. Научная сессия Воронежского государственного университета, 2019, Во

ронеж, Россия.

Публикации Результаты диссертации опубликованы в четырёх науч

ных статьях, цитируемых базой данных Web of Science и входящих в перечень

ВАК, а также пяти тезисах докладов на международных конференциях:

1. Туннельное приближение для оценки амплитуды генерации высших гар

моник в интенсивных лазерных полях: анализ времен ионизации и ре

комбинации / А. А. Минина, М. В. Фролов, А. Н. Желтухин, Н. В.

Введенский // Квантовая Электроника. – 2017. – Т. 47, № 3. – С. 216 -

221.

2. Adiabatic-limit Coulomb factors for photoelectron and high-order-harmonic

spectra / M. V. Frolov, N. L. Manakov, A. A. Minina [et al.] // Phys. Rev.

A. – 2017. – Vol. 96. – P. 023406 (12 pp.).
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3. Control of harmonic generation by the time delay between two-color, bicircular

few-cycle mid-IR laser pulses / M. V. Frolov, N. L. Manakov, A. A. Minina

[et al.] // Phys. Rev. Lett. – 2018. – Vol. 120. – P. 263203 (6 pp.).

4. Analytic description of high-order harmonic generation in the adiabatic limit

with application to an initial 𝑠-state in an intense bicircular laser pulse /

M. V. Frolov, N. L. Manakov, A. A. Minina [et al.] // Phys. Rev. A. – 2019.

– Vol. 99. – P. 053403 (24 pp.).

5. Polarization control of high harmonic generation in a pulsed bicircular laser

field / M. V. Frolov, N. L. Manakov, A. A. Minina [et al.] // ATTO 2017 :

6th International Conference on Attosecond Physics, Xian, China, July 2-7,

2017 : Book of Abstracts . – Xian, China, 2017. – 1 p.

6. Theory of high harmonic generation in the adiabatic limit / M. V. Frolov,

N. L. Manakov, A. A. Minina [et al.] // ATTO 2017 : 6th International

Conference on Attosecond Physics, Xian, China, July 2-7, 2017 : Book of

Abstracts . – Xian, China, 2017. – 1 p.

7. Polarization control of high harmonic generation in a pulsed bicircular laser

field / M. V. Frolov, N. L. Manakov, A. A. Minina [et al.] // 26th Annual

International Laser Physics Workshop (LPHYS’ 17), Kazan, July 17-21,

2017 : Book of Abstracts . – Kazan, 2017. – 1 p.

8. Theory of high harmonic generation in the adiabatic limit / M. V. Frolov,

N. L. Manakov, A. A. Minina [et al.] // 26th Annual International Laser

Physics Workshop (LPHYS’ 17), Kazan, July 17-21, 2017 : Book of Abstracts

. – Kazan, 2017. – 1 p.

9. Поляризационный контроль генерации высших гармоник в импульсном

бициркулярном лазерном поле / А. А. Минина, М. В. Фролов, Н. Л. Ма
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наков [et al.] // Нелинейные волны – 2018: XVIII научная школа, 26 фев

раля-4 марта, Нижний Новгород : Тезисы докладов молодых учёных. –

Нижний Новгород, 2018. – С. 104 - 106.

Личный вклад автора Определение целей и задач диссертации осу

ществлялось научным руководителем. Аналитическая модель разработана ав

тором совместно с научным руководителем. Автором лично проведены все

аналитические вычисления и созданы программы для численных расчётов,

интерпретированы результаты, представленные в диссертации. Подготовка

к публикации полученных результатов проводилась совместно с соавторами,

причём вклад диссертанта был существенным. Положения диссертационной

работы, выносимые на защиту, получены автором лично.

Структура и объём диссертации

Диссертация состоит из Введения, Обзора литературы, 4 глав, Заключе

ния и Списка литературы. Общий объём диссертации 130 страниц, из них 99

страниц текста, включая 21 рисунок, 1 таблицу. Список литературы включа

ет 172 наименования на 26 страницах.
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Обзор литературы

В теоретическом описании ГВГ и других нелинейных процессов в силь

ном лазерном излучении даже спустя более полувека после создания теорети

ческих основ физики сильного поля [72,73] имеется ряд неразрешенных задач.

Одна из основных проблем заключается в необходимости одновременного учё

та (по возможности точно) взаимодействия оптически активного электрона

с сильным лазерным полем и внутренней динамики атомной (молекулярной)

мишени, включающей воздействие атомного остова на валентный электрон.

Несмотря на то, что данная задача решается путём численного интегрирова

ния нестационарного уравнения Шрёдингера (НУШ), получить точные чис

ленные решения в рамках этого метода удаётся лишь в ряде случаев. Напри

мер, даже в приближении одного активного электрона численное моделирова

ние в низкочастотных (𝜆 & 2 мкм) интенсивных (𝐼 > 1014 Вт/см2) лазерных

полях является крайне сложной задачей [17,41,42,74,75], особенно в случаях,

когда поляризация лазерного импульса отлична от линейной [43–46]. Учёт

многоэлектронных корреляционных эффектов в численных расчётах пред

ставляет ещё более сложную задачу, и как правило существующие алгоритмы

развиты лишь для случая линейной поляризации и существенно ограничены

по частоте и интенсивности поля [47–52,76,77]. Таким образом, в силу того,

что численное моделирование может быть выполнено в ограниченной обла

сти лазерных параметров и обладает малой предсказательной силой, создание

аналитических моделей представляет актуальную задачу физики нелинейно

го взаимодействия интенсивного лазерного излучения с веществом.

Одним из основополагающих приближений является приближение силь

ного поля [2, 23], основные идеи которого были сформулированы в 60-х и

70-х годах [78–82]. Идея этого приближения состоит в точном учёте взаимо

действия лазерного поля с активным атомным электроном, при этом элек
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трон-атомное взаимодействие рассматривается пертурбативно. Такой подход

приводит к формальному борноподобному ряду (по атомному потенциалу)

для амплитуд перехода, сходимость которого остаётся открытым математи

ческим вопросом. На практике, однако, первые несколько членов такого ряда

достаточны для описания общих эффектов в физике нелинейного взаимодей

ствия лазерного поля с атомами и молекулами [2,7, 24,64,83,84].

Приближение сильного поля определило теоретическую основу для ме

тода квантовых орбит (МКО) [24,31–33], который позволил теоретически опи

сать процесс ГВГ в сильном низкочастотном лазерном поле с использованием

квазиклассического приближения. В рамках описываемого подхода ампли

туда ГВГ представляется в виде суммы парциальных амплитуд, ассоцииро

ванных с замкнутыми траекториями электрона в лазерном поле. Эти траек

тории формально удовлетворяют уравнениям Ньютона, хотя соответствуют

комплексным временам начала и окончания движения по траектории, кото

рые находятся из условий адиабатичности перехода электрона из связанного

состояния в континуум и обратно [8,24,31–33]. В пределе сильного поля МКО

хорошо согласуется с приближением сильного поля [32]. В большинстве случа

ев для физической интерпретации спектров ГВГ необходимо получить клас

сический предел уравнений на времена ионизации и рекомбинации [20, 85].

Как правило этот предел получают формальным устремлением потенциала

ионизации к нулю. В случае, когда внешнее поле обладает линейной поляри

зацией, такой предельный переход, означает, что электрон высвобождается

из атома с нулевой начальной скоростью, распространяется в лазерном по

ле по замкнутой классической траектории и испустив фотон с энергией Ω

образует связанное состояние. Таким образом, в этом классическом преде

ле система уравнений на времена ионизации и рекомбинации даёт теорети

ческое обоснование классической модели перерассеяния [20, 85]. Однако, в

случае двухкомпонентных лазерных полей этот классический предел не да
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ёт возможность найти классические замкнутые траектории и, в этом случае,

интерпретация спектров ГВГ основывается на формализме незамкнутых тра

екторий («missed trajectories»). В этом случае утверждается, что отсутствие

замкнутых траекторий с нулевой начальной энергией вызывает эффективное

подавление рекомбинации электрона в процессе ГВГ [26–28,86,87]. Существен

ным недостатком такой интерпретации является то, что процесс рекомбина

ции является чисто квантовым процессом и его вероятность зависит только

от свойств атомной мишени.

Основным достоинством МКО является то, что в рамках квазиклассиче

ской теории возмущений [88] этот подход позволяет наиболее естественным

образом найти кулоновские поправки к амплитуде ГВГ. (В квазиклассиче

ском пределе можно факторизовать вероятность процесса ГВГ в виде про

изведения множителей, описывающих каждый из этапов трёхшаговой моде

ли перерассеяния (ТМП): ионизации, распространения, рекомбинации.) Дей

ствительно, в рамках приближения сильного поля движение фотоэлектрона

в континууме описывается волковской функцией, которая является точным

решением уравнения Шрёдингера для свободного электрона в поле плоской

электромагнитной волны [89,90]. Фаза волковской функции совпадает с клас

сическим действием для электрона 𝑆, движущегося в лазерном поле. Харак

терное действие кулонова поля, вычисленное на траекториях свободного элек

трона в лазерном поле, существенно меньше действия 𝑆, и поэтому на боль

шей части его траектории лазерное поле преобладает над кулоновским. Та

ким образом, кулоновское поле может быть учтено как поправка к действию

вдоль траектории электрона в лазерном поле. Стоит отметить, что поправка к

действию на кулоново поле имеет характерные логарифмические расходимо

сти, которые устраняются в результате сшивки фазы «уточнённого» решения

с фазой невозмущённого состояния в кулоновском поле [40,88,91–94].

Аналогичная картина квантовых орбит естественным образом возника
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ет в рамках аналитического R-матричного подхода [34–38], который учитыва

ет воздействие кулоновского потенциала на динамику оптически активного

электрона в сильном лазерном поле путём использования квазиклассической

теории возмущений для вычисления действия. Используя МКО и квазиклас

сическую теорию возмущений или R-матричный подход, можно вычислить

кулоновскую поправку для первых двух этапов процесса ГВГ [38–40], вклю

чая кулоновскую поправку к временам ионизации и рекомбинации. Таким

образом, МКО позволяет исправить основной недостаток приближения силь

ного поля—отсутствие учёта кулоновского потенциала в амплитуде процесса

в сильном лазерном поле. В рамках МКО предлагается введение ad hoc по

правок к амплитуде, полученной в приближении сильного поля, используя

хорошо известную параметризацию амплитуды ГВГ [95, 96]. Основная идея

заключается в замене сечения фоторекомбинации, рассчитанного в плоско

волновом приближении сильного поля, на точное значение сечения фоторе

комбинации [7,64,95–98] и использование амплитуды ионизации с учётом ку

лоновских поправок [39,99]. В настоящее время этот подход успешно исполь

зуется для описания процессов ГВГ в молекулах, с учётом многоэлектронных

эффектов, возникающих в процессах ионизации, движения активного элек

трона в континууме, рекомбинации [8, 28, 69, 100–103]. Практическое приме

нение включает в себя также анализ ГВГ в киральных молекулах [104–106],

описание ГВГ атомами, находящимися в начальном 𝑝-состоянии [107, 108],

управление поляризацией спина сталкивающихся электронов [109].

Исследование процессов в сильном лазерном поле существенно продви

нулось с помощью точно-решаемых аналитических моделей. Первой анали

тической моделью, описывающей процессы в сильном лазерном поле стала

модель потенциала нулевого радиуса (𝛿-потенциал) [110]. Изначально эта мо

дель использовалась для описания отрыва слабосвязанного электрона от от

рицательного иона, помещённого в сильное переменное поле [111–113]. Даль
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нейшее развитие метода на случай процесса ГВГ было проделано в рабо

тах [21,22]. Основным недостатком модели 𝛿-потенциала является то, что она

применима только для системы со слабосвязанными электронами в началь

ном 𝑠–состоянии. Развитие этого подхода на случай начальных связанных со

стояний с ненулевым орбитальным моментом было предложено в рамках ме

тода эффективного радиуса (МЭР) [114–119]. МЭР основан на теории эффек

тивного радиуса для описания непертурбативного взаимодействия электрона

с атомным остовом [115–117] и формализме квазистационарных квазиэнерге

тических состояний [111, 120, 121]. Стоит отметить, что метод эффективного

радиуса совпадает с моделью 𝛿-потенциала в соответствующем предельном

случае.

В периодическом лазерном поле процесс ГВГ может быть описан в рам

ках МЭР с использованием связи между комплексной квазиэнергий и ампли

тудой ГВГ [122]. Однако в случае коротких импульсов невозможно напрямую

применить формализм Флоке. Соответствующее развитие МЭР на случай ко

ротких лазерных импульсов было проделано в работах [123,124]. Стоит отме

тить, что одномерные модели также были успешны применены к описанию

генерации высших гармоник [125].

Основным преимуществом аналитических моделей является возможность

их применения в низкочастотном пределе (например в инфракрасных ла

зерных полях), именно в этой области численное моделирование становится

крайне затратным. С помощью аналитических методов была детально изуче

на структура амплитуды ГВГ в этом режиме [96, 124–129]. Эти результаты

показали, что для случая линейной поляризации амплитуда ГВГ может быть

факторизована в виде произведения электронного волнового пакета и точ

ного сечения фоторекомбинации [96, 124–128], как было предложено в рабо

тах [95,97,130] на основании результатов численного решения НУШ. Однако,

для случая эллиптически поляризованного монохроматического поля [46,128]
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и двухкомпонентного лазерного поля, состоящего из ортогональных линей

но поляризованных монохроматических компонент [129], параметризация ам

плитуды ГВГ отлична от той, что возникает в случае линейной поляризации.

В 80–х годах на основе приближения нулевого радиуса в рамках фор

мализма квазистационарных квазиэнергетических состояний (ККЭС) было

развито адиабатическое (низкочастотное) приближение для случая слабосвя

занного электрона в эллиптически поляризованном поле [113]. Недавно был

предложен альтернативный подход, основанный на развитии адиабатическо

го приближения для ионизации [131] и ГВГ [125] в линейно поляризованном

поле, а в последнее время и в бициркулярном лазерном поле [64]. Основные

допущения адиабатического приближения аналогичны тем, которые исполь

зуются в методе Капицы для описания частицы в быстро осциллирующем

поле [132, 133]. В частности, зависящая от времени (периодическая по вре

мени) волновая функция разделяется на медленно и быстро меняющиеся

части, где последняя часть находится на основе, невозмущенной лазерным

полем волновой функции, а медленно меняющаяся часть находится посред

ством усреднения быстроменяющейся части. Как было показано в [134] такое

разделение волновой функции на медленные и быстрые части справедливо в

случае медленно меняющегося лазерного поля.

Изучение ГВГ в бициркулярном лазерном поле началось около 20 лет на

зад [53,54]. Однако наибольшее развитие эта тема получила в последние годы,

ввиду появления интереса к поляризационным свойствам генерируемых гар

моник. Во многих работах было показано, что использование бициркулярного

поля может привести к возникновению циркулярно и эллиптически поляри

зованных гармоник и аттосекундных импульсов. [53–64]. Также были предло

жены и экспериментально продемонстрированы способы контроля над поля

ризационными свойствами генерируемого излучения [53,54,56,57,59–63,70,99,

107,135–140]. С практической точки зрения короткие лазерные импульсы уль
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трафиолетового или рентгеновского диапазона с контролируемой степенью

циркулярной поляризации используются для изучения взаимодействия излу

чения с веществом, например, с киральными материалами [56,57,60,66–68] и

многоатомными молекулами [55,61,69–71].

В существующих теоретических исследованиях процесса ГВГ в бицир

кулярном поле опускается проблема учёта кулоновского потенциала. Так ана

литическое описание, представленное в работах [54,58,107,108,138,141], осно

вано на приближении сильного поля и не учитывает влияние кулоновского

потенциала. В недавней работе [64] амплитуда ГВГ была проанализирована

в рамках низкочастотного приближения, и было показано как точная ампли

туда фоторекомбинации (для рассматриваемой атомной системы) появляется

в этой амплитуде. Несмотря на то, что в этом случае кулоновские поправки

вводятся ad hoc, такой анализ подходит в основном для короткодействую

щих потенциалов, ввиду того, что граничные условия для волновой функции

на больших расстояниях не учитывают дальнодействующего кулоновского

потенциала. В работах [39, 40] была показана необходимость расчёта куло

новских факторов для парциальных амплитуд ГВГ (с учётом ионизации и

распространения в кулоновском поле).
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Глава 1

Метод эффективного радиуса для

двухуровневой системы

1.1. Основные положения метода эффективного радиуса

Метод эффективного радиуса(МЭР) основывается на граничных усло

виях для ККЭС Φ𝜖(𝑟, 𝑡) [120, 142], сформулированных на малых расстояни

ях [118,119] (в диссертации используется атомная система единиц):∫︁∫︁
Φ𝜖(𝑟, 𝑡)𝑌

*
𝑙 𝑚(Ω)𝑒

𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡𝑑Ω𝑑𝑡

= 𝑓 (𝑙,𝑚)
𝑛

[︀(︀
𝑟−𝑙−1 + · · ·

)︀
+ ℬ𝑙(𝜖+ 𝑛𝜔𝜏)

(︀
𝑟𝑙 + · · ·

)︀]︀
, (1.1)

(2𝑙 − 1)!!(2𝑙 + 1)!!ℬ𝑙(𝜖) = 𝑘2𝑙+1 ctg 𝛿𝑙(𝑘), 𝑘 =
√
2𝜖,

где 𝑌𝑙 𝑚(Ω) — сферическая функция 𝑓
(𝑙,𝑚)
𝑛 — Фурье коэффициент периоди

ческой функции 𝑓 (𝑙,𝑚)(𝑡) = 𝑓 (𝑙,𝑚)(𝑡 + 𝒯 ) =
∑︀

𝑛 𝑓
(𝑙,𝑚)
𝑛 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡 с периодом 𝒯 =

2𝜋/𝜔𝜏 , 𝜖 — комплексная квазиэнергия, 𝛿𝑙(𝑘) — фаза рассеяния, 𝑙 — орби

тальный момент. Искомая волновая функция, удовлетворяющая гранично

му условию (1.1), может быть построена с помощью парциальных волновых

функций, Φ(𝑙,𝑚)
𝜖 (𝑟, 𝑡) [119]:

Φ(𝑙,𝑚)
𝜖 (𝑟, 𝑡) = −2𝜋(−𝑖)𝑙

𝑡∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜖(𝑡−𝑡′)𝑓 (𝑙,𝑚)(𝑡′)

×𝒴𝑙 𝑚

[︂
𝑟

𝑡− 𝑡′
+𝐾 ′(𝑡, 𝑡′)

]︂
𝐺(𝑟, 𝑡; 0, 𝑡′)𝑑𝑡′, (1.2)

𝐾 ′(𝑡, 𝑡′) = 𝐴(𝑡′)− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴(𝜉)𝑑𝜉, (1.3)
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где 𝐺(𝑟, 𝑡; 0, 𝑡′) — функция Грина свободного электрона в лазерном поле с

векторным потенциалом 𝐴(𝑡) [142], 𝒴𝑙 𝑚(𝑛) — шаровая функция. Динамику

оптического электрона будем учитывать в приближении двух фаз рассеяния

с 𝑙 = 0 и 𝑙 = 1. В соответствии с этим волновая функция ККЭС может быть

представлена в виде суммы парциальных функций с 𝑙 = 0 и 𝑙 = 1:

Φ𝜖(𝑟, 𝑡) =
∑︁
𝑙=0,1

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

Φ(𝑙,𝑚)
𝜖 (𝑟, 𝑡). (1.4)

Выражения для парциальных волновых функций с 𝑙 = 0 и 𝑙 = 1 на

малых расстояниях имеют вид [119]:

Φ(0,0)
𝜖 (𝑟, 𝑡) ≈ 𝑌0,0(Ω)

∑︁
𝑛

(︂
1

𝑟
+ 𝑖κ𝑛

)︂
𝑓 (0,0)𝑛 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡

+𝑌0,0(Ω)

𝑡∫︁
−∞

𝒢 ′
𝜖(𝑡, 𝑡

′)𝑓 (0,0)(𝑡′)𝑑𝑡′

+𝑖𝑟
1∑︁

𝜇=−1

(−1)𝜇𝑌1,𝜇(Ω)√
3

𝑡∫︁
−∞

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′)𝑓 (0,0)(𝑡′)𝐾−𝜇𝑑𝑡

′, (1.5a)

Φ(1,𝑚)
𝜖 (𝑟, 𝑡) ≈ 𝑌1,𝑚(Ω)

∑︁
𝑛

(︂
1

𝑟2
+

κ2
𝑛

2
+
𝑖κ3

𝑛𝑟

3

)︂
𝑓 (1,𝑚)
𝑛 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡

−𝑖𝑌0,0(Ω)
√
3

𝑡∫︁
−∞

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′)𝑓 (1,𝑚)(𝑡′)𝐾 ′

𝑚𝑑𝑡
′ − 𝑖𝑟𝑌1,𝑚(Ω)

𝑡∫︁
−∞

𝒢 ′
𝜖(𝑡, 𝑡

′)𝑓 (1,𝑚)(𝑡′)

𝑡− 𝑡′
𝑑𝑡′

+𝑟
1∑︁

𝜇=−1

(−1)𝜇𝑌1,𝜇(Ω)

𝑡∫︁
−∞

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′)𝑓 (1,𝑚)(𝑡′)𝐾 ′

𝑚𝐾−𝜇𝑑𝑡
′, (1.5b)
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𝒢 ′
𝜖(𝑡, 𝑡

′) =

[︀
𝑒𝑖Δ(𝑡,𝑡′) − 1

]︀
𝑒𝑖𝜖(𝑡−𝑡′)

√
2𝜋𝑖(𝑡− 𝑡′)3/2

, (1.6a)

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′) =

𝑒𝑖Δ(𝑡,𝑡′)+𝑖𝜖(𝑡−𝑡′)

√
2𝜋𝑖(𝑡− 𝑡′)3/2

, (1.6b)

Δ(𝑡, 𝑡′) = −1

2

𝑡∫︁
𝑡′

⎡⎣𝐴(𝜉)− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴(𝜉′)𝑑𝜉′

⎤⎦2

𝑑𝜉, (1.6c)

𝐾(𝑡, 𝑡′) = 𝐴(𝑡)− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴(𝜉)𝑑𝜉, (1.6d)

где 𝑚 = 0,±1, κ𝑛 =
√︀

2(𝜖+ 𝑛𝜔𝜏) (квадратный корень берётся на верхней

части листа римановой поверхности), 𝐾 ′
𝑚, 𝐾𝑚 — циркулярные компоненты

векторов 𝐾 ′ и 𝐾, которые задаются выражением 𝑛±1 = ∓(𝑛𝑥 ± 𝑖𝑛𝑦)/
√
2,

𝑛0 = 𝑛𝑧, где под вектором 𝑛 подразумевается либо вектор 𝐾 ′, либо 𝐾.

Стоит отметить, что первые слагаемые в уравнениях (1.5a) и (1.5b) соответ

ствуют нескольким слагаемым из разложения сферической функции Ханкеля

ℎ𝑙(𝑖𝜅𝑛𝑟), которая является решениями уравнения Шрёдингера для свободно

го электрона с заданным 𝑙 [143]. Лазерное поле не влияет на эти нерегулярные

слагаемые, а регулярные по 𝑟 слагаемые из (1.5a) и (1.5b) являются лазерно

индуцированными и при выключении лазерного поля обращаются в ноль.

Учитывая разложения (1.5), удовлетворим волновую функцию (1.4) гра

ничным условиям (1.1) и получим уравнение для комплексной квазиэнергии 𝜖

и коэффициентов 𝑓 (𝑙,𝑚)
𝑛 , определяющих периодическую функцию 𝑓 (𝑙,𝑚)(𝑡):

[ℬ0(𝜖+ 𝑛𝜔𝜏)− 𝑖κ𝑛] 𝑓
(0,0)
𝑛 =

1

𝒯

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝒢 ′
𝜖(𝑡, 𝑡

′)𝑓 (0,0)(𝑡′)𝑒𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡𝑑𝑡′𝑑𝑡

−𝑖
√
3

𝒯
∑︁
𝑚′

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′)𝑓 (1,𝑚

′)(𝑡′)𝐾 ′
𝑚′𝑒𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡𝑑𝑡′𝑑𝑡, (1.7a)
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[︂
ℬ1(𝜖+ 𝑛𝜔𝜏)−

𝑖κ3
𝑛

3

]︂
𝑓 (1,𝑚)
𝑛 =

(−1)𝑚

𝒯
∑︁
𝑚′

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′)𝑓 (1,𝑚

′)(𝑡′)𝐾 ′
𝑚′𝐾−𝑚

×𝑒𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡𝑑𝑡′𝑑𝑡− 𝑖

𝒯

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝒢 ′
𝜖(𝑡, 𝑡

′)

(𝑡− 𝑡′)
𝑓 (1,𝑚)(𝑡′)𝑒𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡𝑑𝑡′𝑑𝑡

+𝑖
(−1)𝑚√

3𝒯

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′)𝑓 (0,0)(𝑡′)𝐾−𝑚𝑒

𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡𝑑𝑡′𝑑𝑡. (1.7b)

Хотя уравнения (1.7a) и (1.7b) имеют громоздкий вид, их решения суще

ственно упрощаются в адиабатическом приближении (см. [113,134,144]). Для

простоты рассмотрим случай отсутствия резонанса между двумя атомными

уровнями. В адиабатическом приближении для начального 𝑠-состояния, Фу

рье коэффициенты 𝑓
(0,0)
𝑛 и 𝑓 (1,𝑚)

𝑛 могут быть получены из (1.7a) и (1.7b) путём

подстановки в уравнения 𝑓 (0,0)(𝑡) = 𝑓
(0,0)
0 и 𝑓 (1,𝑚)(𝑡) = 0:

𝑓 (0,0)𝑛 =
𝑓
(0,0)
0

𝒯 [ℬ0(𝜖+ 𝑛𝜔𝜏)− 𝑖κ𝑛]
−1

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝒢 ′
𝜖(𝑡, 𝑡

′)𝑒𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡𝑑𝑡′𝑑𝑡, (1.8a)

𝑓 (1,𝑚)
𝑛 =

𝑖(−1)𝑚𝑓
(0,0)
0√

3𝒯

[︂
ℬ1(𝜖+ 𝑛𝜔𝜏)−

𝑖κ3
𝑛

3

]︂−1

×
𝒯 /2∫︁

−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′)𝐾−𝑚𝑒

𝑖𝑛𝜔𝜏 𝑡𝑑𝑡′𝑑𝑡. (1.8b)

Стоит отметить, что для 𝑛 ̸= 0 𝒢 ′
𝜖(𝑡, 𝑡

′) в интеграле (1.8a) может быть

заменено на 𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′).

1.2. Амплитуда ГВГ в рамках МЭР

Лазерно-индуцированный дипольный момент в сильном периодическом

лазерном поле может быть найден как первая производная от комплексной
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квазиэнергии в двухкомпонентном лазерном поле [122], первая компонента

которого задаётся сильным периодическим лазерным полем, а вторая — сла

бым полем гармоники с вектором напряжённости 𝐹Ω(𝑡) = 𝐹ΩRe[𝑒Ω𝑒
−𝑖Ω𝑡], 𝑒Ω

— вектор поляризации гармоники:

𝐷Ω = −4
𝜕Δ𝜖

𝜕𝐹 *
Ω

, 𝐹 *
Ω = 𝐹Ω𝑒

*
Ω, (1.9)

где Δ𝜖 — линейная по 𝐹Ω поправка к комплексной квазиэнергии в сильном ла

зерном поле. Для лазерного импульса произвольной формы амплитуда ГВГ

может быть найдена с помощью представления поля в виде последователь

ности коротких импульсов, разделённых между собой периодом 𝒯 = 2𝜋/𝜔𝜏 .

Искомое выражение для амплитуды ГВГ получается как предельный случай

𝜔𝜏 → 0 при фиксированном Ω = 𝑁𝜔𝜏 [124]:

𝒜(Ω) = 𝑒Ω
* ·𝐷(Ω), 𝐷(Ω) = lim

𝜔𝜏→0
𝐷Ω/𝜔𝜏 . (1.10)

Уравнение для комплексной квазиэнергии 𝜖 в сильном периодическом

лазерном поле и слабом поле гармоники может быть получено из уравне

ния (1.7) путём замены в векторе 𝐾 векторного потенциала 𝐴(𝑡) → ̃︀𝐴(𝑡),

который представляет собой векторный потенциал суммарного поля, состоя

щий из потенциала лазерного поля и поля гармоники:

̃︀𝐴(𝑡) = 𝐴𝜏(𝑡) +
𝐹Ω

Ω
Im
[︀
𝑒Ω𝑒

−𝑖Ω𝑡
]︀
, (1.11)

𝐴𝜏(𝑡) — векторный потенциал периодического лазерного поля, представляю

щего последовательность коротких импульсов сдвинутых относительно друг

друга на время 𝒯 .

В сильном лазерном поле (несущая частота лазерного поля меньше по

тенциала ионизации) Δ(𝑡, 𝑡′) ≫ 1 и интегралы, содержащие 𝑒𝑖Δ(𝑡,𝑡′) [см. (1.7)

и (1.8)] имеют экспоненциальную малость. В адиабатическом приближении

рассматриваются члены только первого порядка экспоненциальной малости и
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принебрегается более высокими порядками [125,131,134]. Поэтому уравнение

для комплексной квазиэнергии и начального 𝑠-состояния в полях типа (1.11)

может быть получено из (1.7a) (для 𝑛 = 0) путём замены 𝑓 (0,0)(𝑡) = 𝑓
(0,0)
0 и

𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′) → 𝑒𝑖𝜖(𝑡−𝑡′)/[

√
2𝜋𝑖(𝑡− 𝑡′)3/2]. Действительно, следуя работе [113], инте

гралы, содержащие функцию Грина 𝒢𝜖(𝑡, 𝑡
′) или 𝒢 ′

𝜖(𝑡, 𝑡
′), определяются экс

поненциально малыми членами (определяемыми перевальными точками) и

слагаемыми ∝ 𝐹 2(𝑡) (определяемыми вкладом от верхней границы интегри

рования по 𝑡′). Однако, для вычисления линейной поправки по 𝐹Ω, необходи

мой для вычисления Δ𝜖, слагаемые ∝ 𝐹 2 не дают вклада из-за существенной

разницы между несущими частотами лазерного поля и частотой поля гармо

ники. Таким образом, основной вклад в Δ𝜖, будет определяться только экспо

ненциально малыми членами. Соответственно, учитывая экспоненциальную

малость коэффициентов 𝑓 (0,0)𝑛 (𝑛 ̸= 0) и функции 𝑓
(1,𝑚)
𝑛 (𝑡) и ограничиваясь

только членами первого порядка малости в уравнении (1.7a) можно прене

бречь коэффициентами Фурье функции 𝑓 (0,0)𝑛 (𝑡) и зависимостью ядра второго

члена в (1.7a) от суммарного поля. В результате в адиабатическом приближе

нии уравнение для комплексной квазиэнергии (1.7a) преобразуется к виду:

ℬ0(𝜖)− 𝑖κ0 =
1

𝒯

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

[︁
𝑒𝑖
̃︀Δ(𝑡,𝑡′) − 1

]︁
𝑒𝑖𝜖(𝑡−𝑡′)

√
2𝜋𝑖(𝑡− 𝑡′)3/2

𝑑𝑡′𝑑𝑡

−
∑︁
𝑚

𝑖
√
3

𝒯 𝑓 (0,0)0

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜖(𝑡−𝑡′)𝑓 (1,𝑚)(𝑡′)√
2𝜋𝑖(𝑡− 𝑡′)3/2

̃︀𝐾 ′
𝑚𝑑𝑡

′𝑑𝑡, (1.12)

где ̃︀Δ(𝑡, 𝑡′) и ̃︀𝐾 ′
𝑚 задаются уравнениями (1.6c) и (1.3) соответственно с за

меной 𝐴(𝑡) → ̃︀𝐴(𝑡). Учитывая, что 𝐹Ω мало, представим 𝜖 в виде суммы

𝜖 = 𝜖0+Δ𝜖, где 𝜖0 — комплексная квазиэнергия для сильного периодического

поля с векторным потенциалом 𝐴𝜏(𝑡) и 𝐹Ω = 0 [𝜖0 удовлетворяет уравне

нию (1.12) для 𝐹Ω = 0], Δ𝜖 ∝ 𝐹Ω — линейная по 𝐹Ω поправка, обусловленная
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полем гармоники. Для того, чтобы получить выражение для Δ𝜖, разложим

левую и правую части уравнения (1.12) в ряд по 𝐹Ω и Δ𝜖 до первого порядка,

что приводит выражение для Δ𝜖 к виду:

Δ𝜖 = − 1

𝒩𝒯

√︂
𝑖

2𝜋

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝑒𝑖Δ𝜏 (𝑡,𝑡
′)+𝑖𝜖0(𝑡−𝑡′)

(𝑡− 𝑡′)3/2
[𝐹Ω ·𝐺(Ω) + 𝐹 *

Ω ·𝐺(−Ω)] 𝑑𝑡′𝑑𝑡

−
√
3

𝒩 𝑓
(0,0)
0

∑︁
𝑚

[︁
𝑎(Ω)(𝐹Ω)𝑚𝑓

(1,𝑚)
−𝑁 + 𝑎(−Ω)(𝐹 *

Ω)𝑚𝑓
(1,𝑚)
𝑁

]︁
, (1.13)

𝑎(Ω) =
1

2Ω
√
2𝜋𝑖

∞∫︁
0

𝑒𝑖𝜖0𝜏

𝜏 3/2

(︂
1 +

𝑒−𝑖Ω𝜏 − 1

𝑖Ω𝜏

)︂
𝑑𝜏 =

𝑖

2Ω

{︂√
2𝜖0 +

(2𝜖0 − 2Ω)3/2

3Ω
− (2𝜖0)

3/2

3Ω

}︂
, (1.14)

𝒩 =
𝜕ℬ(𝜖0)
𝜕𝜖0

− 1√−2𝜖0
−
√︂

𝑖

2𝜋

1

𝒯

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

[︀
𝑒𝑖Δ𝜏 (𝑡,𝑡

′) − 1
]︀
𝑒𝑖𝜖0(𝑡−𝑡′)𝑑𝑡′𝑑𝑡

(𝑡− 𝑡′)1/2

−
∑︁
𝑚

√
3

𝒯

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜖0(𝑡−𝑡′)𝑓 (1,𝑚)(𝑡′)√
2𝜋𝑖(𝑡− 𝑡′)1/2

𝐾 ′
𝑚𝑑𝑡

′𝑑𝑡, (1.15)

𝐺(Ω; 𝑡, 𝑡′) ≡ 𝐺(Ω) =
1

2𝑖Ω

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴𝜏(𝜉)𝑒
−𝑖Ω𝜉𝑑𝜉

− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴𝜏(𝜉)𝑑𝜉
𝑒−𝑖Ω𝑡 − 𝑒−𝑖Ω𝑡′

2Ω2
, (1.16)

где Δ𝜏(𝑡, 𝑡
′) = ̃︁Δ𝜏(𝑡, 𝑡

′)|𝐹Ω=0. Отметим, что точность адиабатического прибли

жения позволяет заменить точную комплексную квазиэнергию её невозму

щённым значением(𝜖0 → −𝐼𝑝) в интегралах (1.13)-(1.15) [113]. Нормировоч

ная константа (1.15) практически без потери точности может быть оценена

в пределе нулевого лазерного поля, для которого два последних интеграла

обращаются в ноль:

𝒩 ≈ 𝑟0 − 𝜅−1 = −2𝐶−2
𝜅 𝜅−1. (1.17)
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где ℬ(𝜖0) было заменено разложением ℬ(𝜖0) ≈ 𝑎−1
0 +𝑟0𝜖0 (здесь 𝑎0—длина рас

сеяния , 𝑟0—эффективный радиус) [143], 𝐶𝜅—безразмерный асимптотический

коэффициент, который определяет поведение связанного состояния в случае

нулевого лазерного поля на больших расстояниях:

𝜓0(𝑟) ≈
√
𝜅𝐶𝜅

𝑒−𝜅𝑟

𝑟
𝑌00(𝑟), 𝜅 =

√︀
2𝐼𝑝. (1.18)

Подставляя явный вид коэффициентов 𝑓 (1,𝑚)
𝑁 из (1.8b) в уравнение (1.13)

и учитывая, что (𝑎 · 𝑏) =
1∑︀

𝑚=−1
(−1)𝑚𝑎𝑚𝑏−𝑚, получаем Δ𝜖 в виде:

Δ𝜖 = − 1

𝑁𝒯

√︂
𝑖

2𝜋

𝒯 /2∫︁
−𝒯 /2

𝑡∫︁
−∞

𝑑𝑡′𝑑𝑡
𝑒𝑖Δ𝜏 (𝑡,𝑡

′)−𝑖𝐼𝑝(𝑡−𝑡′)

(𝑡− 𝑡′)3/2
×

[︂
𝐹Ω ·𝐺(Ω) + 𝐹 *

Ω ·𝐺(−Ω) +
𝑒−𝑖Ω𝑡𝑎(Ω)𝐹Ω ·𝐾𝜏(𝑡, 𝑡

′)

ℬ1(−𝐼𝑝 − Ω)− 𝑖κ3
−𝑁/3

+
𝑒𝑖Ω𝑡𝑎(−Ω)𝐹 *

Ω ·𝐾𝜏(𝑡, 𝑡
′)

ℬ1(−𝐼𝑝 + Ω)− 𝑖κ3
𝑁/3

]︂
,

(1.19)

где κ±𝑁 =
√︀
2(−𝐼𝑝 ± Ω), Ω = 𝑁𝜔𝜏 и 𝐾𝜏(𝑡, 𝑡

′) задаётся уравнением (1.6d) с

заменой 𝐴(𝑡) → 𝐴𝜏(𝑡).

Проинтегрировав первое слагаемое из (1.16) по частям, и используя опре

деление вектора напряжённости 𝐹 (𝑡) = −𝜕𝐴(𝑡)/𝜕𝑡 и ранее введённых векто

ров 𝐾𝜏 и 𝐾 ′
𝜏 , получим:

𝐺(Ω) =
𝑒−𝑖Ω𝑡

2Ω2
𝐾𝜏(𝑡, 𝑡

′)− 𝑒−𝑖Ω𝑡′

2Ω2
𝐾 ′

𝜏(𝑡, 𝑡
′) +

1

2Ω2

𝑡∫︁
𝑡′

𝐹𝜏(𝜉)𝑒
−𝑖Ω𝜉𝑑𝜉, (1.20)

где

𝐾𝜏(𝑡, 𝑡
′) = 𝐴𝜏(𝑡)−

1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴𝜏(𝜉)𝑑𝜉, (1.21)

𝐾 ′
𝜏(𝑡, 𝑡

′) = 𝐴𝜏(𝑡
′)− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴𝜏(𝜉)𝑑𝜉, (1.22)

𝐹𝜏(𝑡) = −𝜕𝐴𝜏(𝑡)

𝜕𝑡
. (1.23)



30

С учётом вышеописанных приближений подставим (1.19) в (1.9) и, вы

числив предел (1.10), получим 𝐷(Ω) в виде трёх слагаемых, каждое из кото

рых определяется в соответствии с выражением (1.20):

𝐷(Ω) = 𝐷1(Ω) +𝐷2(Ω) +𝐷3(Ω). (1.24)

Первое слагаемое в (1.24) имеет вид:

𝐷1(Ω) =

∞∫︁
−∞

𝐷1(𝑡)𝑒
𝑖Ω𝑡𝑑𝑡, (1.25a)

𝐷1(𝑡) = −𝑖𝒞𝑔(Ω)
𝑡∫︁

−∞

𝒢−𝐼𝑝(𝑡, 𝑡
′)𝐾(𝑡, 𝑡′)𝑑𝑡′, (1.25b)

𝑆(𝑡, 𝑡′) = −1

2

𝑡∫︁
𝑡′

⎡⎣𝐴(𝜉)− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴(𝜉′)𝑑𝜉′

⎤⎦2

𝑑𝜉 − 𝐼𝑝(𝑡− 𝑡′), (1.25c)

𝐾(𝑡, 𝑡′) = 𝐴(𝑡)− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴(𝜉)𝑑𝜉, (1.25d)

𝑔(Ω) =
1

2Ω2
+

𝑎(−Ω)

ℬ1(−𝐼𝑝 + Ω)− 𝑖κ3
Ω/3

,

𝑎(−Ω) =
1

2Ω

[︂
𝜅+ 𝑖

(2Ω− 2𝐼𝑝)
3/2

3Ω
− 𝜅3

3Ω

]︂
,

κΩ =
√︁

2(Ω− 𝐼𝑝), 𝒞 = 𝐶2
𝜅𝜅/𝜋,

где 𝐴(𝑡)—векторный потенциал лазерного импульса, 𝒢−𝐼𝑝(𝑡, 𝑡
′) задаётся урав

нением (1.6b), 𝐼𝑝 = 𝜅2/2—потенциал ионизации.



31

Второе слагаемое имеет вид:

𝐷2(Ω) =

∞∫︁
−∞

𝐷2(𝑡)𝑑𝑡, (1.26)

𝐷2(𝑡) = −𝑖 𝒞
2Ω2

𝑡∫︁
−∞

𝒢−𝐼𝑝(𝑡, 𝑡
′)𝐾 ′(𝑡, 𝑡′)𝑒𝑖Ω𝑡

′
𝑑𝑡′, (1.27)

𝐾 ′(𝑡, 𝑡′) = 𝐴(𝑡′)− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴(𝜉)𝑑𝜉. (1.28)

Для случая 𝐼𝑝 ≫ 𝜔 (𝜔 — несущая частота поля) интеграл по 𝑡′ в выраже

ниях, определяющих 𝐷1(Ω) и 𝐷2(Ω), может быть оценён методом перевала.

Уравнения для нахождения точек перевала вытекают из условия равенства

нулю первой производной по 𝑡′ подынтегрального выражения в (1.27):

𝐾 ′2(𝑡, 𝑡′)/2 = −(𝐼𝑝 + Ω), (1.29)

и подынтегрального выражения в (1.25b):

𝐾 ′2(𝑡, 𝑡′)/2 = −𝐼𝑝. (1.30)

Видно, что решение уравнения (1.29) имеет большую мнимую часть, чем со

ответствующее решение уравнения (1.30), из чего следует экспоненциальная

малость 𝐷2(𝑡) относительно 𝐷1(𝑡), соответственно в (1.24) слагаемое 𝐷2(Ω)

можно опустить. Физически дипольный момент 𝐷2(Ω) описывает генерацию

гармоник в канале, в котором связанный электрон испускает гармонику, а за

тем недостающую энергию набирает из сильного лазерного поля. Очевидно,

что такой канал существенно подавлен [84].
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Третье слагаемое имеет вид:

𝐷3(Ω) =

∞∫︁
−∞

𝐷3(𝑡)𝑑𝑡, (1.31)

𝐷3(𝑡) = −𝑖 𝒞
2Ω2

𝑡∫︁
−∞

𝒢−𝐼𝑝(𝑡, 𝑡
′)

𝑡∫︁
𝑡′

𝐹 (𝜉)𝑒𝑖Ω𝜉𝑑𝜉𝑑𝑡′, (1.32)

где 𝐹 (𝑡) = −𝜕𝐴(𝑡)/𝜕𝑡. В случае Ω ≫ 𝐼𝑝 ≫ 𝜔 интеграл (1.32) также имеет

малость по сравнению с интегралом (1.25b). Потенциал внешнего лазерного

поля 𝐴(𝑡) имеет порядок 𝐹/𝜔, а интеграл по 𝜉 в (1.32) имеет порядок 𝐹/Ω.

Таким образом, 𝐷3(𝑡) меньше 𝐷1(𝑡) в Ω/𝜔 раз, а значит в (1.24) слагаемое

𝐷3(𝜔) также можно опустить.

Таким образом, основной вклад в дипольный момент, представленный в

виде суммы трёх слагаемых (см. (1.24)), даёт только первое слагаемое.

1.3. Выводы к первой главе

В первой главе развита модель эффективного радиуса с двумя связанны

ми состояниями в сильном лазерном поле с произвольной огибающей, в рам

ках которого получены общие уравнения на комплексную квазиэнергию (1.7a), (1.7b).

Предложен адиабатический подход для нахождения комплексной квазиэнер

гии. Получено выражение для амплитуды генерации высших гармоник в низ

кочастотном пределе. Основные результаты данной главы опубликованы в

работе [145].
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Глава 2

Адиабатическое приближение для амплитуды

фотоотрыва и кулоновских факторов

Процессы надпороговой ионизации (НПИ) и генерации высших гармо

ник возникают в результате нелинейного взаимодействия интенсивного ла

зерного излучения с атомными и молекулярными системами. Для коррект

ного описания процессов НПИ и ГВГ, необходимо учитывать как взаимодей

ствие оптического электрона с лазерным излучением, так и взаимодействие

с атомным остовом. Учёт обоих взаимодействий возможен при численном ин

тегрировании уравнения Шредингера, однако в случае низкочастотных ин

тенсивных лазерных полей такое интегрирование является крайне времен

нозатратным процессом. Основным подходом для теоретического описания

процессов в сильном лазерном поле является приближение сильного поля [2].

В рамках этого подхода взаимодействие оптического электрона c лазерным

полем учитывается точно, а с атомным остовом — пертурбативно. Впервые на

возможность непертурбативного учёта взаимодействия электрона с атомным

остовом было указано в статье [88], а в дальнейшем такой подход был развит

работах [94] и [93]). Основная идея этого подхода заключается в «коррекции»

квазиклассических траекторий, определяющих вклад в вероятность иониза

ции, за счёт учёта взаимодействия электрона с атомным остовом. В данной

главе в рамках адиабатического приближения (𝛾 ≪ 1, где 𝛾 = 𝜅𝜔
𝐹 —параметр

Келдыша) аналитически вычисляется кулоновская поправка к вероятности

ионизации атома сильным низкочастотным лазерным полем [88,91,93,94,146].
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1. Амплитуда фотоотрыва в адиабатическом пределе

Рассмотрим амплитуду фотоотрыва в сильном лазерном поле в прибли

жении Келдыша [78–82,94,144]:

𝒜(𝑝) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓𝑙(𝑝, 𝑡)𝑒
𝑖𝑆(𝑝,𝑡)𝑑𝑡, (2.1)

𝑆(𝑝, 𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

{︂
1

2
[𝑝+𝐴(𝑡′)]2 + 𝐼𝑝

}︂
𝑑𝑡′, (2.2)

где 𝑓𝑙(𝑝, 𝑡) — некоторая гладкая предэкспоненциальная функция, явный вид

которой зависит от пространственной симметрии электрона в начальном со

стоянии (𝑙 — орбитальный момент электрона в начальном состояния), 𝑝 —

импульс фотоэлектрона, 𝐴(𝑡) — векторный потенциал лазерного поля, 𝐼𝑝 —

потенциал ионизации. В низкочастотном пределе интеграл (2.1) можно оце

нить методом перевала:

𝒜(𝑝) =
∑︁
𝜈

𝑎𝜈(𝑝), (2.3)

𝑎𝜈(𝑝) =
𝑓𝑙(𝑝, 𝑡𝜈)𝑒

𝑖𝑆(𝑝,𝑡𝜈)√︀
2𝜋𝑖 (𝑉 (𝑡𝜈) · 𝐹 (𝑡𝜈))

, (2.4)

где 𝑉 (𝑡) = 𝑝 + 𝐴(𝑡) — обобщённый импульс электрона, 𝐹 (𝑡) = −𝜕𝐴(𝑡)/𝜕𝑡

— напряжённость лазерного поля, индекс 𝜈 нумерует перевальные решения,

удовлетворяющие уравнению:

[𝑝+𝐴(𝑡𝜈)]
2 + 2𝐼𝑝 = 0. (2.5)

Решениями уравнения (2.5) могут быть только комплексные числа, 𝑡𝜈(𝑝) ≡
𝑡𝜈 = 𝑡𝜈 + 𝑖Δ𝜈, где 𝑡𝜈 и Δ𝜈 вещественны. Отметим, что только корни с положи

тельной мнимой частью (Δ𝜈 > 0) должны быть включены в сумму (2.3), так

как переход происходит из низколежащего в высоколежащее состояние [147].
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Адиабатическое приближение основывается на малости параметра Кел

дыша 𝛾 [78]. В туннельном пределе (𝛾 ≪ 1) время подбарьерного движения

электрона мало, поэтому 𝜔Δ𝜈 ≪ 1 [80, 125, 131, 134, 148]. Разложим уравне

ние (2.5) в ряд по адиабатическому параметру Δ𝜈. Сохраняя члены до второго

порядка, получим:

𝑉 2
𝜈 − 2𝑖Δ𝜈𝑉𝜈 · 𝐹𝜈 −Δ2

𝜈

(︁
𝐹 2
𝜈 − 𝑉𝜈 · �̇�𝜈

)︁
+ 𝜅2 = 0, (2.6)

где 𝑉𝜈 ≡ 𝑉 (𝑡𝜈), 𝐹𝜈 ≡ 𝐹 (𝑡𝜈), и �̇�𝜈 ≡ 𝜕𝐹 (𝑡)/𝜕𝑡|𝑡=𝑡𝜈 . Приравнивая по отдель

ности мнимую и действительную части уравнения (2.6) к нулю, мы получим

соответственно уравнение для 𝑡𝜈:

𝑉𝜈 · 𝐹𝜈 = 0, (2.7)

и выражение для Δ𝜈:

Δ𝜈 =
κ𝜈

ℱ𝜈
, (2.8)

где

κ𝜈 =
√︀
𝜅2 + 𝑉 2

𝜈 , (2.9a)

ℱ𝜈 =

√︁
𝐹 2
𝜈 − 𝑉𝜈 · �̇�𝜈. (2.9b)

Так как Δ𝜈 должно оставаться вещественным, то необходимо выполнение

условия 𝐹 2
𝜈 − 𝑉𝜈 · �̇�𝜈 > 0. С математической точки зрения это означает,

что вторая производная от левой части уравнения (2.7) будет больше нуля.

Уравнение (2.7) в свою очередь представляет собой условие на экстремум

кинетической энергии фотоэлектрона в лазерном поле. Таким образом, из

вышеупомянутых условий видно, что в момент времени 𝑡 = 𝑡𝜈 кинетическая

энергия электрона минимальна. Раскладывая выражение (2.2) в ряд по Δ𝜈 и

сохраняя члены до третьего порядка, получим:

𝑆(𝑝, 𝑡𝜈) ≈ 𝑆(𝑝, 𝑡𝜈) + 𝑖
κ3
𝜈

3ℱ𝜈
. (2.10)
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Также разложим в ряд (2.4) по Δ𝜈 до первого порядка и с учётом уравне

ния (2.7) получим:

𝑉 (𝑡𝜈) · 𝐹 (𝑡𝜈) ≈ −𝑖Δ𝜈ℱ2
𝜈 . (2.11)

Принимая во внимание выражения (2.8), (2.10), и (2.11), получим соотноше

ние для парциальной амплитуды фотоотрыва в адиабатическом пределе:

𝑎𝜈(𝑝) =
𝑓𝑙(𝑝, 𝑡𝜈)𝑒

𝑖𝑆(𝑝,𝑡𝜈)

√
2𝜋κ𝜈ℱ𝜈

𝑒−κ3
𝜈/(3ℱ𝜈). (2.12)

Рассматривая взаимосвязь скорости фотоэлектрона с адиабатическим

параметром

𝜔2Δ2
𝜈 ∼ 𝛾2 + 𝑉 2

𝜈 /𝑝
2
𝐹 (2.13)

и учитывая малость 𝜔Δ𝜈 ≪ 1, видим, что кинетическая энергия электрона в

момент выхода в континуум мала: 𝑉 2
𝜈 ≪ 𝑝2𝐹 , где 𝑝𝐹 = 𝐹/𝜔. Как правило, в

практических вычислениях, квадрат скорости 𝑉 2
𝜈 не значительно превышает

значение 𝜅2.

В качестве примера рассмотрим два случая: линейная поляризация поля

(ЛП) и циркулярная поляризация поля (ЦП). Для ЛП поля 𝐹 (𝑡) = 𝑒𝑧𝐹 cos𝜔𝑡,

и уравнение (2.7) принимает вид:

𝑝𝑧 − 𝑝𝐹 sin𝜔𝑡𝜈 = 0, (2.14)

где 𝑝𝑧 = (𝑝 ·𝑒𝑧), 𝑝𝐹 = 𝐹/𝜔 — импульс поля. Решения уравнения (2.14) имеют

вид:

𝜔𝑡
(+)
𝜈 = arcsin

𝑝𝑧
𝑝𝐹

+ 2𝜋𝜈, (2.15a)

𝜔𝑡
(−)
𝜈 = 𝜋 − arcsin

𝑝𝑧
𝑝𝐹

+ 2𝜋𝜈 . (2.15b)
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В этом случае, для любого 𝜈:

𝑉 2
lin = 𝑉 2

𝜈 = 𝑝2⊥ = 𝑝2 − 𝑝2𝑧, (2.16a)

κlin = κ𝜈 = 𝜅

√︁
1 + (𝑝⊥/𝜅)

2, (2.16b)

ℱlin = ℱ𝜈 = 𝐹

√︁
1− (𝑝𝑧/𝑝𝐹 )

2, (2.16c)

𝜔Δlin = 𝜔Δ𝜈 = 𝛾

√︃
1 + (𝑝⊥/𝜅)

2

1− (𝑝𝑧/𝑝𝐹 )
2 . (2.16d)

Из выражений для ℱ𝜈 и κ𝜈 видно, что распределение фотоэлектронов по

импульсам, определяемое квадратом модуля парциальной амплитуды |𝑎𝜈(𝑝)|2

[см. вид 𝑎𝜈(𝑝) в (2.12)], будет иметь максимум при 𝑝⊥ = 0 и 𝑝𝑧 = 0. В пределе

𝑝⊥ ≪ 𝜅, 𝑝𝑧 ≪ 𝑝𝐹 , выражение (2.16b) и (2.16c) может быть разложено в

ряд по степеням (𝑝𝑧/𝑝𝐹 )
2 и (𝑝⊥/𝜅)

2. Нетрудно убедиться, что в этом случае

распределение по импульсам имеет гауссовский вид [80,149,150].

Для ЦП поля, 𝐹 (𝑡) = 𝐹 (𝑒𝑥 cos𝜔𝑡+ 𝑒𝑦 sin𝜔𝑡), уравнение для 𝑡𝜈, вытека

ющее из (2.7), упрощается, т.к 𝐹 (𝑡) ·𝐴(𝑡) = 0:

𝑝 · 𝐹𝜈 = 𝑝||𝐹 cos(𝜔𝑡𝜈 − 𝜙) = 0, (2.17)

где 𝜙 — угол между осью 𝑋 и проекцией импульса фотоэлектрона на плос

кость поляризации (𝑝||). Искомое решение уравнения (2.17)

𝜔𝑡𝜈 =
𝜋

2
+ 𝜙+ 2𝜋𝜈, (2.18)

приводит к следующему результату:

𝑉 2
𝜈 =

(︀
𝑝|| − 𝑝𝐹

)︀2
+ 𝑝2⊥, ℱ𝜈 = 𝐹

√︁
𝑝||/𝑝𝐹 , (2.19a)

𝜔Δ𝜈 =

√︃
𝛾2 +

(︀
1− 𝑝||/𝑝𝐹

)︀2
+ (𝑝⊥/𝑝𝐹 )

2

𝑝||/𝑝𝐹
, (2.19b)

κ𝜈 =
√︁
𝜅2 + 𝑝2⊥ + (𝑝|| − 𝑝𝐹 )2 , (2.19c)

где 𝑝2⊥ = 𝑝2 − 𝑝2||. Видно, что в отличие от случая линейной поляризации,

парциальная амплитуда 𝑎𝜈(𝑝) для поля с циркулярной поляризацией име
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ет максимум при 𝑝|| = 𝑝𝐹 , 𝑝⊥ = 0 [79, 80]. Около 𝑝|| = 𝑝𝐹 распределение

является гауссовским и обладает осевой симметрией относительно направле

ния распространения лазерного поля. Отметим, что полученные соотношения

применимы, если 𝑝⊥ < 𝜅 и 𝑝|| < 𝑝𝐹 .

2. Кулоновский фактор для парциальной амплитуды

фотоотрыва в адиабатическом приближении

Учёт кулоновского взаимодействия возможен в рамках квазиклассиче

ского приближения [88], подробное описание которого приведено в работах [94,

150, 151]. Общий алгоритм вычисления кулоновского фактора может быть

разбит на четыре шага.

Первым шагом является определение траектории электрона, 𝑟(𝑡), удо

влетворяющей граничным условиям в лазерном поле, 𝐹 (𝑡). В уравнении (2.4)

функция в показателе экспоненты, 𝑆(𝑝, 𝑡𝜈), определяет классическое дей

ствие электрона, движущегося в лазерном поле 𝐹 (𝑡) вдоль траектории, удо

влетворяющей уравнению Ньютона и граничным условиям:(︂
𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡

)︂2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=𝑡𝜈

= −𝜅2, 𝑟(𝑡𝜈) = 0. (2.20)

В адиабатическом пределе (𝜔Δ𝜈 ≪ 1) траекторию движения электрона

достаточно рассмотреть в пределе малых времён, ограниченных лазерным

периодом 𝑇 : |𝑡 − 𝑡𝜈| ≪ 𝑇 . Разложим скорость частицы в окрестности точки

𝑡 = 𝑡𝜈 по параметру 𝜏 = 𝑡− 𝑡𝜈:

𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑝+𝐴(𝑡) ≈ 𝑉𝜈 − 𝐹𝜈𝜏 − �̇�𝜈

𝜏 2

2
. (2.21)

Интегрируя уравнение (2.21) по 𝜏 и учитывая начальное условие для 𝜏 = 𝑖Δ𝜈,
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получим искомую траекторию:

𝑟(𝑡) = 𝑉𝜈(𝜏 − 𝑖Δ𝜈)−
𝐹𝜈

2

(︀
𝜏 2 +Δ2

𝜈

)︀
− �̇�𝜈

6
(𝜏 3 + 𝑖Δ3

𝜈). (2.22)

Следующим шагом является нахождение точек ветвления, 𝑡(bp), функ

ции
√︀
𝑟2(𝑡) в комплексной плоскости, удовлетворяющих условию 𝑟2(𝑡(bp)) =

0. Для удобства введем новую переменную 𝜉: 𝜏 = 𝑖𝜉, так что 𝑟𝑐(𝜉) ≡ 𝑟(𝑡𝜈+𝑖𝜉)

принимает вид:

𝑟𝑐(𝜉) = 𝑖𝑉𝜈(𝜉 −Δ𝜈) +
𝐹𝜈

2
(𝜉2 −Δ2

𝜈) + 𝑖
�̇�𝜈

6
(𝜉3 −Δ3

𝜈). (2.23)

Используя уравнения (2.7)–(2.9) и (2.23), представим 𝑟2
𝑐(𝜉) в виде:

𝑟2
𝑐(𝜉) = (𝜉 −Δ𝜈)

2
[︀
𝜅2 + (𝜉 −Δ𝜈)Δ𝜈ℱ2

𝜈+

(𝜉 −Δ𝜈)
2

4

(︃
ℱ2

𝜈 −
𝑉𝜈 · �̇�𝜈

3

)︃]︃
, (2.24)

в котором все члены Δ𝜈 (а также 𝜔Δ𝜈) были отброшены (если они не опре

деляют главный член разложения). Уравнение (2.24) явно показывает, что

𝑟2
𝑐(𝜉) ведет себя квадратично при 𝜉 → Δ𝜈:

𝑟2
𝑐(𝜉) ≈ 𝜅2(𝜉 −Δ𝜈)

2. (2.25)

Кроме того, функция в квадратной скобке в (2.24) равна нулю при 𝜉 = 𝜉
(bp)
± :

𝜉
(bp)
±,𝜈 = −Δ𝜈

ℱ2
𝜈 + 𝑉𝜈 · �̇�𝜈/3

ℱ2
𝜈 − 𝑉𝜈 · �̇�𝜈/3

± 2

√︁
𝑉 2
𝜈 ℱ2

𝜈 + 𝜅2𝑉𝜈 · �̇�𝜈/3

ℱ2
𝜈 − 𝑉𝜈 · �̇�𝜈/3

. (2.26)

Используя соотношение (2.9b), преобразуем знаменатель в (2.26) к виду:

ℱ2
𝜈 −

𝑉𝜈 · �̇�𝜈

3
=

4

3

(︂
ℱ2

𝜈 −
𝐹 2
𝜈

4

)︂
.

Таким образом, мы получили выражение для точек ветвления 𝑡
(bp)
±,𝜈 = 𝑡𝜈 +

𝑖𝜉
(bp)
±,𝜈 .
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Третий шаг в определении кулоновского фактора заключается в вычис

лении действия вдоль найденной траектории 𝑟(𝑡):

𝛿𝑆(𝜁) =

∫︁
𝒞

𝑍√︀
𝑟2(𝑡)

𝑑𝑡, (2.27)

где 𝑍 — заряд атомного остова (𝑍 = 0 и 1 для отрицательных ионов и ней

тральных атомов соответственно). Полубесконечный контур интегрирования,

𝒞, выбирается так, чтобы он не пересекал линии разрезов, исходящих от то

чек ветвления 𝑡(bp). Интеграл (2.27) является логарифмически расходящимся

в седловой точке, поэтому путь интегрирования должен стартовать с ком

плексного времени 𝑡 = 𝜁 близкого к 𝑡𝜈. Значение 𝜁 будет исключено из окон

чательного результата с помощью процедуры регуляризации [94,150,151]. Ре

гуляризация 𝛿𝑆 состоит в вычислении предела:

Δ𝑆𝜈(𝑝) = lim
𝜁→𝑡𝜈

(︂
𝛿𝑆(𝜁) + 𝑖

𝑍

𝜅
ln |𝜅2(𝜁 − 𝑡𝜈)|

)︂
; (2.28)

Выбор контура интегрирования 𝒞 является сложной задачей, так как

при его построении необходимо обойти все точки ветвления. Примеры анали

за расположения точек ветвления и полюсов можно найти в работах [152,153].

Из выражения для 𝑟2
𝑐(𝜉) (2.24) видно, что интеграл (2.27) расходится лога

рифмически при 𝜁 → 𝑡𝜈 [88]. За исключением этой седловой точки, 𝑡𝜈, кото

рая определяет устранимый полюс первого порядка посредством процедуры

регуляризации, большая часть нулей функции 𝑟2(𝑡) связаны с возможностью

перерассеяния электрона на атомном остове [153]. Как показано в [153], вклад

эффектов перерассеяния может существенно повлиять на спектр фотоэлек

тронов. В нашем анализе можно пренебречь вкладом от этих точек ветвления,

так как в рассматриваемом адиабатическом пределе эти эффекты малы.

Найденные точки ветвления, 𝑡(bp)
±,𝜈 = 𝑡𝜈 + 𝑖𝜉

(bp)
±,𝜈 , располагаются на верти

кальной линии Re 𝑡 = 𝑡𝜈. Для решений, обозначенных индексом “+”, с уве

личением 𝑉𝜈 точки ветвления движутся вдоль этой линии в положительном
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направлении, а для решений с индексом “−”—в отрицательном направлении

(см. рисунок 2.1). Таким образом, чтобы сделать подынтегральную функцию

1/
√︀

𝑟2(𝑡) однозначной, проведём в комплексной плоскости разрез, ограничен

ный точками 𝑡(bp)
±,𝜈 (см. рисунок 2.1).

∆ν

t
(bp)
+,ν

t
(bp)
−,ν

Im t

Re t

tν

tν

R → ∞

Рис. 2.1. Изображение седловой точки (𝑡𝜈) и точек ветвления (𝑡(bp)
±,𝜈 ) на комплексной плос

кости 𝑡. Вертикальный сегмент с конечными точками 𝑡
(bp)
±,𝜈 является разрезом римановой

поверхности. Стрелки показывают направления, в которых седловая точка и точки ветвле

ния движутся с увеличением 𝑉𝜈 . Дуга, показанная тонкой сплошной линией, представляет

собой возможный путь интегрирования

Поскольку 1/
√︀

𝑟2(𝑡) ∝ 1/𝑡3 для больших 𝑡, мы имеем право выбрать

произвольный путь интегрирования, который позволяет избежать пересече

ния с разрезом. Данный контур должен начинаться вблизи точки 𝑡𝜈 и закан

чиваться в любой отдалённой точке на действительной оси. Например, путь

интегрирования, показанный на рисунке 2.1 состоит из прямой полубесконеч

ной линии, начинающейся с 𝜁 ≈ 𝑡𝜈, и дуги бесконечно большого радиуса.

Очевидно, что такое расположение седловых точек, ветвей и разрезов имеет
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место только в случае ℱ2
𝜈 > 𝐹 2

𝜈 /4 и предполагает справедливость кубического

приближения для 𝑟(𝑡).

Если же ℱ2
𝜈 < 𝐹 2

𝜈 /4, то положение точек ветвления изменится: точка

𝑡
(bp)
−,𝜈 будет находиться над седловой точкой 𝑡𝜈, а точка 𝑡

(bp)
+,𝜈 — ниже 𝑡𝜈. В

особом случае, когда ℱ2
𝜈 = 𝐹 2

𝜈 /4, одна точка ветвления (𝑡(bp)−,𝜈 ) находится на

бесконечности, тогда как 𝑡(bp)+,𝜈 находится чуть ниже седловой точки 𝑡𝜈 в пер

вом квадранте комплексной плоскости. С убыванием 𝑉𝜈, точки ветвления

движутся друг к другу по вертикальной линии 𝑡 = 𝑡𝜈, так что разрезы мо

гут быть нарисованы как вертикальные линии от точек 𝑡(bp)−,𝜈 (прямо вверх) и

𝑡
(bp)
+,𝜈 (прямо вниз). Однако, этот случай реализуется только для 𝜔Δ𝜈 > 1, где

адиабатическое приближение неприменимо.

Подставляя соотношение (2.24) в выражение (2.27), аналитически вы

числяем интеграл (2.27) (см. [154]) и, используя уравнение (2.28), в пределе

𝜁 → 𝑡𝜈 получаем:

Δ𝑆𝜈 = −𝑖𝑍
𝜅
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

4𝜅3

ℱ𝜈

[︃√︂
1 +

𝑉 2
𝜈

𝜅2
+

2√
3

√︃
1− 𝐹 2

𝜈

4ℱ2
𝜈

]︃
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ . (2.29)

Последним шагом является вычисление непосредственно самого куло

новского фактора. Если кулоновская поправка к действию является чисто

мнимой величиной, то для всех веток решения 𝜈 (как в случае монохромати

ческих полей), кулоновский фактор для амплитуды фотоотрыва будет зави

сеть от импульса:

𝑄𝜈(𝑝) = 𝑒−ImΔ𝑆𝜈(𝑝).

Подставляя в выражение для кулоновского фактора вычисленное дей

ствие, получим:

𝑄𝜈 = 𝑄
(𝜈)
statℛ(𝜈), (2.30)
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где

𝑄
(𝜈)
stat =

(︂
2𝜅3

𝐹𝜈

)︂𝑍/𝜅

, 𝐹𝜈 =
√︀

𝐹 2
𝜈 , (2.31)

ℛ(𝜈) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝐹𝜈

ℱ𝜈

[︃√︂
1 +

𝑉 2
𝜈

𝜅2
+

2√
3

√︃
1− 𝐹 2

𝜈

4ℱ2
𝜈

]︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑍/𝜅

. (2.32)

Учёт эффектов кулонова поля производится путём умножения каждой

парциальной амплитуды 𝑎𝜈(𝑝), определяемой выражением (2.12) на коэффи

циент 𝑄𝜈:

𝒜(𝑝) =
∑︁
𝜈

𝑄𝜈𝑎𝜈(𝑝), (2.33)

В пределе 𝑉𝜈 → 0, ℛ(𝜈) → 1, а 𝑄
(𝜈)
stat в (2.30) принимает вид известного

кулоновского фактора в случае статического электрического поля [80, 155],

но взятой для амплитуды поля в момент времени 𝑡𝜈 .

Для определения явного вида кулоновского фактора для ЛП и ЦП из

общего результата (2.32) необходимо найти скалярное произведение 𝑉𝜈 · �̇�𝜈.

Для ЛП это произведение имеет вид:

𝑉𝜈 · �̇�𝜈 = −𝐹𝜔 sin𝜔𝑡𝜈(𝑝𝑧 − 𝑝𝐹 sin𝜔𝑡𝜈), (2.34)

и с учётом найденных решений (2.15) обращается в ноль:

𝑉𝜈 · �̇�𝜈 = 0, (2.35)

Соответственно для ЦП с учётом (2.17) имеем:

𝑉𝜈 · �̇�𝜈 = 𝐹 2

(︂
1− 𝑝||

𝑝𝐹

)︂
. (2.36)

Используя тот факт, что для ЛП 𝑉 2
𝜈 = 𝑝2⊥ [см. (2.16a)] и 𝐹 2

𝜈 = ℱ2
𝜈 , для случая
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ЛП преобразуем уравнение (2.32) к виду :

ℛ =

⎛⎜⎝ 2

1 +
√︁
1 + (𝑝⊥/𝜅)

2

⎞⎟⎠
𝑍/𝜅

, (2.37)

Поскольку для ЛП поля выполняется соотношение (2.35) и 𝑉𝜈 имеет нулевую

проекцию на ось поляризации, то из соотношения (2.26) следует, что 𝜉(bp)±,𝜈 < 0,

тогда контур интегрирования можно провести стандартным образом: верти

кально вниз к реальной оси, а затем вдоль неё [93].

Исходя из того, что для ЛП 𝐹 2
𝜈 = ℱ2

𝜈 , преобразуем коэффициент 𝑄stat

из (2.31) к виду:

𝑄
(lin)
stat =

(︃
2𝜅3

𝐹
√︀

1− (𝑝𝑧/𝑝𝐹 )2

)︃𝑍/𝜅

. (2.38)

Заметим, что 𝑄stat имеет особенность для 𝑝𝑧 = 𝑝𝐹 . Эта особенность указыва

ет на ограничение адиабатического приближения для нахождения седловых

точек. Действительно, для 𝑝𝑧 > 𝑝𝐹 уравнение (2.14) не может быть решено в

действительных числах. Для 𝑝𝑧 → 𝑝𝐹 , ℱ𝜈 стремится к нулю и условие адиа

батичности нарушается [поскольку, согласно (2.16d), 𝜔Δ𝜈 → ∞]. В адиабати

ческом режиме с ростом 𝑝𝑧 значения 𝜔Δ𝜈 и 𝑄(lin)
stat увеличиваются. На рисун

ке 2.2(a) представлена зависимость 𝜔Δ𝜈 от 𝑝𝑧 для трех значений 𝑝⊥. Видно,

что точность адиабатического кулоновского фактора уменьшается с увели

чением 𝑝⊥ из-за увеличения параметра 𝜔Δ𝜈(см. (2.16d)). На рисунке 2.2(b)

представлена зависимость 𝑄(lin)
stat от 𝑝𝑧 (для ЛП статистический коэффициент

не зависит от 𝑝⊥). Поскольку коэффициент ℛ уменьшается с увеличением 𝑝⊥

[и не зависит от 𝑝𝑧 (2.37), см. рисунок 2.2(c)], кулоновский фактор уменьша

ется с увеличением 𝑝⊥.

Для случая ЦП преобразуем коэффициент ℛ𝜈 из (2.32), используя соот
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Рис. 2.2. Зависимость адиабатического параметра и кулоновских факторов для монохро

матического ЛП поля от импульса фотоэлектрона. (a) Зависимость 𝜔Δ𝜈 от 𝑝𝑧 для трех

значений 𝑝⊥ [см. (2.16d)]: Сплошная (красная) линия: 𝑝⊥ = 0; пунктирная (чёрная) ли

ния: 𝑝⊥ = 0.4𝜅; прерывистая (синяя) линия: 𝑝⊥ = 0.8𝜅. (b) Зависимость 𝑄
(lin)
stat от 𝑝𝑧

[см. (2.38)]. (c) Зависимость ℛ от 𝑝⊥ [см. (2.37)].Расчёты приведены для следующих пара

метров: 𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝜆 = 1.6 мкм, 𝑍 = 1, 𝜅 = 1 ат.ед., и 𝛾 = 0.53
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ношения (2.19a) и (2.19b), а также то, что 𝛾 = 𝜅/𝑝𝐹 , и получим:

ℛ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝛾

𝜔Δ𝜈

𝑝||
𝑝𝐹

+ 𝛾

√︃
4𝑝||
3𝑝𝐹

− 1

3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑍/𝜅

, (2.39)

Заметим, что для 𝑝|| = 𝑝𝐹 результат (2.39) совпадает с ℛ для ЛП поля

[см. (2.37)]. При выводе соотношения (2.39) было учтено, что для ЦП по

ля 𝐹 2
𝜈 = 𝐹 2. Это выражение также говорит о том, что 𝑄stat для ЦП поля не

зависит от импульса в отличие от случая ЛП поля. Однако фактор ℛ имеет

особенность при 𝑝|| = 𝑝𝐹/4, так как в этом случае параметр 𝜔Δ𝜈 становится

больше единицы, и адиабатическое приближение становится неприменимым.

На рисунке 2.3 представлена зависимость 𝜔Δ𝜈 и ℛ от 𝑝|| для трех значе

ний 𝑝⊥. Ни одно из них не является симметричным по отношению к импульсу

𝑝|| = 𝑝𝐹 . Более того, минимум 𝜔Δ𝜈 при увеличении 𝑝⊥ смещается в сторону

больших импульсов относительно 𝑝|| = 𝑝𝐹 [см. рисунок 2.3(a)].

Вероятность надпороговой ионизации (НПИ) определяется квадратом

фактора (2.38). В случае ЛП поля эта величина задаётся выражением (1 −
𝑝2𝑧/𝑝

2
𝐹 )

−𝑍/𝜅, а значит влияние кулоновских факторов на спектры НПИ наибо

лее существенно для продольной электронной эмиссии. В качестве примера на

рисунке 2.4 мы приводим сравнение экспериментальных данных по туннель

ной ионизации Ne [156] и Ar [157] с полученными аналитическими результа

тами с учетом и без учета кулоновских факторов. В расчетах использовалась

гауссова огибающая для лазерных импульсов с пиковыми интенсивностями,

длительностями импульсов и длинами волн лазеров, используемых в экспери

менте: 1015 Вт/см2, 50 фс, и 795 нм для [156], и 1.5×1014 Вт/см2, 25 фс, и 2 мкм

для [157]. Теоретические результаты на рисунке 2.4(a) были проинтегрирова

ны по импульсу 𝑝|| и усреднены по фокусу. Представленные результаты на
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Рис. 2.3. Зависимость (a) параметра адиабатичности 𝜔Δ𝜈 (2.19b) и (b) кулоновского фак

тора ℛ (2.39) от 𝑝|| для монохроматичного ЦП поля при фиксированных значениях 𝑝⊥.

Сплошная (красная) линия: 𝑝⊥ = 0; пунктирная (чёрная) линия: 𝑝⊥ = 0.4𝜅; прерывистая

(синяя) линия 𝑝⊥ = 0.8𝜅. Расчёты приведены для следующих параметров: 𝐼 = 1014 Вт/см2,

𝜆 = 1.6 мкм, 𝑍 = 1, 𝜅 = 1 ат.ед., 𝛾 = 0.53, 𝑝𝐹 = 1.87 ат.ед., и 𝑄(circ)
stat = 37.47

рисунке 2.4(b) фокально усреднены для 𝑝⊥ = 0. Результаты теоретических

расчётов были приведены к экспериментальным данным путём умножения

абсолютных значений теоретических результатов на некоторые значения.

Экспериментальные фотоэлектронные спектры бесструктурны, т.е. не

содержат интерференционных структур и четко определенных пиков НПИ,

из-за фокального усреднения [156, 157]. Такие данные наиболее удобны для

проверки точности адиабатического приближения, поскольку монотонное умень

шение выхода электронов [для 𝑝‖ > 0.4 ат.ед. на рисунке 2.4(a) и для 𝑝2/2 >

0.3 ат.ед. на рисунке 2.4(b)] позволяет сравнить наклоны теоретических и
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экспериментальных спектров. На рисунке 2.4 мы видим расхождение резуль

татов в низкоэнергетической области спектра, выраженных в виде широкого

резонансноподобного пика. Это вызвано тем, что в этой области непримени

мо адиабатическое приближение, в рамках которого пренебрегается вкладом

от связанных атомных состояний и эффектов перерассеяния, порождающих

появление резонансноподобного пика [92,158]. Из рисунка 2.4 и таблицы 1 вид

но, что теоретические результаты с учётом кулоновского фактора улучшают

согласование с экспериментальными данными в диапазоне энергий электро

нов от нескольких эВ до ∼ 𝑢𝑝 = 𝑝2𝐹/4. Для более высоких энергий фото

электронов (за пределами шкалы рисунке 2.4), адиабатическое приближение

перестаёт правильно описывать поведение спектра.

Для атомов благородных газов с потенциалом ионизации сравнимым

с потенциалом ионизации водорода эффективное главное квантовое число,

определяющее величину кулоновских факторов, 𝑛* = 𝑍/𝜅 порядка едини

цы, поэтому адиабатические кулоновские эффекты, показанные на рисун

ке 2.2–2.4, незначительны. Напротив, для щелочных атомов, которые имеют

относительно небольшие потенциалы ионизации, ввиду увеличения эффек

тивных главных квантовых чисел (например, 𝑛* = 1.59, 1.63 и 1.87 для Li,

Na и Cs соответственно), возрастает роль кулоновских эффектов. Это увели

чение ещё больше в случае многозарядных ионов, для которых 𝑛* ≃ 3− 4.
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Рис. 2.4. Сравнение теоретических результатов с экспериментальными фотоэлектрон

ными спектрами. (a) Продольное распределение импульсов фотоэлектронов для иони

зации Ne линейно поляризованным лазерным полем с 𝜆 = 795 нм и пиком интенсив

ности 1015 Вт/см2. (b) Продольное распределение энергии фотоэлектронов для иониза

ции Ar линейно поляризованным лазерным полем с 𝜆 = 2 мкм и пиком интенсивности

1.5× 1014 Вт/см2. Сплошные (чёрные) линии: экспериментальные данные, из (a) [157] (b)

из [156]). Гладкие (красные) сплошные линии: представляют усреднённые фокальные ре

зультаты с учётом кулоновского фактора [см. (2.33)]. Пунктирные (синие) линии: представ

ляют усреднённые фокальные результаты без без учёта кулоновского фактора [см. (2.3) и

(2.12)]
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Таблица 1. Сравнение теоретических результатов с экспериментальными фотоэлектрон

ными спектрами для Ne [157] и для Ar [156] для трех конкретных импульсов и трёх кон

кретных энергий фотоэлектронов. Теоретические результаты приведены с учётом куло

новского фактора (КФ) и без него. Параметры для расчётов те же, что на рис. 2.4.

𝑝|| (ат. ед.) Эксп. данные [157] С учётом КФ Без учёта КФ

0.5 5.63 5.59 5.47

1 3.00 2.83 2.68

1.5 0.90 0.79 0.68

𝑝2/2(ат. ед.) Эксп. данные [156] С учётом КФ Без учёта КФ

0.5 3.22 3.31 3.13

1 1.43 1.45 1.28

1.5 0.52 0.64 0.57

3. Выводы ко второй главе

Во второй главе приведены основные положения о расчёте амплитуды

фотоотрыва в адиабатическом пределе для случая низкочастотного интен

сивного лазерного поля, когда параметр Келдыша 𝛾 мал. В адиабатическом

пределе получено явное выражение для кулоновского фактора для ампли

туды фотоотрыва и проведён топологический анализ расположения точек

ветвления функции 1/
√︀
𝑟2(𝑡) в комплексной плоскости времени. Найдены

траектории движения точек ветвления, и на их основании построен контур

интегрирования для вычисления кулоновского фактора. Рассмотрены случаи

линейной и циркулярной поляризации, для которых приведены явные выра
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жения для кулоновского фактора. Проведено сравнение развитой адиабати

ческой теории с существующими экспериментальными данными [156,157], ко

торое указывает на высокую точность адиабатического подхода. Основные

результаты главы опубликованы в работе [39].
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Глава 3

Адиабатическое приближение для ГВГ

1. Аналитическое выражение для индуцированного

дипольного момента в адиабатическом приближении

Интеграл, определяющий дипольный момент (1.25b), выражение для ко

торого было получено в первой главе, может быть вычислен приближённо

методом перевала. Перевальные точки (𝑡′𝜈) находятся из уравнения:

𝜕𝑆(𝑡, 𝑡′)

𝜕𝑡′

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=𝑡′𝜈

= 0, или 𝐾 ′2(𝑡, 𝑡′𝜈) = −2𝐼𝑝, (3.1)

где 𝑡′𝜈 ≡ 𝑡′𝜈(𝑡)–это 𝜈-ый комплексный корень уравнения. Отметим, что мы

рассматриваем только те корни 𝑡′𝜈, которые имеют положительную мнимую

часть, так как адиабатический переход в состояние континуума осуществля

ется из связанного состояния с отрицательной энергией −𝐼𝑝 [143].

После интегрирования методом перевала по 𝑡′, 𝐷(𝑡) принимает вид:

𝐷(𝑡) ≈ −𝑖𝐶
2
𝜅𝜅

𝜋

∑︁
𝜈

𝑒𝑖𝑆(𝑡,𝑡
′
𝜈)𝐾(𝑡, 𝑡′𝜈)

(𝑡− 𝑡′𝜈)3/2
√︀
𝛼𝜈(𝑡)

𝑔(Ω), (3.2)

𝛼𝜈(𝑡) =
𝜕2𝑆(𝑡, 𝑡′)

𝜕𝑡′2

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=𝑡′𝜈(𝑡)

= 𝐾 ′(𝑡, 𝑡′) · 𝜕𝐾
′(𝑡, 𝑡′)

𝜕𝑡′

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=𝑡′𝜈(𝑡)

= −
[︂
𝐹 (𝑡′𝜈) ·𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈) +

2𝐼𝑝
𝑡− 𝑡′𝜈

]︂
. (3.3)

Подставляя (3.2) в (1.25a), получим:

𝐷(Ω) = −𝑖𝐶
2
𝜅𝜅

𝜋

∑︁
𝜈

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝒮𝜈(𝑡)𝐾(𝑡, 𝑡′𝜈)

(𝑡− 𝑡′𝜈)3/2
√︀
𝛼𝜈(𝑡)

𝑔(Ω)𝑑𝑡, (3.4)
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где

𝒮(𝑡, 𝑡′) = 𝑆(𝑡, 𝑡′) + Ω𝑡, (3.5)

𝑆(𝑡, 𝑡′) = −1

2

𝑡∫︁
𝑡′

⎡⎣𝐴(𝜉)− 1

𝑡− 𝑡′

𝑡∫︁
𝑡′

𝐴(𝜉′)𝑑𝜉′

⎤⎦2

𝑑𝜉 − 𝐼𝑝(𝑡− 𝑡′), (3.6)

Так как вклад корней 𝑡′𝜈(𝑡) в сумму по 𝜈 в уравнении (3.4) определяется

их мнимой частью, то наибольший вклад дают корни с наименьшей мнимой

частью. Поэтому удобно представить время 𝑡′𝜈 в виде суммы 𝑡′𝜈 = 𝑡′𝜈 + 𝑖Δ𝑡′𝜈,

где 𝑡′𝜈 и Δ𝑡′𝜈 — действительные числа, 0 < 𝜔Δ𝑡′𝜈 ≪ 1, 𝜔 — несущая частота

лазерного импульса. Подставляя 𝑡′𝜈 в уравнение (3.1) и раскладывая левую

часть этого уравнения по 𝑖Δ𝑡′𝜈 до второго порядка, получаем:

𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)
2 + 𝑖2Δ𝑡′𝜈𝐾

′(𝑡, 𝑡′𝜈) · �̇� ′(𝑡, 𝑡′𝜈)

−(Δ𝑡′𝜈)
2
[︁
�̇� ′(𝑡, 𝑡′𝜈)

2 +𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈) · �̈� ′(𝑡, 𝑡′𝜈)
]︁
= −𝜅2, (3.7)

где �̇� ′(𝑡, 𝑡′𝜈) = 𝜕𝐾 ′(𝑡, 𝑡′)/𝜕𝑡′
⃒⃒
𝑡′=𝑡′𝜈

, и �̈� ′(𝑡, 𝑡′𝜈) = 𝜕2𝐾 ′(𝑡, 𝑡′)/𝜕𝑡′2
⃒⃒
𝑡′=𝑡′𝜈

. Разде

ляя действительную и мнимую части в (3.7), получаем два уравнения:

𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈) · �̇� ′(𝑡, 𝑡′𝜈) =
𝜕2𝑆(𝑡, 𝑡′)

𝜕𝑡′2

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=𝑡′𝜈

= 0, (3.8a)

(Δ𝑡′𝜈)
2ℱ2 = κ(𝑡, 𝑡′𝜈)2, (3.8b)

где

ℱ =

√︁
�̇� ′(𝑡, 𝑡′𝜈)2 +𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈) · �̈� ′(𝑡, 𝑡′𝜈),

κ(𝑡, 𝑡′𝜈) =
√︁
𝜅2 +𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)2.

Уравнение (3.8b) определяет время движения под барьером:

Δ𝑡′𝜈 =
κ(𝑡, 𝑡′𝜈)

ℱ . (3.9)
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Упрощение ℱ достигается с помощью уравнения (3.8a) и соотношений:

�̇� ′(𝑡, 𝑡′𝜈) = −𝐹 (𝑡′𝜈) +
𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)

𝑡− 𝑡′𝜈
, (3.10)

�̈� ′(𝑡, 𝑡′𝜈) = −�̇� (𝑡′𝜈)−
𝐹 (𝑡′𝜈)

𝑡− 𝑡′𝜈
+

2𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)

[𝑡− 𝑡′𝜈]2
, (3.11)

которые приводят ℱ к виду:

ℱ =

√︁
𝐹 (𝑡′𝜈)2 −𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈) · �̇� (𝑡′𝜈), (3.12)

�̇� (𝑡) =
𝜕𝐹 (𝑡)

𝜕𝑡
. (3.13)

Отметим, что подкоренное выражение в ℱ положительно, так как оно зада

ётся второй производной от 𝐾 ′2(𝑡, 𝑡′) по 𝑡′, которая положительна в точке

минимума 𝐾 ′2(𝑡, 𝑡′):

1

2

𝜕2𝐾 ′2(𝑡, 𝑡′)

𝜕𝑡′2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡′=𝑡′𝜈

= �̇� ′(𝑡, 𝑡′𝜈)
2 +𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈) · �̈� ′(𝑡, 𝑡′𝜈) > 0. (3.14)

Для случая линейной поляризации 𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈) = 0, поэтому соотношение (3.9)

совпадает с хорошо известным результатом Δ𝑡′𝜈 = 𝜅/|𝐹 (𝑡′𝜈)|.
Для малых Δ𝑡′𝜈 (𝜔Δ𝑡′𝜈 ≪ 1), вычислим 𝛼𝜈(𝑡) [см. уравнение (3.3)] и

классическое действие 𝑆(𝑡, 𝑡′) [см.уравнение (3.6)] путём разложения их в ряд

по Δ𝑡′𝜈:

𝛼𝜈(𝑡) ≈ 𝑖Δ𝑡′𝜈ℱ2, (3.15)

𝑆(𝑡, 𝑡′𝜈) ≈ 𝑆(𝑡, 𝑡′𝜈) +
𝑖

3

κ(𝑡, 𝑡′𝜈)3

ℱ . (3.16)

Принимая во внимание уравнение (3.9)-(3.16), мы получаем 𝐷(𝑡) из (3.2)

в виде:

𝐷(𝑡) = −
√
𝑖
𝐶2

𝜅𝜅

𝜋

∑︁
𝜈

𝑒−
κ3(𝑡,𝑡′𝜈 )

3ℱ 𝑒𝑖𝑆(𝑡,𝑡
′
𝜈)𝐾(𝑡, 𝑡′𝜈)√︁

κ(𝑡, 𝑡′𝜈)ℱ(𝑡− 𝑡′𝜈)3/2
𝑔(Ω). (3.17)
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Дипольный момент (3.17) содержит две быстро меняющиеся экспонен

ты: одна из них «туннельная экспонента» определяет вероятность туннели

рования в адиабатическом приближении, вторая экспонента определяется

классическим (вещественным) действием электрона в лазерном поле, кото

рое он набирает при движении по замкнутой классической траектории, начи

нающейся в момент времени 𝑡′𝜈 и заканчивающейся в момент 𝑡. Если 2𝐼𝑝 &

max[𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)2], то скорость изменения туннельной экспоненты порядка 𝜅𝐹/𝜔,

в то время как вторая экспонента изменяется гораздо быстрее, и её скорость

порядка 𝐹 2/𝜔2 (здесь 𝐹 задаёт порядок напряжённости лазерного поля).

Таким образом, очевидно, что в туннельном режиме (𝜔𝜅/𝐹 ≪ 1), фактор

𝑒𝑖𝑆(𝑡,𝑡
′
𝜈) меняется гораздо быстрее туннельного. Поэтому, при оценке Фурье

компоненты 𝐷(𝑡) можно рассматривать туннельную экспоненту как медлен

но меняющуюся функцию. В результате, положение стационарной фазы ин

теграла (1.25a), где 𝐷(𝑡) задаётся уравнением (3.17), может быть найдено из

уравнения:
𝐾(𝑡, 𝑡′𝜈)2

2
−
(︂
𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)2

2
+ 𝐼𝑝

)︂
𝑑𝑡′𝜈
𝑑𝑡

= 𝐸, (3.18)

где 𝐸 = Ω− 𝐼𝑝. Дифференцируя (3.7) по 𝑡, получаем
𝑑𝑡′𝜈
𝑑𝑡

в виде:

𝑑𝑡′𝜈
𝑑𝑡

=
1

(𝑡− 𝑡′𝜈)ℱ2

{︂
2
𝐾(𝑡, 𝑡′𝜈) ·𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)

𝑡− 𝑡′𝜈
−𝐹 (𝑡′𝜈) · [𝐾(𝑡, 𝑡′𝜈)−𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)]

}︀
, (3.19)

Таким образом, уравнение для точек стационарной фазы принимает вид:

𝐾(𝑡, 𝑡′𝜈)2

2
= 𝐸 +Δ𝐸𝜈(𝑡), (3.20)

где

Δ𝐸𝜈(𝑡) = −𝐾 ′(𝑡, 𝑡′𝜈)2 + 𝜅2

2(𝑡− 𝑡′𝜈)

𝑑𝑡′𝜈
𝑑𝑡
, (3.21)
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и Δ𝐸𝜈(𝑡) имеет значение квантовой поправки к энергии электрона, набранной

в лазерном поле(см., например, [24]).

В рамках адиабатического приближения с использованием метода ста

ционарной фазы дипольный момент можно представить в виде когерентной

суммы парциальных дипольных моментов, 𝑑𝑗, наведённых на различных по

лупериодах лазерного импульса:

𝐷(Ω) =
∑︁
𝑗

𝑑𝑗. (3.22)

Здесь для удобства вводится один индекс для нумерации совместных реше

ний уравнений (3.8a) и (3.20). Индекс 𝑗 нумерует действительные замкнутые

траектории, вдоль которых происходит движение электрона, начинающееся

с момента 𝑡′𝑗 и заканчивающееся в момент 𝑡𝑗. Эти времена ионизации и ре

комбинации удовлетворяют системе нелинейных уравнений:

𝐾 ′
𝑗 · �̇� ′

𝑗 = 0, (3.23a)
𝐾2

𝑗

2
= Ω− 𝐼𝑝 −Δℰ𝑗, (3.23b)

Δℰ𝑗 = −𝐾 ′2
𝑗 + 𝜅2

2(𝑡𝑗 − 𝑡′𝑗)

⎡⎢⎢⎢⎣
2
𝐾𝑗 ·𝐾 ′

𝑗

𝑡− 𝑡′𝑗
− 𝐹 ′

𝑗 · (𝐾𝑗 −𝐾 ′
𝑗)

𝐹 ′
𝑗
2 −𝐾 ′

𝑗 · �̇� ′
𝑗

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
где были введены следующие обозначения:

𝐾 ′
𝑗 = 𝐾 ′(𝑡′𝑗, 𝑡𝑗), �̇� ′

𝑗 = 𝜕𝐾 ′(𝑡𝑗, 𝑡
′
𝑗)/𝜕𝑡

′
𝑗,

𝐹 ′
𝑗 = 𝐹 (𝑡′𝑗), �̇� ′

𝑗 = 𝜕𝐹 (𝑡′𝑗)/𝜕𝑡
′
𝑗,

𝐾𝑗 = 𝐾(𝑡𝑗, 𝑡
′
𝑗).

Первое уравнение (3.23a) с физической точки зрения является условием мини

мума кинетической энергии электрона в момент начала движения 𝑡′𝑗. Второе

уравнение (3.23b) показывает, что в момент возврата электрона к атомному
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остову его набранная в поле энергия равна 𝐸−Δℰ𝑗, где 𝐸 = Ω−𝐼𝑝. Величина

Δℰ𝑗 имеет смысл квантовой поправки к классической набранной энергии [24].

Парциальные дипольные моменты из (3.22) можно представить в виде

произведения трёх факторов, соответствующих трём этапам формирования

гармоники в квазиклассической модели ГВГ [20]:

𝑑𝑗 = 𝑎
(tun)
𝑗 𝑎

(prop)
𝑗 𝑓rec(𝐸). (3.24)

Первый фактор 𝑎
(tun)
𝑗 —туннельный и соответствует процессу выхода

электрона в континуум. Он определяется амплитудой фотоотрыва в адиа

батическом пределе [39,148] [см. выражение (2.12)]:

𝑎
(tun)
𝑗 =

𝐶𝜅

𝜋

√︂
𝜅

2

𝑒
− κ3

𝑗
3ℱ𝑗√︀

κ𝑗ℱ𝑗

𝑒𝑖𝒮(𝑝𝑗 ,𝑡
′
𝑗), (3.25)

где

ℱ𝑗 =
√︁
𝐹 ′2

𝑗 −𝐾 ′
𝑗 · �̇� ′

𝑗 , κ𝑗 =
√︁

2𝐼𝑝 +𝐾 ′
𝑗
2,

𝒮(𝑝, 𝑡) =
𝑡∫︁

−∞

{︂
1

2
[𝑝+𝐴(𝑡′)]2 + 𝐼𝑝

}︂
𝑑𝑡′,

𝑝𝑗 = − 1

𝑡𝑗 − 𝑡′𝑗

𝑡𝑗∫︁
𝑡′𝑗

𝐴(𝜉)𝑑𝜉.

Следующий фактор 𝑎
(prop)
𝑗 описывает распространение электрона в мо

дифицированном полем континууме с момента выхода электрона в непрерыв

ный спектр, 𝑡′𝑗, до момента рекомбинации, 𝑡𝑗, и определяется выражением:

𝑎
(prop)
𝑗 = 𝑖

𝑒−𝑖𝒮(𝑝𝑗 ,𝑡𝑗)+𝑖Ω𝑡𝑗 �̂�𝑗

(𝑡𝑗 − 𝑡′𝑗)3/2
√︁
𝐾𝑗 · �̇�𝑗

, (3.26)

где �̂�𝑗 = 𝐾𝑗/
√
2𝐸.

Последний множитель в выражении для парциального дипольного мо

мента 𝑑𝑗, 𝑓rec(𝐸), в точности равен амплитуде фоторекомбинации (в рамках
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модели МЭР) из состояния континуума с импульсом 𝑘 (𝑘 =
√
2𝐸), направ

ленным вдоль вектора поляризации излучаемого линейного-поляризованного

фотона, в основное состояние с 𝑙 = 0:

𝑓rec(𝐸) = 𝑖𝐶𝜅
4𝑘

√
𝜋𝜅

(𝑘2 + 𝜅2)2

×
[︂
1− 𝑖

4̃︀𝑘3
(︁
1− 2𝑖̃︀𝑘)︁(︁1 + 𝑖̃︀𝑘)︁2 (︁𝑒2𝑖𝛿1(𝑘) − 1

)︁]︂
, (3.27)

где ̃︀𝑘 = 𝑘/𝜅.

Предложенный аналитический подход не учитывает опустошения основ

ного состояния, вызванного туннельным распадом системы в лазерном поле.

Для учёта эффектов распада основного состояния введём фактор 𝒫𝑗 для каж

дого парциального дипольного момента 𝑑𝑗 [125]:

𝒫𝑗 = exp

⎡⎢⎣−1

2

𝑡′𝑗∫︁
−∞

Γ(𝐹 (𝑡))𝑑𝑡− 1

2

𝑡𝑗∫︁
−∞

Γ(𝐹 (𝑡))𝑑𝑡

⎤⎥⎦ , (3.28)

где Γ(𝐹 )—вероятность туннельного распада в электрическом поле с напря

жённостью |𝐹 (𝑡)|. С учётом этого фактора дипольный момент примет вид:

𝐷(Ω) =
∑︁
𝑗

𝒫𝑗𝑑𝑗. (3.29)

Спектральная плотность излучения связана с Фурье-образом дипольно

го момента 𝐷(Ω) соотношением [124] :

𝜌(Ω) =
Ω4

4𝑐3
|𝐷(Ω)|2 , (3.30)

где 𝑐 ≈ 137—скорость света.

Подставим явный вид дипольного момента (3.29) в выражение (3.30) и,

принимая во внимание вид выражения для сечения фоторекомбинации

𝜎rec(𝐸) =
Ω3

2𝜋𝑘𝑐3
|𝑓rec(𝐸)|2, (3.31)
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в конечном счёте получим:

𝜌(Ω) = 𝑊 (𝐸)𝜎rec(𝐸), Ω = 𝐸 + 𝐼𝑝 (3.32)

где лазерный фактор 𝑊 (𝐸) имеет вид:

𝑊 (𝐸) =
𝜋

2
Ω𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁

𝑗

𝒫𝑗𝑎
(tun)
𝑗 𝑎

(prop)
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

. (3.33)

2. Связь адиабатического приближения с

существующими аналитическими подходами

2.1. Метод квантовых орбит

Одним из наиболее рспространённых методов анализа амплитуды ГВГ

является метод квантовых орбит. Рассмотрим основные положения этого ме

тода. Амплитуда ГВГ может быть представлена в виде интегралов от быстро

осциллирующих функций:

𝒜 =

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡

𝑡∫︁
−∞

𝑑𝑡′𝑓(𝑡, 𝑡′)𝑒𝑖𝒮(𝑡,𝑡
′), (3.34)

𝒮(𝑡, 𝑡′) = 𝑆(𝑡, 𝑡′) + Ω𝑡, (3.35)

где 𝑓(𝑡, 𝑡′) – некоторая гладкая функция, 𝑆(𝑡; 𝑡′) — классическое действие ча

стицы в лазерном поле [см. (1.25c)]. Интеграл (3.34) можно с хорошей точно

стью оценить с помощью метода перевала, если несущая частота лазерного

импульса много меньше потенциала ионизации [1, 2, 24, 159], что позволит

представить амплитуду ГВГ в виде суммы парциальных амплитуд 𝒜𝑗:

𝒜 =
∑︁
𝑗

𝒜𝑗, (3.36)
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где индекс 𝑗 означает номер замкнутой траектории (квантовой орбиты), опре

деляемой временами ионизации (𝑡′𝑗) и рекомбинации (𝑡𝑗) [24,159]. Времена 𝑡′𝑗
и 𝑡𝑗 – это точки перевала подынтегральной функции (3.34), определяемые из

условия равенства нулю первых производных по 𝑡 и 𝑡′ от фазовой функции

подынтегрального выражения (3.34):

𝐾 ′2(𝑡, 𝑡′)/2 = −𝐼𝑝, (3.37a)

𝐾2(𝑡, 𝑡′)/2 = 𝐸, (3.37b)

где 𝐸 = Ω − 𝐼𝑝, а векторы 𝐾 ′ и 𝐾 определяются соотношениями (1.25d)

и (1.28).

С физической точки зрения система уравнений (3.37) определяет квази

классические условия перехода электрона в континуум из связанного состоя

ния [см. уравнение (3.37a)] и соответственно его рекомбинации с одновремен

ным испусканием фотона с энергией Ω [см. уравнение (3.37b)]. Из анализа

системы уравнений (3.37) видно, что она может иметь только комплексные

решения 𝑡𝑗 и 𝑡′𝑗. Следовательно, соответствующая паре времён {𝑡′𝑗, 𝑡𝑗} замкну

тая траектория также комплексна. Представим время ионизации в виде сум

мы действительной и мнимой частей 𝑡′ = 𝑡′ + 𝑖Δ𝑡′ и разложим уравнение

(3.37a) по Δ𝑡′ до третьего порядка:

𝐾 ′2 + 𝜅2 + 𝑖Δ𝑡′�̇� ′2 − Δ𝑡′2

2
𝐾 ′2 − 𝑖

Δ𝑡′3

6

...
𝐾 ′2 = 0, (3.38)

где

𝜅2 = −2𝐼𝑝, 𝐾 ′ ≡ 𝐾 ′(𝑡, 𝑡′), �̇� ′2 ≡ 𝜕𝐾 ′2

𝜕𝑡′
,

𝐾 ′2 ≡ 𝜕2𝐾 ′2

𝜕2𝑡′
,

...
𝐾 ′2 ≡ 𝜕3𝐾 ′2

𝜕3𝑡′
.

Заметим, что время подбарьерного движения электрона в низкочастотном

поле, определяемое мнимой частью 𝑡′, может быть значительно меньше, чем
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характерный период лазерного импульса 𝑇 = 2𝜋/𝜔, где 𝜔 – несущая ча

стота [94, 148, 150, 160]. Оценим порядок 𝑛-ой производной в (3.38). Видно,

что каждый последующий член разложения в (3.38) имеет малость по срав

нению с предыдущем ∝ Δ𝑡′/𝑇 , следовательно, порядок малости разложения

уравнения (3.38) определяется отношением ∝ Δ𝑡′/𝑇 . Уравнение (3.38) можно

представить в виде системы двух уравнений, приравняв к нулю его действи

тельную и мнимую части:

𝐾 ′2 + 𝜅2 − Δ𝑡′2

2
𝐾 ′2 = 0, (3.39a)

�̇� ′2 − Δ𝑡′2

6

...
𝐾 ′2 = 0. (3.39b)

Из первого уравнения (3.39a) выразим Δ𝑡′:

Δ𝑡′ =

√︃
2(𝜅2 +𝐾 ′2)

𝐾 ′2
, (3.40)

и подставляя его в (3.39b) получим:

�̇� ′2 − 1

6

...
𝐾 ′2

√︃
2(𝜅2 +𝐾 ′2)

𝐾 ′2
= 0. (3.41)

Решением уравнения (3.41) является начальное время движения по замкну

той траектории, которое также позволяет найти время подбарьерного движе

ния электрона с помощью соотношения (3.40).

Исследуем качественно уравнение (3.41). Второе слагаемое в (3.41) опре

деляется временем подбарьерного движения и имеет квантовую природу, по

этому будем называть это слагаемое квантовой поправкой. Тогда это слагае

мое в нулевом приближении можно опустить как поправку к первому члену,

и уравнение (3.41) примет вид:

�̇� ′2 = 0. (3.42)

Это уравнение является условием на экстремум энергии электрона в началь

ный момент 𝑡′ движения по замкнутой орбите. Фактически мы можем конкре
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тизировать, что это условие минимума энергии,так как в точке минимума вто

рая производная положительна, 𝐾 ′2 > 0, что обеспечивает положительное

значение подкоренного выражения в (3.40). Из этого следует, что электрон

начинает свое движение по замкнутой траектории в тот момент времени, ко

гда энергия электрона в лазерном поле минимальна. Заметим, что в случае

линейной поляризации условие (3.42) эквивалентно 𝐾 ′ = 0.

Результат интегрирования методом перевала выражается через вторую

производную фазовой функции в точке перевала, поэтому нам необходимо

найти вторую производную от классического действия по времени 𝑡′:

𝛼(𝑡) =
𝜕2𝑆(𝑡, 𝑡′)

𝜕𝑡′2
=

1

2

𝜕𝐾 ′2(𝑡, 𝑡′)

𝜕𝑡′
≈ 𝑖

2
Δ𝑡′𝐾 ′2, (3.43)

а также выделить действительные и мнимые части в фазовой функции. Рас

кладывая действие (3.35) в ряд по Δ𝑡′ до третьего слагаемого получим:

𝑆(𝑡, 𝑡′) ≈ 𝑆(𝑡, 𝑡′) + 𝑖
Δ𝑡′

2
(𝐾 ′2 + 𝜅2)− (Δ𝑡′)2

4
�̇� ′2 − 𝑖

(Δ𝑡′)3

12
𝐾 ′2

= 𝑆(𝑡, 𝑡′) +
𝑖

3

√︃
2(𝜅2 +𝐾 ′2)

𝐾 ′2
(𝜅2 +𝐾 ′2). (3.44)

Отметим, что при выводе (3.44) следует учитывать соотношение (3.42), а

не (3.41), так как учёт последнего приводит к превышению точности при

ближённых вычислений. В результате вычисления интеграла (3.34) методом

перевала по 𝑡′ для 𝒜 получим:

𝒜 =
√
2𝜋
∑︁ ∞∫︁

−∞

𝑔(𝑡)𝑒𝑖𝑆(𝑡,𝑡
′)+𝑖Ω𝑡𝑑𝑡, (3.45)

где

𝑔(𝑡) =
𝑓(𝑡, 𝑡′)𝑒

−κ3(𝑡,𝑡′)
3ℱ(𝑡,𝑡′)√︁

κ(𝑡, 𝑡′)ℱ(𝑡, 𝑡′)
,

κ(𝑡, 𝑡′) =
√︀
𝜅2 +𝐾 ′2, ℱ(𝑡, 𝑡′) =

√︃
𝐾 ′2

2
.
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Сумма в (3.45) подразумевает суммирование по всем решениям уравнения (3.41)

(для упрощения записи мы не вводим индекс, нумерующий эти решения).

Полагая, что предэкспоненциальная функция 𝑔(𝑡) является медленно меняю

щейся функцией, оценим интеграл (3.45) методом стационарной фазы. Точки

стационарной фазы находятся из решения уравнения:

𝐾2(𝑡)

2
−
(︃
𝐾 ′2(𝑡)

2
+ 𝐼𝑝

)︃
𝑑𝑡′

𝑑𝑡
= 𝐸, 𝐸 = Ω− 𝐼𝑝, (3.46)

где 𝐾(𝑡) ≡ 𝐾(𝑡, 𝑡′). Для нахождения производной 𝑑𝑡′/𝑑𝑡 продифференцируем

уравнение (3.42) по 𝑡 и получим:

𝑑𝑡′

𝑑𝑡
= −

[𝐾 ′2]𝑡,𝑡′

𝐾 ′2
, [𝐾 ′2]𝑡,𝑡′ ≡

𝜕2𝐾 ′2

𝜕𝑡𝜕𝑡′
. (3.47)

В результате вычисления интеграла (3.34) по 𝑡, амплитуду 𝒜 можно

представить в виде суммы парциальных амплитуд, ассоциированных с клас

сическими замкнутыми траекториями [161]:

𝒜 =
∑︁
𝑗

𝑎𝑗𝑒
𝑖𝑆𝑗+𝑖Ω𝑡𝑗 , (3.48)

где

𝑎𝑗 =
2𝜋√
𝑖

𝑓(𝑡𝑗, 𝑡′𝑗)√︀
κ𝑗ℱ𝑗𝛿𝑗

𝑒
− κ3

𝑗
3ℱ𝑗 , (3.49a)

κ𝑗 = κ(𝑡𝑗, 𝑡′𝑗), ℱ𝑗 = ℱ(𝑡𝑗, 𝑡′𝑗), (3.49b)

𝛿𝑗 = 𝐾(𝑡𝑗, 𝑡′𝑗) ·
𝜕𝐾(𝑡𝑗, 𝑡′𝑗)

𝜕𝑡𝑗
, (3.49c)

а пара действительных времен {𝑡𝑗, 𝑡′𝑗} является 𝑗-ым решением системы урав

нений:

�̇� ′2 − 1

6

...
𝐾 ′2

√︃
2(𝜅2 +𝐾 ′2)

𝐾 ′2
= 0, (3.50a)

𝐾2 +
(︁
𝐾 ′2 + 𝜅2

)︁ [𝐾 ′2]𝑡,𝑡′

𝐾 ′2
= 2𝐸. (3.50b)
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Таким образом, существенное отличие представления амплитуды генерации

гармоник в (3.48) от (3.36) в том, что в (3.36) суммирование выполняется

по квантовым (комплексным) траекториям, а в (3.48)—по классическим (дей

ствительным) траекториям.

Численные расчёты для амплитуды ГВГ проведём для линейно поляри

зованного и бициркулярно поляризованного поля. В случае линейного поля

векторный потенциал имеет вид:

𝐴(𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡
𝑅(𝑡), 𝑅(𝑡) =

𝐹

𝜔2
𝑒−2 ln 2 𝑡2

𝒯 2 cos𝜔𝑡, (3.51)

где 𝐹 = 𝑒𝑥𝐹 – напряженность поля, 𝜔 – несущая частота, 𝒯 = 2𝜋𝑁/𝜔 –

эффективная длительность импульса. В случае бициркулярного поля, век

торный потенциал задаётся в виде:

𝐴(𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡
𝑅(𝑡), 𝑅(𝑡) = 𝑅1(𝑡) +𝑅2(𝑡− 𝒯 ),

𝑅𝑖(𝑡) =
𝐹

𝜔2
𝑖

𝑒
−2 ln 2 𝑡2

𝒯 2
𝑖 (𝑒𝑥 cos𝜔𝑖𝑡+ 𝑒𝑦𝜂𝑖 sin𝜔𝑖𝑡) , (3.52)

где 𝜔1 = 𝜔, 𝜔2 = 2𝜔, 𝒯𝑖 = 2𝜋𝑁/𝜔𝑖, 𝜂1 = 1, 𝜂2 = −1. Численные расчеты

были выполнены для несущей частоты 𝜔 = 0.775 эВ, интенсивности 𝐼 =

𝑐𝐹 2/(8𝜋) = 1014 Вт/см2, 𝑁 = 3, 𝐼𝑝 = 13.65 эВ. Характерные значения пон

деромоторной энергии для линейно поляризованного поля 𝑢(l)𝑝 = 𝐹 2/(4𝜔2) =

23.9 эВ, и для случая бициркулярного поля 𝑢
(bc)
𝑝 = 𝐹 2/(2𝜔2

1) + 𝐹 2/(2𝜔2
2) =

5𝐹 2/(8𝜔2) = 59.76 эВ. На рис. 3.1 представлены результаты расчета для ли

нейно поляризованного поля, и на рис. 3.2 для бициркулярного поля.

Из представленных расчётов видно (см. панель (а) на рис. 3.1 и 3.2), что

для случая линейно поляризованного поля электрон высвобождается из ато

ма каждые полпериода [20, 24], а для бициркулярного поля—каждую треть

периода [59, 141]. Эта закономерность объясняется тем, что наибольшая ве

роятность для процесса ионизации приходится на временной интервал, для
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Рис. 3.1. Зависимости Re(𝑡′/𝑇 ), Im(𝑡′/𝑇 ), Re(𝑡/𝑇 ) и 𝑒−Im𝒮(𝑡,𝑡′) приведенной энергии 𝜀 =

𝐸/𝑢
(l)
𝑝 (панели (а), (б), (в), (г) соответсвенно) для линейно поляризованного лазерного

поля. Решения систем (3.37) («перевальные решения»), (3.50) («туннельные решения»),

(3.53) («классические решения») представлены на панелях. Линии на панелях (а), (б),

(в) имеют градиентную окраску в соответствии со значениями 𝑒−Im𝒮(𝑡,𝑡′) (см. определе

ние 𝒮(𝑡, 𝑡′) в (3.35).) В масштабе рисунка на панелях (а) и (в) решения соответствующие

системам (3.37), (3.50) и (3.53) не различимы. На панелях (б) и (г) представлены чис

ленные результаты для двух решений, определяющих наибольший вклад в амплитуду 𝒜.

𝜀 = 𝐸/𝑢
(l)
𝑝 .
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Рис. 3.2. Тоже, что и на рис. (3.1), но для бициркулярного поля. Приведённая энергия

определена как 𝜀 = 𝐸/𝑢
(bc)
𝑝 .
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которого пиковая напряжённость соизмерима с максимальной напряжённо

стью поля лазерного импульса (в нашем случае этот интервал определяется

−𝑇 < 𝑡 < 𝑇 ), соответственно для бициркулярного поля расстояние между

максимумами напряжённости составляет треть периода.

Также из графиков видны различия, касаемые возврата электрона к

атомному остову: в линейно поляризованном поле возврат с определённой

энергией 𝐸 возможен как вдоль длинной (траектория с наибольшим време

нем движения по траектории) так и вдоль короткой (траектория с наимень

шим временем движения по траектории) траекторий [24] (см. рис. 3.1 (в)), в

бициркулярном поле, ввиду малой вероятности перехода атомного электро

на в континуум, возврат наиболее вероятен только вдоль короткой траекто

рии [59] (см. рис. 3.2 (в)). Таким образом, поведение электрона в процессах

перерассеяния существенно различается в линейном и бициркулярном поле.

Обратимся к панелям (б) и (г) рисунков 3.1 и 3.2 для сравнения ре

зультатов, полученных с помощью решения системы (3.37)(«перевальные ре

шения»), с решениями системы (3.50) («туннельные решения»), а также с

«классическими решениями», которые представляют собой решения систе

мы (3.50), в которой пренебрегается квантовыми поправками, т.е. решения,

удовлетворяющие уравнениям:

�̇� ′2 = 0, (3.53a)

𝐾2 = 2𝐸. (3.53b)

На панелях (б) и (г) рисунков 3.1 и 3.2 представлены зависимости мнимой

части 𝑡′ и 𝑒−Im𝒮 от приведенной энергии 𝜀 = 𝐸/𝑢𝑝. Из этих рисунках видно,

что отклонение «классических» и «туннельных» решений от «перевального»

решения не превышает 10%. Можно заметить, что зависимость 𝑒−Im𝒮 от 𝜀 для

«перевальных» решений сводятся к «туннельным» и «классическим» реше

ниям простым масштабированием, которое объясняется вкладом более высо
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ких поправок по Δ𝑡′ к мнимой части классического действия 𝒮. Например, с

высокой точностью можно считать, что 𝑒−Im𝒮(для перевальных решений) ≈
1.2𝑒−Im𝒮(для туннельных решений). Точность приближённых решений суще

ственно падает в области энергий, в которой вторая производная 𝒮(𝑡, 𝑡′) по 𝑡

близка к нулю, то есть, исходя из определения 𝒮(𝑡, 𝑡′) [см. (3.35)], в области

экстремума (максимума) энергии частицы в момент возврата (перерассеяния)

𝐾2 [см., например, максимумы на рис. 3.1(в)] :

𝜕2𝒮
𝜕𝑡2

= −𝜕𝐾
2

𝜕𝑡
, (3.54)

Поэтому в этой области энергий решение системы уравнений (3.37) существен

но меняется: например, мнимая часть времени 𝑡′ испытывает резкий загиб

[см. панели (б) на рис. (3.1) и (3.2)], при этом наблюдается слияние (каусти

ка) «короткой» и «длиной» траекторий [162]. В указанной области энергий

решения системы (3.37) {𝑡′𝑗, 𝑡𝑗} находятся в окрестности линии Стокса [163],

поэтому асимптотическое поведение парциальной амплитуды 𝒜𝑗 на 𝑗-ой вет

ке решения при небольшом изменении 𝐸 сменяется с осцилляционной (или

более плавной) зависимости на резкое экспоненциально-подобное затухание.

Для малых энергий 𝐸, т.е. Ω ∼ 𝐼𝑝, точность решений системы (3.53) зна

чительно ухудшается. Действительно, в этом случае классический механизм

обмена энергии электрона в континууме перестаёт быть доминирующим по

сравнению с квантовым, поэтому квантовые поправки в этой области энергий

оказываются существенными.

2.2. Разложение амплитуды ГВГ в области каустик

Анализ реальных классических траекторий показывает, что вблизи неко

торых энергий 𝐸 ≈ 𝐸
(𝑘)
max две классические траектории сливаются в одну [162,

164, 165]. Появление каустики обусловлено тем, что вблизи энергий 𝐸 =



69

𝐸
(𝑘)
max производные высшего порядка действия 𝑆(𝑡, 𝑡′) по 𝑡 стремятся к ну

лю [162, 164, 165]. В простейшем случае условием для возникновения каусти

ки является равенство нулю второй производной от классического действия

𝑆(𝑡, 𝑡′), что соответствует экстремуму энергии, набранной электроном в лазер

ном поле. Для линейно поляризованного поля электрон вылетает в континуум

с нулевой начальной энергией, и экстремум набранной энергии соответствует

равенству нулю первой производной по времени 𝑡 от вектора 𝐾(𝑡, 𝑡′):

𝐾 ′(𝑡, 𝑡′) = 0, (3.55a)
𝜕𝐾(𝑡, 𝑡′)

𝜕𝑡
= 0. (3.55b)

Рассматривая решения уравнений (3.23) вблизи корней уравнений (3.55) (ко

торые не зависят от энергии 𝐸), можно показать, что выражение для ампли

туды ГВГ, полученное в рамках метода квантовых орбит, совпадает асимпто

тически (в области энергий, не включающих в себя каустик) с результатами

метода эффективного радиуса.

Представим векторный потенциал лазерного поля в виде 𝐴(𝑡) = 𝑒𝐴(𝑡),

где 𝑒 — действительный вектор поляризации. Подставляя векторный потенци

ал в систему уравнений (3.55), перепишем её в «скалярном» виде [см. ур. (56)

и (57) в [124]]:

𝐴(𝑡′)−
∫︀ 𝑡

𝑡′ 𝐴(𝜉)𝑑𝜉

𝑡− 𝑡′
= 0, (3.56a)

𝐹 (𝑡) +
𝐴(𝑡)− 𝐴(𝑡′)

𝑡− 𝑡′
= 0. (3.56b)

где 𝐹 (𝑡) = −𝜕𝐴(𝑡)/𝜕𝑡. Раскладывая левые части уравнений системы (3.23)

вблизи решений системы (3.56a), 𝑡(cl)𝑗 и 𝑡′𝑗
(cl), мы получим 𝑡′𝑗 и 𝑡𝑗 в виде:

𝑡′𝑗
(±)

= 𝑡′𝑗
(cl) ± 𝐹 (𝑡𝑗

(cl))

𝐹 (𝑡′𝑗
(cl))

√︃
𝐸

(𝑗)
max − 𝐸

𝜁𝑗
, (3.57a)

𝑡
(±)
𝑗 = 𝑡𝑗

(cl) ±
√︃
𝐸

(𝑗)
max − 𝐸

𝜁𝑗
, (3.57b)
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где индексы ± введены для разделения двух ветвей квадратного корня. В

уравнении (3.57) использованы следующие обозначения:

𝐸(𝑗)
max =

1

2

[︁
𝐴(𝑡𝑗

(cl))− 𝐴(𝑡′𝑗
(cl)

)
]︁2

− 𝐹 (𝑡𝑗
(cl))

𝐹 (𝑡′𝑗
(cl))

𝐼𝑝,

𝜁𝑗 = −
𝐹 2(𝑡′𝑗

(cl))

2

[︃
1− 𝐹 (𝑡𝑗

(cl))

𝐹 (𝑡′𝑗
(cl))

+
�̇� (𝑡𝑗

(cl))

𝐹 (𝑡𝑗(cl))
Δ𝑡

(cl)
𝑗

]︃
,

Δ𝑡
(cl)
𝑗 = 𝑡𝑗

(cl) − 𝑡′𝑗
(cl)
.

Продолжая дальнейшее разложение 𝒮 и 𝐾𝑗 · �̇�𝑗 вблизи времён 𝑡′𝑗
(cl) и 𝑡𝑗(cl):

𝒮(𝑝𝑗, 𝑡
′
𝑗)− 𝒮(𝑝𝑗, 𝑡𝑗) + Ω𝑡𝑗

≈ 𝑆(𝑡𝑗
(cl), 𝑡′𝑗

(cl)
) + Ω𝑡𝑗

(cl) ± 2

3

(𝐸
(𝑗)
max − 𝐸)3/2√︀

𝜁𝑗
,

𝐾𝑗 · �̇�𝑗 ≈ ∓2

√︁
𝜁𝑗(𝐸

(𝑗)
max − 𝐸),

и подставляя эти разложения в уравненния (3.25), (3.26), (2.30), и (3.29),

получим 𝑑𝑗 в виде:

𝑑𝑗 ≈ −𝜃(𝐸(𝑗)
max − 𝐸)

√
𝑖
𝐶𝜅

𝜋

(︃
2𝜅3

𝐹 (𝑡′𝑗
(cl))

)︃𝑍/𝜅

×
exp

[︂
− 𝜅3

3𝐹 (𝑡′𝑗
(cl))

]︂
√︁
𝐹 (𝑡′𝑗

(cl))

exp
[︁
𝑖𝑆(𝑡𝑗

(cl), 𝑡′𝑗
(cl)) + 𝑖Ω𝑡𝑗

(cl)
]︁

[Δ𝑡
(cl)
𝑗 ]3/2[𝜁𝑗(𝐸

(𝑗)
max − 𝐸)]1/4

× sin

[︃
2

3

(𝐸
(𝑗)
max − 𝐸)3/2√

𝜁𝑗
+
𝜋

4

]︃
𝑓rec(𝐸)𝑒. (3.58)

Результат (3.58) также может быть получен путём разложения функции Эй

ри в амплитуде ГВГ из [124] (см. также [166] ) в асимптотический ряд для

отрицательного аргумента. Также стоит отметить что, хотя представленные

вычисления справедливы для 𝐸(𝑗)
max > 𝐸, результат (3.58) может быть анали

тически продолжен в область энергий 𝐸(𝑗)
max < 𝐸: в (3.58) sin[· · · ] необходимо

заменить на экспоненту exp[−2
3
(𝐸−𝐸

(𝑗)
max)3/2√
𝜁𝑗

]/2.
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3. Кулоновская поправка для ГВГ в адиабатическом

приближении

Кулоновская поправка для ГВГ требует дополнительного анализа, необ

ходимость которого обусловлена существенным вкладом в ГВГ замкнутых

траекторий, учёт которых требует модификации в вычислении кулоновской

поправки. Такая модификация состоит в изменении контура интегрирования

и дополнительной регуляризации фазового интеграла (2.27) в точке возвра

та [40]. Однако, можно показать, что для низкочастотного лазерного поля

и высокоэнергетического электрона, движущегося по замкнутой траектории,

часть траектории, соответствующая возврату электрона, даёт незначитель

ный вклад в мнимую часть фазового интеграла (2.27). Действительно, в этом

случае контур интегрирования для фазового интеграла соединяет точки 𝑡′ и

𝑡 в комплексной плоскости (см. рис. 1 в [40]). Ввиду аналитичности подын

тегрального выражения в (2.27), контур интегрирования можно деформиро

вать так, чтобы он состоял из двух частей: первая часть (соответствующая

ионизации) начинается в седловой точке 𝑡′ и уходит в бесконечность, а вто

рая часть (соответствующая рекомбинации) начинается из бесконечности и

заканчивается в точке 𝑡. Как было отмечено во второй главе диссертации, в

адиабатическом пределе основной вклад в фазовый интеграл, определяемый

поведением 𝑟2(𝑡), набирается в окрестности седловых точек. Для седловой

точки 𝑡′, 𝑟2(𝑡) ≈ −𝜅2(𝑡− 𝑡′)2, поэтому интеграл вдоль первой части контура

определяется мнимым параметром 𝑍/(𝑖𝜅) [см. (2.29)]. Для седловой точки 𝑡,

𝑟2(𝑡) ≈ �̇�2(𝑡𝑓)(𝑡−𝑡𝑓)2 (𝑡𝑓 ≡ 𝑡, где под 𝑡 подразумевается седловая точка), и фа

зовый интеграл задаётся параметром Зоммерфельда 𝑍/
√︀

�̇�2(𝑡𝑓) [см. (2.27)].

Отметим, что так как 𝑡𝑓 имеет незначительную мнимую часть, �̇�2(𝑡𝑓) мож

но считать вещественным и порядка 𝐹 2/𝜔2, поэтому параметр Зоммерфель
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да является вещественным и меньше единицы и для высокоэнергетических

гармоник или электронов имеет порядок 𝑍/
√︀

�̇�2(𝑡𝑓) ∝ 𝑍𝜔/𝐹 < 1. Таким

образом, результат интегрирования вдоль второй части контура является в

основном вещественным и, следовательно, не должен давать существенный

вклад в фазовый интеграл. Очевидно, что действительная часть этого инте

грала будет значительно меньше характерного действия электрона в перемен

ном электрическом поле, поэтому его вклад незначительно меняет амплитуду

ГВГ. Этот качественный анализ подтверждается довольно хорошим согласи

ем аналитических результатов, в которых кулоновские эффекты учитывают

ся эвристически на этапах ионизации и рекомбинации (или перерассеяния), с

результатами численного интегрирования нестационарного уравнения Шре

дингера [124,127,144,167,168].

Седлове точки, соответствующие временам ионизации и рекомбинации,

определяются из системы уравнений (3.53). Седловая точка 𝑡′, определяющая

момент ионизации, имеет мнимую часть, Δ = Im 𝑡′ [см.соотношение (3.40)]:

Δ =

√
𝐾 ′2 + 𝜅2

ℱ , ℱ =

√︃
1

2

𝜕2𝐾 ′2

𝜕𝑡′
2 , (3.59)

С помощью уравнения (3.53a), можно показать, что ℱ имеет тот же вид, что

и для случая прямой ионизации [см. (2.9b)]:

ℱ =
√︀

𝐹 ′2 −𝐾 ′ · �̇� ′ , (3.60)

где 𝐹 ′ ≡ 𝐹 (𝑡′) и �̇� ′ = 𝜕𝐹 ′/𝜕𝑡′. С точностью до ∼ Δ3, траектория, удовлетво

ряющая начальному условию (2.20) имеет вид (2.22):

𝑟(𝑡) = 𝑉 ′(𝜏 − 𝑖Δ)− 𝐹 ′

2

(︀
𝜏 2 +Δ2

)︀
− �̇� ′

6
(𝜏 3 + 𝑖Δ3), (3.61)

где 𝜏 = 𝑡− 𝑡′ и

𝑉 ′ = 𝐾 ′ + 𝑖Δ
𝐾 ′

𝑡− 𝑡′
− Δ2

2

𝐾 ′

(𝑡− 𝑡′)2
≈ 𝐾 ′𝑒

𝑖 Δ

𝑡−𝑡′ . (3.62)
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В отличие от случая ионизации, 𝑉 ′ имеет небольшую мнимую часть [см. 𝑉𝜈 (2.6)],

что объясняется тем, что 𝑉 ′ не является наблюдаемой величиной. Поскольку

𝜔Δ ≪ 1 и 𝑡 − 𝑡′ ∼ 𝜔−1, в практических расчётах мнимой частью 𝑉 ′ можно

пренебречь. Таким образом, кулоновский фактор для парциальных амплитуд

ГВГ определяется уравнением (2.30) с учётом формальных замен: 𝐹𝜈 → 𝐹 ′,

𝑉𝜈 → 𝑉 ′, и ℱ𝜈 → ℱ :

𝑄 = 𝑄statℛ, (3.63)

где

𝑄stat =

(︂
2𝜅3

𝐹 ′

)︂𝑍/𝜅

, 𝐹 ′ =
√
𝐹 ′2, (3.64)

ℛ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ 2𝐹 ′

ℱ ′

[︃√︂
1 +

𝑉 ′2

𝜅2
+

2√
3

√︂
1− 𝐹 ′2

4ℱ ′2

]︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

𝑍/𝜅

. (3.65)

Согласно уравнению (3.53), для линейно поляризованного лазерного по

ля (или многоцветного поля, компоненты которого линейно поляризованы в

одном и том же направлении) в момент ионизации 𝐾 ′ = 0, и, следовательно,

кулоновский фактор совпадает со статическим [см. соотношение (2.31) с 𝐹𝜈 →
𝐹 ′]. Этот результат даёт теоретическое обоснование ad hoc обобщению иони

зационного фактора для электрона, полученного в рамках модели эффектив

ного радиуса, на случай нейтральных атомных систем [123,124,127,167].

В качестве примера построим зависимость𝑄stat и ℛ для бициркулярного

лазерного поля, векторный потенциал которого задаётся в виде (3.52). Рас

чет выполнен для интенсивности 𝐼 = 𝑐𝐹 2/(8𝜋) = 1014 Вт/см2 и длины волны

𝜆 = 1.6 мкм (~𝜔 = 0.775 эВ). На рисунке 3.3 представлены зависимости 𝑄(𝜈)
stat

и ℛ(𝜈) для четырёх наиболее значимых траекторий. Расчёты показывают,

что кулоновские факторы постепенно уменьшаются с увеличением энергии

гармоники. Такая зависимость связана с увеличением скорости 𝑉 ′ в момент



74

ионизации при увеличении энергии излучённой гармоники. Стоит отметить,

что для бициркулярного поля кулоновский фактор с хорошей точностью ап

проксимируется его статическим аналогом только в узком диапазоне энергий

гармоник.
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Рис. 3.3. Зависимость кулоновского фактора (a) 𝑄(𝜈)
stat и (b) ℛ(𝜈) для ГГВ в бициркуляр

ном лазерном поле от энергии гармоники (𝐸 = Ω − 𝐼𝑝). Результаты представлены для

четырёх наиболее значимых траекторий 𝜈. Градиент цвета каждой кривой показывает от

носительный вклад каждой траектории. Расчёты представлены для 𝐼𝑝 = 13.65 эВ и для

бициркулярного поля (3.52) с 𝜔 = 0.775 эВ, 𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝑁 = 3
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4. Выводы к третьей главе

В третьей главе в рамках адиабатического приближения получено вы

ражение для амплитуды ГВГ, представленной в виде суммы парциальных

амплитуд, каждая из которых ассоциирована с классическими замкнутыми

траекториями. В рамках адиабатического приближения парциальная ампли

туда ГВГ представлена в виде произведения трёх факторов, соответствую

щих трёхшаговой модели перерассеяния. Получены уравнения для вычисле

ния времён ионизации электрона и его возврата к атомному остову. Проведе

но сравнение численных результатов для времён ионизации и рекомбинации,

полученных в рамках адиабатического приближения, с «перевальными» и

«классическими» решениями. Получены кулоновские факторы для парциаль

ных амплитуд ГВГ в адиабатическом приближении и приведена зависимость

кулоновского фактора от энергии гармоник в бициркулярном лазерном поле.

Основные результаты главы опубликованы в работах [39,145,161].
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Глава 4

Генерация высших гармоник в бициркулярном

лазерном полем

В предыдущих главах были изложены общие принципы применения

адиабатического приближения для ГВГ и НПИ. Данная глава посвящена

применению вышеизложенной теории для случая ГВГ в бициркулярном по

ле, анализу спектров ГВГ и их особенностей, вызванных, временной задерж

кой между двумя лазерного импульсами. В этой главе также представлено

сравнение аналитических расчётов с результатами численного интегрирова

ния нестационарного уравнения Шрёдингера.

1. ГВГ в бициркулярном поле: случай

монохроматических компонент

Рассмотрим процесс ГВГ в бициркулярном поле, компоненты которого

поляризованы в противоположных направлениях и имеют напряжённости 𝐹1

и 𝐹2 и частоты 𝜔1 = 𝜔, 𝜔2 = 2𝜔. Отметим, что фазовый сдвиг между компо

нентами бициркулярного поля не влияет на ГВГ. Действительно, рассмотрим

задачу о генерации гармоник во вращающейся системе отсчёта [63, 113, 169].

Переход во вращающуюся систему координат осуществляется с помощью сле

дующих преобразований:

𝑥′ = 𝑥 cos(𝜔𝑡) + 𝑦 sin(𝜔𝑡), (4.1)

𝑦′ = −𝑥 sin(𝜔𝑡) + 𝑦 cos(𝜔𝑡), (4.2)
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где штрихованные координаты соответствуют вращательной системе коорди

нат. Для бициркулярно лазерного поля оператор взаимодействия электрона

с лазерным полем имеет вид:

𝑉 = 𝑒𝐹1[𝑥 cos(𝜔1𝑡) + 𝑦 sin(𝜔1𝑡)] + 𝑒𝐹2[𝑥 cos(𝜔2𝑡+ 𝜙) + 𝑦𝜂 sin(𝜔2𝑡+ 𝜙)], (4.3)

где 𝐹1 и 𝐹2—напряжённости первого и второго поля, 𝑒—заряд электрона. Да

лее будем полагать, что 𝜔1 = 𝜔, 𝜔2 = 2𝜔, 𝜂 = −1. Во вращающейся системе

координат оператор взаимодействия принимает вид:

𝑉 = 𝑒𝐹1𝑥
′ + 𝑒𝐹2[𝑥

′ cos(3𝜔𝑡+ 𝜙)− 𝑦′ sin(3𝜔𝑡+ 𝜙)]. (4.4)

Произведём замену 3𝜔𝑡 + 𝜙 → 3𝜔𝑡′ и получим выражение для оператора

Гамильтона в виде:

𝐻 = 𝐻0 − 𝜔𝐿𝑧 + 𝑒𝐹1𝑥
′ + 𝑒𝐹2[𝑥

′ cos(3𝜔𝑡′)− 𝑦′ sin(3𝜔𝑡′)]. (4.5)

Таким образом, во вращающейся системе уравнение Шрёдингера имеет вид:

𝑖𝜕𝜑(r, 𝑡′)

𝜕𝑡′
= 𝐻0 − 𝜔𝐿𝑧 + 𝑒𝐹1𝑥

′ + 𝑒𝐹2[𝑥
′ cos(3𝜔𝑡′)− 𝑦′ sin(3𝜔𝑡′)]𝜑(r, 𝑡′), (4.6)

𝜑(r, 𝑡′) — волновая функция во вращающейся системе координат. Как видно

из (4.6) волновая функция не зависит от относительной фазы бициркулярно

го поля, а следовательно ГВГ в таком поле не зависит от 𝜙.

Пусть обе компоненты бициркулярного поля являются монохроматиче

скими с частотами 𝜔 и 2𝜔 и векторами поляризации 𝑒𝜔 = (𝑒𝑥 + 𝑖𝑒𝑦)/
√
2 и

𝑒2𝜔 = (𝑒𝑥− 𝑖𝑒𝑦)/
√
2, соответственно. Электрическое поле для случая равных

амплитуд обеих компонент имеет вид:

𝐹 (𝑡) = 𝐹 [Re(𝑒𝜔𝑒
−𝑖𝜔𝑡) + Re(𝑒2𝜔𝑒

−2𝑖𝜔𝑡)]. (4.7)

Так как для двух циркулярно поляризованных компонент выполняются оче

видные соотношения: 𝑒2𝜔 ·𝑒𝜔 = 1 и 𝑒2𝜔 ·𝑒2𝜔 = 𝑒𝜔 ·𝑒𝜔 = 𝑒*2𝜔 ·𝑒𝜔 = 𝑒2𝜔 ·𝑒*𝜔 = 0,
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то генерируемые гармоники могут иметь энергию (3𝑛+ 1)𝜔 или (3𝑛− 1)𝜔, а

гармоники с энергией 3𝑛𝜔 являются запрещёнными [53,54,137,170]. Действи

тельно, лазерно-индуцированный дипольный момент 𝐷(Ω) для гармоник с

энергией (3𝑛 + 1)𝜔 может быть составлен как суперпозиция векторов 𝑒𝜔 и

𝑒*2𝜔:

𝐷[Ω = (3𝑛+ 1)𝜔] = 𝑒𝜔(𝑒2𝜔 · 𝑒𝜔)𝑛𝜒1 + 𝑒*2𝜔(𝑒2𝜔 · 𝑒𝜔)𝑛+1𝜒2, (4.8)

где 𝜒1 и 𝜒2–𝐹 — нелинейные восприимчивости, зависящие от 𝐹 и 𝜔. [Отметим,

что степени скалярного произведения 𝑒2𝜔 · 𝑒𝜔 добавлены в уравнение (4.8)

только для ясности и они выпадают из задачи из-за соотношения 𝑒2𝜔 ·𝑒𝜔 = 1.]

Аналогично, дипольный момент для гармоник с энергией (3𝑛 − 1)𝜔 может

быть составлен из векторов 𝑒*𝜔 и 𝑒2𝜔 следующим образом:

𝐷[Ω = (3𝑛− 1)𝜔] = 𝑒2𝜔(𝑒2𝜔 · 𝑒𝜔)𝑛−1𝜒3 + 𝑒*𝜔(𝑒2𝜔 · 𝑒𝜔)𝑛𝜒4, (4.9)

где 𝜒3 и 𝜒4 — нелинейные восприимчивости, зависящие от 𝐹 и 𝜔. Очевид

но, что из нечётного числа обоих векторов 𝑒𝜔 и 𝑒2𝜔 невозможно составить

лазерно-индуцированный дипольный момент 𝐷(Ω), который соответствует

частоте гармоники Ω = 3𝑛𝜔. Выражения (4.8) и (4.9) показывают, что гар

моники с частотой Ω = (3𝑛 + 1)𝜔 имеют такую же степень циркулярной по

ляризации, что и компонента поля с частотой 𝜔, а гармоники Ω = (3𝑛− 1)𝜔

циркулярно поляризованы в обратном направлении, то есть также как и как

2𝜔-компонента поля 𝐹 (𝑡).

Вышеупомянутые результаты также могут быть получены из анали

тических выражений (3.22), (3.24). Действительно, из-за временной сим

метрии лазерного поля уравнения (3.23) инвариантны относительно замены

𝑡′ → 𝑡′ + 𝑛𝑇/3, 𝑡 → 𝑡 + 𝑛𝑇/3, где 𝑇 = 2𝜋/𝜔 и 𝑛 целые. Таким образом,

все решения системы уравнений (3.23) могут быть сведены к «фундамен

тальным» решениям {𝑡0,𝑗, 𝑡′0,𝑗}, так что 𝑡′𝑗 = 𝑡′0,𝑗 + 𝜈𝑇/3, 𝑡𝑗 = 𝑡0,𝑗 + 𝜈𝑇/3,
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где 𝜈 целое число. Фундаментальные решения могут быть определены за

данием дополнительных условий для 𝑡′0,𝑗 или 𝑡0,𝑗, например, 𝑡′0,𝑗 ∈ (0, 𝑇/3).

Очевидно, что при таких заменах все скаляры, которые определяют 𝐷(Ω) в

уравнении (3.24),остаются неизменными. Представим вектор �̂�𝑗 в виде суммы

векторов:

�̂�𝑗 = �̂�
(𝜔)
𝑗 + �̂�

(2𝜔)
𝑗 , (4.10)

где

�̂�
(𝑙𝜔)
𝑗 =

1√
2𝐸

(︃
𝐴𝑙(𝑡𝑗)−

∫︀ 𝑡𝑗
𝑡′𝑗
𝐴𝑙(𝜉)𝑑𝜉

𝑡𝑗 − 𝑡′𝑗

)︃
, (4.11)

и 𝐴𝑙(𝑡)–соответствующий векторный потенциал для компонент поля с часто

той 𝑙𝜔 (𝑙 = 1, 2). Можно проверить, что(︁
�̂�
(𝜔)
𝑗

)︁
±
= 𝑒±

2𝑖𝜋
3 𝜈
(︁
�̂�
(𝜔)
0,𝑗

)︁
±
, (4.12a)(︁

�̂�
(2𝜔)
𝑗

)︁
±
= 𝑒∓

4𝑖𝜋
3 𝜈
(︁
�̂�
(2𝜔)
0,𝑗

)︁
±
, (4.12b)

где �̂�
(𝑙𝜔)
0,𝑗 — это вектора �̂�

(𝑙𝜔)
𝑗 , вычисленные с заменой 𝑡𝑗 → 𝑡0,𝑗, 𝑡′𝑗 → 𝑡′0,𝑗. Учи

тывая соотношения симметрии (4.12), мы получаем для ±–компонент вектора

�̂�𝜈,𝜇 соотношение симметрии:(︁
�̂�𝑗

)︁
±
= 𝑒±𝑖 2𝜋3 𝜈

(︁
𝑘
(𝜔)
0,𝜇

)︁
±
+ 𝑒∓𝑖 4𝜋3 𝜈

(︁
𝑘
(2𝜔)
0,𝑗

)︁
±
. (4.13)

Учитывая инвариантность скаляров и соотношение (4.13), мы можем пред

ставить ±–компоненты вектора 𝐷(Ω) в виде:

𝐷±(Ω) =
∑︁
𝑗

(︁
𝑑0,𝑗 · �̂�0,𝑗

)︁[︃(︁
�̂�
(𝜔)
0,𝑗

)︁
±

∑︁
𝜈

𝑒𝑖
2𝜋𝜈
3 (Ω

𝜔±1)

+
(︁
�̂�
(2𝜔)
0,𝑗

)︁
±

∑︁
𝜈

𝑒𝑖
2𝜋𝜈
3 (Ω

𝜔∓2)

]︃
, (4.14)

где 𝑑0,𝑗 — это вектора 𝑑𝑗, вычисленные с заменой 𝑡𝑗 → 𝑡0,𝑗, 𝑡′𝑗 → 𝑡′0,𝑗. Сум

мирование по 𝜈 в уравнении (4.14) может быть выполнено аналитически с
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использованием соотношений:

𝑓(𝑁 ;𝑥) =
𝑁∑︁

𝜈=−𝑁

𝑒𝑖
2𝜋𝜈
3 𝑥 =

sin
[︀
(2𝑁 + 1)𝜋𝑥3

]︀
sin
(︀
𝜋𝑥
3

)︀ , (4.15a)

lim
𝑁→∞

𝑓(𝑁 ;𝑥) = 3
∑︁
𝑛

𝛿(𝑥− 3𝑛) (4.15b)

и дипольный момент (4.14) может быть представлен в виде:

𝐷±(Ω) = 3𝜔𝛿[Ω− (3𝑛∓ 1)𝜔]
∑︁
𝑗

(︁
𝑑0,𝑗 · �̂�0,𝑗

)︁(︁
�̂�0,𝑗

)︁
±
. (4.16)

Выражение (4.16) явным образом показывает разрешённые для генерации

номера гармоник. Более того, из (4.16) видно, что гармоники имеют толь

ко ненулевую циклическую компоненту (плюс или минус), то есть генери

руемая гармоника будет циркулярно поляризована, и две ближайшие гар

моники будут иметь противоположную степень циркулярной поляризации.

Подчеркнём, что ионизация атомной системы в длинном лазерном импульсе

может играть решающую роль в формировании пиков ГВГ. Действительно, в

тех случаях, когда эффектами истощения основного состояния нельзя прене

бречь, фактор истощения 𝒫𝑗 способствует размытию отчётливой пикообраз

ной структуры ГВГ спектра (см. рис. 4.1).

Для описания бициркулярного поля с двумя монохроматическими ком

понентами, рассмотрим два циркулярно поляризованных импульса с трапе

цеиадальной огибающей, с общим числом оптических циклов, равным десяти

(𝑇tot = 10 × 2𝜋/𝜔), и одним циклом на линейное включение и выключение

импульса (𝑇on,off = 2𝜋/𝜔). На рис. 4.1 представлен ГВГ спектр и степень цир

кулярной поляризации, 𝜉, вычисленная с/без эффектов истощения основного

состояния:

𝜉 = −2
Im
[︀
𝐷𝑥(Ω)𝐷

*
𝑦(Ω)

]︀
|𝐷𝑥(Ω)|2 + |𝐷𝑦(Ω)|2

. (4.17)

Из рис. 4.1 видно, что пики в спектре ГВГ соответствуют энергиям

Ω = (3𝑛 ∓ 1)𝜔, при этом степень циркулярной поляризации гармоник рав
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Рис. 4.1. Спектр ГВГ (a) и степень циркулярной поляризации (DCP) (b) для 𝜔 − 2𝜔

бициркулярного поля, компоненты которого имеют одинаковые интенсивности и поляри

зованы в противоположных направлениях. Параметры лазерного поля: 𝐼 = 1014 Вт/см2,

𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 = 1.6 мкм. Вычисления выполнены для атома водорода и лазерного импульса

с трапецеидальной огибающей с общим числом оптических циклов, равным 10, и по од

ному циклу на включение и выключение лазерного поля. Чёрные линии: аналитический

результат с учётом эффектов истощения основного состояния; красные линии: аналитиче

ские расчёты без учёта истощения основного состояния. Вставка на панели (a) показывает

полный спектр ГВГ.
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Рис. 4.2. Зависимость приведённой энергии, 𝜀 = 𝐸/𝑢𝑝, где 𝑢𝑝 = 𝐹 2/(4𝜔2), от времени иони

зации, 𝑡′𝑗, 𝑗-ой траектории и времени движения, Δ𝑡𝑗. На панели (a) эффекты истощения

основного состояния не учтены, на панели (b) эффекты истощения основного состояния

учтены. Лазерные параметры те же, что на рис. 4.1. Цветовая шкала показывает отно

сительный вклад парциальных дипольных моментов. Панель (c): эскиз доминирующей

замкнутой классической траектории для Ω = 𝐼𝑝 +4𝑢𝑝 (красная линия) вместе с изображе

нием электрического поля (чёрная линия), нарисованного с момента ионизации (голубая

точка) до момента рекомбинации (красная точка), голубая линия соответствует траекто

рии конца электрического вектора лазерного поля на всей продолжительности импульса.

Электрон движется вдоль траектории против часовой стрелки.
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на ±1. Эти результаты находятся в согласии с предыдущими исследования

ми [53, 54] и вышеописанными свойствами ГВГ спектра без учёта эффектов

истощения основного состояния. Как упоминалось выше, эффекты истоще

ния приводят к существенному уширению и сдвигу пиков ГВГ (см. рис. 4.1),

а также изменению поляризационных свойств генерируемого излучения. Для

того, чтобы выяснить причину этих изменений в спектрах ГВГ, построим за

висимость энергии электрона от времени ионизации 𝑡′𝑗 и времени движения

электрона Δ𝑡𝑗 = 𝑡𝑗 − 𝑡′𝑗 [см рис. 4.2 (a) и (b)]. Очевидно, что свойства тра

екторий электрона, определяемые лазерным полем на временном интервале,

соответствующем постоянной пиковой интенсивности, одинаковы [см. форму

траекторий на рис. 4.2 (c)]. Интерференция амплитуд, ассоциированных с эти

ми траекториями формирует острые пики в спектрах ГВГ. Вклад амплитуд,

соответствующих траекториям, возникающим при включении и выключении

импульса, незначителен. Основной вклад в спектр ГВГ дают короткие траек

тории с временем движения Δ𝑡𝑗 < 𝑇/2, где 𝑇 = 2𝜋/𝜔. При учёте эффектов

истощения основного состояния парциальные дипольные моменты d𝑗 не из

меняются, однако фактор 𝒫𝑗 подавляет вклад парциальных дипольных мо

ментов с наибольшим 𝑗 [см. рис. 4.2 (b)]. Таким образом, дипольный момент

𝐷(Ω) определяется лишь несколькими парциальными дипольными момента

ми с неравными вкладами, что приводит к уширению пиков в спектре ГВГ и

изменению поляризационных свойств [см. рис. 4.1(b)].

2. Сравнение с результатами численного решения

нестационарного уравнения Шрёдингера

Сравним аналитические результаты, полученные с помощью (3.29), (3.30),

с результатами численного интегрирования трёхмерного нестационарного урав
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нения Шрёдингера (НУШ):

𝑖
𝜕𝜓(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
=

[︂
−∇2

2
+ 𝑈(𝑟) + 𝑟 · 𝐹 (𝑡)

]︂
𝜓(𝑟, 𝑡), (4.18)

где 𝐹 (𝑡) — напряжённость электрического поля лазерного импульса, 𝑈(𝑟) —

атомный потенциал. В численном решении НУШ использовался сглаженный

кулоновский потенциал вида:

𝑈(𝑟) = −1

𝑟

[︀
tanh(𝑟/𝑎) + (𝑟/𝑏)sech2(𝑟/𝑎)

]︀
, (4.19)

где 𝑎 = 0.3 ат.ед. и 𝑏 = 0.46 ат.ед. Значения констант 𝑎 и 𝑏 были выбраны

таким образом, чтобы энергии основного состояния в потенциале 𝑈(𝑟) сов

падала с энергией основного состояния атома водорода. Кроме того, потен

циал (4.19) обеспечивает совпадение сечения фотоионизации из начального

𝑠-состояния с известным результатом для кулоновского потенциала в широ

ком диапазоне энергий фотона. Спектральная плотность ГВГ, 𝜌(Ω), вычисля

ется с помощью Фурье-преобразования лазерно-индуцированного дипольного

ускорения 𝑎(𝑡):

𝜌(Ω) =
|𝑎(Ω)|2
4𝑐3

, 𝑎(Ω) =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖Ω𝑡𝑎(𝑡)𝑑𝑡, (4.20)

где

𝑎(𝑡) = −𝐹 (𝑡)− ⟨𝜓|∇𝑈(𝑟)|𝜓⟩. (4.21)

Электрическое поле параметризуется в виде:

𝐹 (𝑡) = −𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
, 𝐴(𝑡) =

𝜕𝑅(𝑡)

𝜕𝑡
, (4.22a)

𝑅(𝑡) = 𝑅1(𝑡) +𝑅2(𝑡− 𝑇d), (4.22b)

𝑅𝑖(𝑡) =
𝐹

𝜔2
𝑖

𝑓𝑖(𝑡)(𝑒𝑥 cos𝜔𝑖𝑡+ 𝜂𝑖𝑒𝑦 sin𝜔𝑖𝑡), (4.22c)

𝑓𝑖(𝑡) = 𝑒−2 ln 2 𝑡2/𝜏2𝑖 (4.22d)

где 𝐹 — напряжённость каждый компоненты поля 𝐹 (𝑡), 𝜔𝑖 — несущая частота

𝑖-ой компоненты (𝜔1 = 𝜔2/2 ≡ 𝜔), 𝜂𝑖 — эллиптичность 𝑖-ой компоненты (𝜂1 =
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−𝜂2 = 1), 𝜏𝑖 = 2𝜋𝑁𝑖/𝜔 длительность 𝑖-ой компоненты, 𝑁𝑖 — число оптических

циклов 𝑖-го импульса, 𝑇d — временная задержка между компонентами поля

(отрицательная временная задержка означает то, что 2𝜔-импульс опережает

𝜔-импульс).

Для численного решения НУШ использовался «split-step» метод, осно

ванный на быстром преобразовании Фурье вдоль декартовых координат 𝑥,

𝑦 и 𝑧 [171]. Использование декартовых координат обусловлено отсутствием

пространственной симметрии в задаче. Для интенсивности импульса 𝐼 =

1014 Вт/см2, используемый метод приводит к хорошим результатам при боль

шом числе точек разбиения пространства сеткой: по оси 𝑥 и 𝑦 𝑁𝑥 = 𝑁𝑦 = 1024

для 𝜆 = 1.6 мкм и 𝜆 = 1.8 мкм, и 𝑁𝑥 = 𝑁𝑦 = 2048 для 𝜆 = 2.2 мкм и 𝜆 =

2.4 мкм. Для оси 𝑧, число точек разбиения равно 𝑁𝑧 = 256. Для обеспечения

сходимости численных результатов были выбраны следующие временные и

пространственные шаги: Δ𝑡 = 0.025 ат.ед., Δ𝑥 = Δ𝑦 = Δ𝑧 = 0.325 ат.ед. По

глощающие слои (определяемые с помощью метода, использованного в [171])

были выбраны шириной 30 aт.ед. по направлениям осей 𝑥 и 𝑦 и 15 aт.ед. по

𝑧.

На рис. 4.3-4.5 приведено сравнение численного решения НУШ с ана

литическими результатами. Из рисунков видно хорошее согласие результа

тов в высокоэнергетической области спектров ГВГ, для которой справедлив

аналитический подход. Для энергий гармоник, близких к потенциалу иониза

ции, наблюдаются расхождения, обусловленные вкладом членов, опущенных

при использовании адиабатического приближения. Для некоторых энергий

в спектрах ГВГ, построенных с помощью аналитического подхода, наблю

даются разрывы или острые пики. Эти нефизические особенности связаны

с ограничеснностью использования аналитического подхода в области энер

гий, для которых 𝐾𝑗 · �̇�𝑗 стремится к нулю. Эти энергии соответствуют точ

кам бифуркаций (каустики), в которых сливаются две траектории движения
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электрона, и анализ ГВГ для таких энергий требует отдельного рассмотре

ния [162,164,165].
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Рис. 4.3. Спектр ГВГ [полный спектр (a,b), увеличенная часть спектра (c,d)] и степень

циркулярной поляризации (e,f) для бициркулярного поля (4.22). Параметры, используе

мые в расчётах спектров ГВГ и 𝜉: 𝐼 = 𝑐𝐹 2/(8𝜋) = 1014 Вт/см2, 𝑁1 = 𝑁2 = 3, 𝑇d = 0, и

𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 = 1.8 мкм (a,c,e) и 𝜆 = 2.2 мкм (b,d,f). Чёрные линии: результаты решения

НУШ; красные линии: результаты аналитического решения (AП).

Выделим ряд основных эффектов, наблюдаемых в бициркулярном по

ле. Во-первых, в отличие от случая линейной поляризации в спектре ГВГ

для бициркулярного поля отсутствует ярко выраженное плато, в конце ко
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Рис. 4.4. Двумерное распределение зависимости вероятности ГВГ (a,b) и степени цир

кулярной поляризации (c,d) для бициркулярного поля (4.22) с параметрами расчёта

𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝑁1 = 𝑁2 = 3, и 𝜆 = 1.6 мкм от временной задержки и энергии гармоник.

На панелях (a) и (c): результаты решения НУШ; на (b) и (d): результаты аналитического

решения. Результаты аналитического решения представлены с тем же разрешением , что

и численные результаты.

торого наблюдается резкий обрыв спектра [см. рис. 4.1 (a) и 4.3 (a), (b)].

Во-вторых, зависимость выхода ГВГ и степени циркулярной поляризации

от временной задержки между импульсами имеет осцилляционный харак

тер, из чего следует, что временная задержка может быть использована для

контроля над поляризационными свойствами сгенерированных гармоник (см.

рис. 4.4, 4.6). В-третьих, для некоторых фиксированных временных задер

жек в ГВГ спектре отсутствуют гармоники с энергией Ω = (3𝑛 ± 1)𝜔. Этот

результат указывает на зависимость спектрального состава генерируемого из
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Рис. 4.5. Рис. 4.4 в разрезе для 𝑇d = −1.4𝑇 (a,c) и 𝑇d = 1.4𝑇 (b,d). Чёрные линии: решения

НУШ; красные линии: аналитические результаты (AП).

лучения от времени задержки, и допускает генерацию гармоник с энергиями

Ω = 3𝑛𝜔, запрещёнными правилами дипольного отбора для случая монохро

матических компонент (см. рис. 4.7). В-четвёртых, в спектре ГВГ и степени

циркулярной поляризации отсутствует симметрия для отрицательной и по

ложительной временной задержек (см. рис. 4.4, 4.5, 4.6). Рассмотрим все эти

эффекты в бициркулярном поле и их причины в следующих разделах.

2.1. Анализ замкнутых классических траекторий в

бициркулярном поле

Основными величинами, определяющими парциальные амплитуды ГВГ,

являются времена ионизации и рекомбинации, задающие начальные и конеч

ные времена движения по замкнутым классическим траекториям.Эти вре
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временной задержки между компонентами бициркулярного поля вида (4.22) при фиксиро

ванном Ω = 2.48 ат.ед. Параметры лазерного поля: 𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 = 1.6 мкм,

𝑁1 = 3, 𝑁2 = 2.

10
−2

10
−1

10
0

        

(a)

Y
 (

a
rb

. 
u

.)

−1
−0.5

 0
 0.5

 1

 111  114  117  120  123  126  129  132

(b)

ξ

Harmonic order

Рис. 4.7. Спектр гармоник (a) и степень циркулярной поляризации (b) для бициркулярно

го поля вида (4.22) с временной задержкой между компонентами 𝑇d = −𝑇 , где 𝑇 = 2𝜋/𝜔.

Параметры лазерного поля: 𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 = 1.6 мкм, 𝑁1 = 2, 𝑁2 = 2.
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мена определяются из системы уравнений (3.23). Для исследования вкладов

различных замкнутых траекторий решим вначале уравнение (3.23a), относи

тельно времени ионизации 𝑡′𝑗 (время начала движения), рассматривая время

рекомбинации 𝑡𝑗 (время окончания движения) в качестве параметра. Следу

ет отметить, что нелинейное уравнение (3.23a) имеет несколько ветвей реше

ния. Для оценки вкладов различных ветвей решений, построим зависимость

ионизационного фактора от времени рекомбинации (см. рис. 4.8). Различные

кривые на рис. 4.8 для заданной временной задержки между компонента

ми бициркулярного поля соответствуют различным ветвям решения уравне

ния (3.23a). Видно, что изменение временной задержки приводит к резкому

изменению ионизационного фактора, что позволяет контролировать процесс

ионизации на первом шаге ГВГ.

Совместное решение уравнений (3.23a) и (3.23b) задаёт пары времён

{𝑡′𝑗, 𝑡𝑗}, которые определяют замкнутые классические траектории. Веществен

ные решения уравнения (3.23b) существуют только в некотором диапазоне

энергий 𝐸. Однако, не все действительные решения уравнения (3.23b) пе

ресекают решения уравнения (3.23a). Поэтому набор совместных решений

{𝑡′𝑗, 𝑡𝑗} образует счётное множество решений при фиксированной энергии.

Например, на рис. 4.8 точками отмечены значения ионизационного фактора,

соответствующие искомым решениям системы (3.23) для заданной энергии

гармоники. Для некоторых временных задержек и энергий 𝐸 вещественные

решения уравнений (3.23a) и (3.23b) не пересекаются, что приводит к от

сутствию искомых замкнутых траекторий (на рис. 4.8(g) и (h) отсутствуют

точки, соответствующие значению ионизационного фактора в момент реком

бинации).

Решения системы уравнений (3.23) можно классифицировать по значе

нию времени движения по замкнутым траекториям: короткие траектории со

ответствуют случаю Δ𝑡𝑗 = 𝑡𝑗 − 𝑡′𝑗 < 𝑇 , длинные — Δ𝑡𝑗 > 𝑇 . Форма коротких
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Рис. 4.8. Зависимость ионизационного фактора (с учётом эффектов истощения) от време

ни рекомбинации 𝑡𝑗. На панели (a) представлены результаты для линейно поляризованного

поля с 𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝜆 = 1.6 мкм, 𝑁1 = 4, 𝑁2 = 2; на остальных панелях вычисления вы

полнены для семи различных временных задержек между компонентами бициркулярного

импульса: (b) 𝑇d = 0, (c) 𝑇d = −𝑇 , (d) 𝑇d = 𝑇 , (e) 𝑇d = −3𝑇 , (f) 𝑇d = 3𝑇 , (g) 𝑇d = −4𝑇 ,

(h) 𝑇d = 4𝑇 . Точки на рисунке соответствуют значениям ионизационного фактора, вычис

ленного с помощью пары времён 𝑡𝑗, 𝑡′𝑗, являющихся решением системы уравнений (3.23)

для конкретных значениий энергий: 𝐸 = 2𝑢𝑝 (голубые квадраты), 𝐸 = 3𝑢𝑝 (красные кру

ги), 𝐸 = 4𝑢𝑝 (чёрные треугольники).
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траекторий аналогична представленным на рис. 4.2(c). В случае больших

отрицательных временных задержек между компонентами бициркулярного

поля возникают длинные траектории, которые имеют несколько точек воз

врата к атомному остову (см. рис. 4.9). Отрицательная временная задержка

означает, что 2𝜔-компонента лазерного импульса опережает 𝜔-компоненту. С

физической точки зрения наличие длинных траекторий для отрицательных

временных задержек и их отсутствие для положительных задержек объясня

ется следующим: скорость электрона, набранная в поле с частотой 2𝜔 в два

раза меньше, чем набранная в поле 𝜔, поэтому раскручивание по спиральной

траектории, вызванное 2𝜔–компонентой поля (см. левую колонку на рис. 4.9),

может быть компенсировано действием 𝜔-компоненты. Действительно, в мо

мент времени, когда вклад 𝜔-компоненты поля в импульс электрона стано

вится сравним с вкладом 2𝜔-компоненты (см. среднюю колонку на рис. 4.9),

более низкочастотное поле заворачивает электрон и возвращает его по спи

рали в исходную точку (см. правую колонку на рис. 4.9).

Существование замкнутых классических траекторий с ненулевым на

чальным импульсом обсуждалось в [172], где было показано, что наличие

начального импульса позволяет электрону двигаться по замкнутой траекто

рии в поле с поляризацией, отличной от линейной. В бициркулярном ла

зерном поле начальный импульс сообщается электрону 2𝜔-компонентой, а

𝜔-компонента возвращает электрон к атомному остову. Энергия, набранная

вдоль такой длинной замкнутой траектории, будет меньше 2𝑢𝑝. Следователь

но, платообразная структура, связанная с этими траекториями, короче, чем

плато, наблюдаемое для коротких траектории при небольшой временной за

держке.

Пикообразное поведение ионизационного фактора, наблюдаемое в би

циркулярном поле с временной задержкой между компонентами [см. рис. 4.8

(b)-(d)], отличается от плавного поведения этого фактора в линейно поляри
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зованном лазерном поле [см. рис. 4.8(a)]. При некоторых энергиях электро

на ионизационный фактор может достигать максимальных значений, однако

дальнейшее изменение энергии приводит к его уменьшению, в следствие чего

уменьшается вклад соответствующего дипольного момента 𝑑𝑗 (см. рис. 4.10),

и в спектре ГВГ наблюдается спад в выходе гармоник. В случае линейной

поляризации ионизационный фактор остаётся практически неизменным для

широкого диапазона времени рекомбинации, что приводит к хорошо извест

ному эффекту плато в спектре ГВГ. При большой положительной временной

задержке между компонентами импульса поведение ионизационного факто

ра и структуры высокоэнергетического плато аналогичны случаю линейной

поляризации [см. рис. 4.8(e)-(h)].

2.2. Генерация излучения в модели двух диполей и контроль над

свойствами ГВГ

Из рисунков 4.8 и 4.10 видно, что для небольших временных задер

жек между компонентами бициркулярного импульса наиболее существенны

ми оказываются только две траектории, определяемые двумя парциальными

диполями, которые соответствуют наибольшим значениям ионизационного

фактора [см. (3.24)]. В этом случае ГВГ может быть описана как излучение

системой двух диполей, осциллирующих на частоте Ω, с разностью фаз Φ (см.

рис. 4.11). В случае длинного бициркулярного импульса излучение гармоники

происходит системой трёх диполей с относительным углом между ними в 120∘

градусов. Использование бициркулярного поля с двумя короткими импульса

ми и временной задержкой даёт возможность контролировать относительную

фазу между двумя диполями и их амплитуду, а следовательно и величину

выхода гармоник и их степень циркулярной поляризации (см.рис. 4.6).

Длина вектора дипольного момента в основном определяется значени
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Рис. 4.9. Три стадии формирования длинной траектории. Левая колонка: стадия сообще

ния начального импульса электрону 2𝜔-компонентой; средняя колонка: стадия разворота;

правая колонка: стадия возврата электрона 𝜔-компонентой. На верхних панелях показа

ны траектории электрона (чёрные линии) и траектории вектора напряжённости лазерного

поля (красные линии). На нижних панелях показана временная зависимость 2𝜔 (красные

линии) и 𝜔 (чёрные линии) импульсов. Вычисления выполнены для тех же лазерных па

раметров, что и на рис. 4.8 с 𝑇d = −4𝑇 .
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Рис. 4.10. Зависимость приведённой энергии 𝜀 = 𝐸/𝑢𝑝 [где 𝑢𝑝 = 𝐹 2/(4𝜔2)] от времени

ионизации 𝑡′𝑗 𝑗–ой траектории и времени движения Δ𝑡𝑗 для бициркулярного поля (4.22):

𝜆 = 1.6 мкм, 𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝑁1 = 4, 𝑁2 = 2, при различных временных задержках:

(a) 𝑇d = −5𝑇 ; (b) 𝑇d = −2𝑇 ; (c) 𝑇d = 0; (d) 𝑇d = 𝑇 ; (e) 𝑇d = 2𝑇 ; (f) случай линейно

поляризованного поля с 𝐼 = 2 × 1014 Вт/см2. Цветом показан соответствующий вклад

парциальных дипольных моментов, ∝ |𝑑𝑗|.

αd
2
 e

-iΩt

d
1
 e

-iΩt+iΦ

Рис. 4.11. Модель системы двух диполей.
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ями факторов, описывающих процессы ионизации и истощения основного

состояния [см. (3.24) и (3.28)], величина которых зависит от временной за

держки между компонентами импульса (см. рис. 4.8). Относительная фаза

между векторами дипольных моментов задаётся разницей между классиче

скими действиями электрона, вычисленных вдоль двух замкнутых траекто

рий:

Φ = Δ𝑆 + Ω(𝑡1 − 𝑡2), (4.23)

Δ𝑆 = 𝑆(𝑡1, 𝑡
′
1)− 𝑆(𝑡2, 𝑡

′
2),

где 𝑆(𝑡, 𝑡′) задаётся уравнением (3.6), а 𝑡1 и 𝑡2 — времена рекомбинации для

первой и второй замкнутой траектории, определяемые дипольными момента

ми 𝑑1 и 𝑑2. Угол 𝛼 слабо зависит от временной задержки между компонентами

импульса и приблизительно равен 120∘.

Выражения для вычисления выхода ГВГ и степени циркулярной поля

ризации с помощью модели двух диполей, в которой 𝐷(Ω) = 𝑑1+𝑑2𝑒
−𝑖Φ [см.

уравнения (3.30) и (4.17)], имеют вид:

𝜌(Ω) =
Ω4𝑑1𝑑2
2𝑐3

[𝛿 + cos𝛼 cosΦ] , (4.24a)

𝜉 = − sin𝛼 sinΦ

𝛿 + cos𝛼 cosΦ
, (4.24b)

где 𝛿 = (𝑑21 + 𝑑22)/(2𝑑1𝑑2). Если относительная фаза между двумя дипольны

ми моментами равна Φ = 2𝜋𝑛 или Φ = 𝜋 + 2𝜋𝑛, то наблюдается линейно

поляризованное излучение с интенсивностью 𝜌(Ω) = Ω4𝑑1𝑑2/(2𝑐
3) [𝛿 ± cos𝛼]

(где знак “+” соответствует первой фазе , знак “−” — второй). Если фаза

равна Φ = 𝜋/2 + 𝜋𝑛, то излучается эллиптически поляризованная гармо

ника со степенью циркулярной поляризации гармоники |𝜉| = sin𝛼/𝛿 и ин

тенсивностью 𝜌(Ω) = Ω4(𝑑21 + 𝑑22)/(4𝑐
3). Анализируя степень циркулярной

поляризации на экстремумы, можно убедиться, что максимум 𝜉 при фик

сированном 𝛼 задаётся выражением |𝜉| = sin𝛼/(𝛿
√
1− 𝛿−2 cos2 𝛼), при этом
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𝜌(Ω) = Ω4(𝑑21 + 𝑑22)/(4𝑐
3)
[︀
1− 𝛿−2 cos2 𝛼

]︀
. Таким образом, изменяя фазу Φ,

можно достичь любых значений степени циркулярной поляризации.

При определённых параметрах лазерного поля разница 𝑡1 − 𝑡2 будет по

рядка трети периода 𝑇 и фаза Φ является практически линейной функцией

от Ω [см. уравнение (4.23)]. Это объясняет появление осцилляций в спектре

ГВГ с периодом 3𝜔 (см. рис. 4.3 и 4.12). Значение Δ𝑆 зависит от времен

ной задержки между компонентами бициркулярного поля (𝑇d), поэтому при

некоторых значениях 𝑇d можно наблюдать возникновение «запрещённых»

гармоник с частотой Ω = 3𝑁𝜔 [99, 145]. Например, в случае Δ𝑆 = (2𝑛+ 1)𝜋

(где 𝑛 — целое число), функция (4.24a) достигает максимального значения

при Ω = 3𝑁𝜔, при этом 𝜉 = 0. Стоит отметить, что вышеприведённый анализ

основывается на предположении линейной зависимости Φ от Ω и равенстве

𝑡1− 𝑡2 = 𝑇/3. Однако, данное предположение неприменимо для полного спек

тра ГВГ, поэтому гармоники с частотой Ω = 3𝑁𝜔 и линейной поляризацией

наблюдаются только в некоторой части спектра.

Из рисунков 4.12 и 4.13 видно, что форма спектра существенно зависит

от временной задержки между компонентами бициркулярного поля. В слу

чае, когда доминирующей является только одна траектория, спектр ГВГ име

ет плавную зависимость от приведённой энергии (см.рис. 4.13 для 𝑇d = 𝑇 ,

𝑇d = −𝑇 и 𝑇d = 2𝑇 в области энергий 4 < 𝐸/𝑢𝑝 < 5, 4.5 < 𝐸/𝑢𝑝 < 5

и 2.7 < 𝐸/𝑢𝑝 < 3.7, соответственно). Интерференция двух траекторий по

рождает быстрые осцилляции в спектре ГВГ (см.рис. 4.13 для 𝑇d = 2𝑇 и

𝑇d = −2𝑇 в области энергий 𝐸/𝑢𝑝 < 2.7 и 1.5 < 𝐸/𝑢𝑝 < 2.7 соответственно).

Также из этих рисунков видно, что при увеличении задержки по времени

между импульсами выход гармоник в высокоэнергитической части спектра

увеличивается примерно на порядок [99], что объясняется соответствующим

поведением ионизационного фактора в зависимости от 𝑇d (см. рис. 4.8), од

нако при этом спектр обрывается при меньших энергиях.
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Рис. 4.12. Часть спектра ГВГ (a, b) и степень циркулярной поляризации (c, d) в зави

симости от Ω для лазерного поля с параметрами, как на рис. 4.8 (𝜔 = 0.0285 ат.ед.). На

панелях (a) и (c) красные линии: 𝑇d = 0; голубые линии: 𝑇d = 𝑇 ; чёрные линии: 𝑇d = 2𝑇 .

На панелях (b) и (d) красные линии: 𝑇d = 0; голубые линии: 𝑇d = −𝑇 ; чёрные линии:

𝑇d = −2𝑇 . Значения выхода ГВГ умножены на безразмерные константы для удобства

анализа спектров ГВГ

Таким образом, временная задержка между компонентами бициркуляр

ного лазерного поля влияет на выход гармоник и их поляризационные свой

ства. На рис. 4.14 показана зависимость выхода гармоник и степени цирку

лярной поляризации от временной задержки при нескольких фиксирован

ных энергиях. Видно, что при больших отрицательных задержках обе зави

симости представляют собой мелкомасштабные осцилляции (см.рис. 4.14 при

𝑇d < −2𝑇 ). Это объясняется тем, что при 𝑇d < −2𝑇 основной вклад в выход

гармоник дают более двух дипольных моментов. При 𝑇d > −2𝑇 доминирую

щими являются только два дипольных момента, поэтому такие осцилляции

отсутствуют. Также из рис. 4.14 видно, что при изменении временной задерж

ки на величину порядка 𝑇 степень циркулярной поляризации генерируемой
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Рис. 4.13. Спектр ГВГ как функция приведённой энергии, 𝐸/𝑢𝑝. Параметры лазерного

поля такие же как на рис. 4.12, 𝑢𝑝 = 𝐹 2/(4𝜔2) = 0.88 ат.ед.. На панели (a) красным цветом:

𝑇d = 0; голубым цветом: 𝑇d = 𝑇 ; чёрным цветом: 𝑇d = 2𝑇 . На панели (b) красным цветом:

𝑇d = 0; голубым цветом: 𝑇d = −𝑇 ; чёрным цветом: 𝑇d = −2𝑇 .
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Рис. 4.14. Зависимость выхода гармоник (a) и степени циркулярной поляризации (b)-(f)

от временной задержки между компонентами бициркулярного поля. Сплошные линии:

Ω = 2.26 ат.ед.; прерывистые линии: Ω = 2.7 ат.ед.; линии прерывистые с точкой: Ω =

3.14 ат.ед.; точечные линии: Ω = 3.57 ат.ед. Вычисления выполнены для тех же параметров

лазерного поля, что и на рис. 4.8.

гармоники изменяется на противоположную, и этот эффект достигается без

изменения параметров компонент бициркулярного поля.

3. Выводы к четвёртой главе

В четвёртой главе представлены результаты для ГВГ в бициркулярном

поле и их сравнение с численным решением нестационарного уравнения Шрё
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дингера. Проанализированы спектры ГВГ и поведение степени циркулярной

поляризации в бициркулярном поле с различными временными задержка

ми между компонентами поля. Для объяснения свойств полученных спек

тров предложена модель двух диполей. Проведён анализ замкнутых класси

ческих траекторий в бициркулярном поле и поведения ионизационного фак

тора. Предложен механизм контроля над свойствами ГВГ и степени цир

кулярной поляризации с помощью временной задержки между компонента

ми бициркулярного поля. Основные результаты главы опубликованы в рабо

тах [39,99,145,161]
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Заключение

В настоящей диссертации предложена аналитическая модель, основан

ная на методе эффективного радиуса для двух связанных состояний и фор

мализме ККЭС. Разработанная модель применяется к описанию процесса

ГВГ в интенсивном лазерном поле с произвольной временной структурой.

В рамках данной модели разработан адиабатический подход, позволяющий

получить замкнутое аналитическое выражение для амплитуды ГВГ, анали

тические выражения для кулоновских факторов для парциальных амплитуд

фотоотрыва и генерации гармоник. На основе полученного модельного ана

литического выражения для амплитуды ГВГ и кулоновских факторов про

изведено обобщение на случай нейтральных атомных систем с валентным

электроном в 𝑠-состоянии. Детально исследована зависимость выхода гар

моник и их поляризационных свойств от временной задержки между ком

понентами импульсного бициркулярного лазерного поля. Показано, что при

ненулевой временной задержке возможно усиление/подавление выхода гар

моник в заданном интервале энергий, изменение поляризационных свойств

генерируемых гармоник (без изменения поляризационного состояния компо

нент бициркулярного поля), изменение спектрального состава генерируемого

излучения.

В первой главе с использованием формализма ККЭС обобщён метод эф

фективного радиуса для системы с двумя связанными состояниями на случай

интенсивного лазерного поля с произвольной огибающей. В рамках этого ме

тода получены уравнения на комплексную квазиэнергию и общее выражение

для амплитуды генерации гармоник в низкочастотном пределе, а также вы

ражение для амплитуды генерации гармоник в случае коротких лазерных

импульсов.

Во второй главе предложен адиабатических подход к вычислению ам
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плитуды фотоотрыва и кулоновских факторов для парциальных амплитуд

фотоотрыва. Вычисление кулоновских факторов включало четыре этапа: 1.

определение соответствующей траектории электрона в лазерном поле с точ

ностью до членов порядка 𝜏/𝑇 , где 𝜏 = 𝑡 − 𝑡𝜈, 𝑡𝜈 — момент ионизации, 𝑇 —

период лазерного поля; 2. определение точек ветвления функции 1/
√︀
𝑟2(𝑡)

и контура интегрирования для кулоновской поправки к действию частицы в

поле, основанном на топологическом анализе расположения точек ветвления

в комплексной плоскости; 3. вычисление действия электрона вдоль найденно

го контура; 4. непосредственное вычисление кулоновского фактора. В данной

главе получены явные выражения для амплитуды фотоотрыва и кулоновских

факторов для парциальных амплитуд фотоотрыва. Полученные результаты

применены для ионизации атомных систем линейно и циркулярно поляризо

ванными полями. Представлено сравнение аналитических результатов с экс

периментальными данными.

В третьей главе с использованием адиабатического приближения полу

чено явное выражение для амплитуды ГВГ, представленной в виде суммы

парциальных амплитуд. Каждой парциальной амплитуде можно поставить в

соответствие замкнутую классическую траекторию, начинающуюся в момент

ионизации и заканчивающуюся в момент рекомбинации. На времена иониза

ции и рекомбинации получены уравнения, которые имеют прозрачный физи

ческий смысл: время ионизации определяется условием минимума кинетиче

ской энергии электрона в континууме, а время рекомбинации соответствует

моменту испускания электроном энергии, набранной в лазерном поле, в виде

спонтанного фотона. Показано, что в рамках данного приближения парци

альные амплитуды могут быть представлены в виде произведения трёх со

множителей, каждый из которых соответствует трём этапам формирования

гармоники: ионизации, распространения, рекомбинации, что соответствует

квазиклассическому механизму генерации гармоник. Получены кулоновские
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факторы для парциальных амплитуд ГВГ в адиабатическом приближении, и

приведена зависимость кулоновского фактора от энергии гармоник в бицир

кулярном лазерном поле.

В четвёртой главе предложено обобщение развитой аналитической моде

ли на случай реальных атомных систем (с валентным 𝑠–электроном) и про

ведено сравнение аналитических результатов с численным решением неста

ционарного уравнения Шрёдингера. В рамках предложенной аналитической

модели генерации гармоник атомами рассмотрен процесс ГВГ в импульсном

бициркулярном лазерном поле и исследована зависимость выхода гармоник

и их поляризационных свойств от временной задержки между двумя ком

понентами поля. Для физической интерпретации спектров ГВГ в коротком

импульсном бициркулярном лазерном поле предложена модель двух диполей.

Проанализирована зависимость ионизационного фактора от времени реком

бинации для различных временных задержек между компонентами бицирку

лярного поля и показана ключевая роль этого фактора в формировании спек

тров ГВГ и степени циркулярной поляризации излучаемых гармоник. Пред

ложен механизм управления выходом ГВГ и их поляризационными свойства

ми в импульсном бициркулярном лазерном поле, основанный на изменении

временной задержки между компонентами поля.

Основные результаты диссертации получены в рамках Государственного

задания №3.1659.2017/4.6.
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eration / D. B. Milošević, W. Becker// Phys. Rev. A. — 2002. — Vol. 66. —

P. 063417.
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140. Milošević D. B. Control of the helicity of high-order harmonics generated by
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