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Общая характеристика работы

Актуальность работы
Актуальность исследования нелинейных процессов, возникающих при

взаимодействии атомных и молекулярных мишеней с интенсивным лазер
ным излучением, в первую очередь, обусловлена неослабевающим интересом
к нелинейным эффектам в сечениях элементарных процессов, индуцирован
ных взаимодействием сильного лазерного поля с атомными и молекулярными
системами. К элементарным процессам в интенсивном лазерном поле относят
нелинейную ионизацию (включая одноэлектронную и многоэлектронную), ге
нерацию высших гармоник (ГВГ), тормозное излучение, модифицированное
лазерным полем, и т.д. [1–3]. Из всего многообразия нелинейных эффектов в
интенсивном лазерном поле выделяют эффект плато в спектрах ГВГ, кото
рый заключается в слабой зависимости выхода гармоники от её частоты [1–4].
Значимость данного эффекта состоит в возможности создания на его осно
ве компактных источников когерентного ультрафиолетового и вакуумного
ультрафиолетового излучения [5, 6], генерации импульсов предельно корот
кой длительности порядка 10−18 сек. (аттоимпульсов) [2,3], развитие методов
аттосекундной спектроскопии [7, 8] и спектроскопии сверхбыстрых процес
сов [4, 9], а также в приготовлении «затравочных» импульсов для лазерных
установок на свободных электронах [10,11].

Несмотря на то, что первая модель, качественно описывающая эффект
плато, была предложена более 25 лет назад [12], развитие аналитических тео
рий и моделей для ГВГ остаётся актуальным и по настоящее время. Этот
факт определяется тем, что в существующих теоретических моделях присут
ствует ряд существенных недостатков, обусловленных необходимостью одно
временного учёта взаимодействия оптически активного электрона с сильным
лазерным полем и внутренней динамики атомной (молекулярной) мишени,
включающей воздействие атомного остова на электрон.

Например, широко используемое приближение сильного поля [13] ка
чественно описывает поведение атомной системы в сильном лазерном поле.
Одним из недостатков данной модели является пренебрежение кулоновским
взаимодействием между электроном и атомным остовом на всех трёх этапах
формирования гармоники (ионизация, распространение, рекомбинация) [12].
Это связано с тем, что данная модель основана на плосковолновом прибли
жении, что не позволяет учесть эффекты атомной (молекулярной) структу
ры мишени. Поэтому в случае применения этого приближения для расчёта
спектров ГВГ возникают количественные, а порой и качественные расхожде
ния с экспериментальными данными и численными расчётами. Несмотря на
указанные недостатки, данная модель оказалась весьма полезной для даль
нейшего развития теории ГВГ, а именно послужила основой для создания
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метода квантовых орбит (МКО) [4,14,15]. В рамках этого метода амплитуда
представляется в виде суммы парциальных амплитуд, каждой из которых
можно поставить в соответствие замкнутую комплексную траекторию. Дан
ные траектории формально удовлетворяют уравнениям Ньютона с комплекс
ными временами начала и окончания движения электрона. Несмотря на то,
что в рамках данного метода с квазиклассической точностью можно учесть
влияние кулонова поля на оптически активный электрон [16,17], физическая
интерпретация спектров ГВГ в рамках данного подхода в ряде случаев весьма
затруднительна.

Стоит отметить, что большой популярностью при расчёте спектров ГВГ
пользуется численное моделирование, основанное на интегрировании неста
ционарного уравнения Шрёдингера (НУШ). Однако, получить точные ре
шения в рамках этого метода удаётся лишь в ограниченном интервале па
раметров лазерного поля. Например, даже в приближении одного активного
электрона [9,18] численное моделирование в низкочастотных (с длиной волны
𝜆 & 2 мкм) интенсивных (𝐼 > 1014 Вт/см2) лазерных полях является крайне
сложной задачей, особенно в случаях, когда поляризация лазерного импуль
са отлична от линейной [19, 20]. Таким образом, в силу того, что численное
моделирование может быть выполнено в ограниченной области лазерных па
раметров и обладает малой предсказательной силой, создание аналитических
моделей становится ещё более актуальным.

В последнее время особо возрос интерес к генерации излучения атом
ными и молекулярными системами в бициркулярном лазерном поле (поле,
представляющем собой суперпозицию двух циркулярно поляризованных им
пульсов с различными частотами), вызванный возможностью генерации излу
чения (включая короткие импульсы) с циркулярной или эллиптической поля
ризацией [21–25]. С практической точки зрения короткие лазерные импульсы
ультрафиолетового или рентгеновского диапазона с контролируемой степе
нью циркулярной поляризации используются для изучения взаимодействия
излучения с веществом, например, с киральными материалами [22, 26–28] и
многоатомными молекулами [21, 24, 29]. Следует отметить, что задача кон
троля поляризационных свойств гармоник и коротких импульсов остаётся
актуальной по настоящее время.

Цель диссертационной работы – разработка учитывающей эффекты
атомной структуры аналитической модели для описания процесса генерации
высших гармоник в интенсивном низкочастотном лазерном поле с произволь
ной временной структурой, и её применение к задаче о ГВГ в импульсном
бициркулярном лазерном поле.

В рамках поставленной цели решены следующие задачи:

1. Дано обобщение модели эффективного радиуса с двумя связанными
состояниями на случай интенсивного лазерного поля с произвольной
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временной зависимостью.

2. В рамках адиабатического подхода предложен приближённый метод вы
числения амплитуды ГВГ в интенсивном низкочастотном лазерном им
пульсе с произвольной огибающей.

3. Получены аналитические выражения для кулоновских факторов в ам
плитудах фотоотрыва и генерации высших гармоник в адиабатическом
приближении для интенсивного низкочастотного лазерного поля.

4. Предложено обобщение модельных результатов для амплитуды ГВГ на
случай реальных атомных систем, и установлена точность развитой мо
дели посредством сравнения с результатами численного интегрирова
ния нестационарного уравнения Шрёдингера.

5. В рамках развитой аналитической модели рассмотрена генерация выс
ших гармоник в импульсном бициркулярном лазерном поле с целью ис
следования зависимости выхода гармоник и их поляризационных свойств
от временной задержки между двумя циркулярно поляризованными
компонентами поля с несущими частотами 𝜔 и 2𝜔.

Научная новизна
В рамках диссертации предложено обобщение аналитической модели

взаимодействия интенсивного монохроматического лазерного поля с атомной
системой, основанное на теории эффективного радиуса и формализме квази
стационарных квазиэнергетических состояний (ККЭС), на случай лазерного
импульса с произвольной временной огибающей. Данная модель учитывает
два связанных состояния с пространственной 𝑠 и 𝑝–симметрией, а также дина
мический континуум, описываемый двумя парциальными фазами рассеяния
в каналах с 𝑙 = 0, 1, где 𝑙–орбитальный момент. Разработан теоретический
подход для вычисления кулоновских факторов для парциальных амплитуд
фотоотрыва и ГВГ в адиабатическом приближении. Развита обобщённая мо
дель ГВГ нейтральными атомными системами (с валентным 𝑠 электроном) в
интенсивном низкочастотном лазерном поле и исследована её точность. Пред
ложены новые каналы управления выходом гармоник и их поляризацион
ными свойствами в импульсном бициркулярном лазерном поле посредством
изменения временной задержки между циркулярными компонентами этого
поля.

Научная ценность и практическая значимость состоит в разработ
ке модельного подхода к описанию процесса ГВГ в интенсивном низкочастот
ном лазерном поле с произвольной временной структурой в рамках адиаба
тического приближения, и его дальнейшего обобщения на нейтральные атом
ные системы. Полученные аналитические результаты позволяют предсказать
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ряд новых эффектов в процессе ГВГ, в частности, усиление или подавление
отдельной части спектра ГВГ и изменение поляризационного состояния ге
нерируемых гармоник посредством изменения задержки по времени между
компонентами бициркулярного поля. Предложенный механизм управления
выходом гармоник и их поляризационными свойствами путём изменения вре
менной задержки между компонентами импульсного бициркулярного поля
может быть использован для генерации коротких импульсов с циркулярной
и эллиптической поляризацией. Практическое приложение полученных ре
зультатов напрямую связано с возможностью создания компактных источ
ников интенсивного когерентного излучения и аттосекундных импульсов с
контролируемым поляризационным состоянием, а также развития спектро
скопии сверхбыстрых процессов. Результаты диссертации целесообразно ис
пользовать в научно-исследовательских организациях и центрах, занимаю
щихся взаимодействием сильного лазерного излучения с веществом: Инсти
тут общей физики РАН, Научно-исследовательский институт ядерной физи
ки МГУ, РНЦ Курчатовский институт, Санкт-Петербургский государствен
ный университет, Национальный исследовательский ядерный университет
«МИФИ», Институт прикладной физики РАН, Воронежский государствен
ный университет.

На защиту выносятся следующие основные положения:

1. Обобщение модели эффективного радиуса для системы с двумя связан
ными состояниями на случай интенсивного лазерного поля с произволь
ной временной структурой.

2. Аналитические выражения для кулоновских факторов в парциальных
амплитудах фотоотрыва и генерации гармоник в адиабатическом при
ближении.

3. Аналитические выражения для амплитуды ГВГ нейтральными атомны
ми системами (с валентным 𝑠 электроном) в интенсивном низкочастот
ном лазерном поле с произвольной огибающей.

4. Механизм управления выходом ГВГ и поляризационными свойствами
гармоник в импульсном бициркулярном лазерном поле, основанный на
изменении временной задержки между компонентами поля.

Апробация работы
Основные результаты диссертации представлялись и докладывались на

следующих конференциях:

1. 26th International Laser Physics Workshop (LPHYS’ 17 ), July 17-21, 2017,
Kazan, Russia.
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2. 6th International Conference on Attosecond Physics (ATTO), 2-7 July 2017,
Xi’an, China.

3. Нелинейные волны – 2018, XVIII научная школа, 26 февраля-4 марта,
2018, Нижний Новгород, Россия.

4. Научная сессия Воронежского государственного университета, 2019, Во
ронеж, Россия.

Публикации
Результаты диссертации опубликованы в четырёх научных статьях, ци

тируемых базой данных Web of Science и входящих в перечень ВАК (см. [1-4]
в Списке основных публикаций по материалам диссертации), а также пяти
тезисах докладов на международных конференциях (см. [5-9] в Списке основ
ных публикаций по материалам диссертации).

Личный вклад автора
Определение целей и задач диссертации осуществлялось научным ру

ководителем. Аналитическая модель разработана автором совместно с науч
ным руководителем. Автором лично проведены аналитические вычисления
и созданы программы для численных расчётов, интерпретированы резуль
таты, представленные в диссертации. Подготовка к публикации полученных
результатов проводилась совместно с соавторами, причём вклад диссертан
та был существенным. Положения диссертационной работы, выносимые на
защиту, получены автором лично.

Структура и объём диссертации
Диссертация состоит из Введения, Обзора литературы, 4 глав, Заключе

ния и Списка литературы. Общий объём диссертации 130 страниц, из них 99
страниц текста, включая 21 рисунок, 1 таблицу. Список литературы включа
ет 172 наименования на 26 страницах.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор
мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, указана
практическая значимость полученных результатов и представлены выноси
мые на защиту научные положения.

В первой главе развита модель эффективного радиуса (МЭР) с дву
мя связанными состояниями в сильном лазерном поле с произвольной оги
бающей. В рамках МЭР в низкочастотном пределе получены уравнения на
комплексную квазиэнергию и выражение для амплитуды ГВГ.

В разделе 1.1 дан краткий обзор формализма ККЭС.
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В разделе 1.2 в адиабатическом приближении получены уравнения на
комплексную квазиэнергию, а также выражение для поправки к комплексной
квазиэнергии в периодическом двухкомпонентном лазерном поле, обусловлен
ной полем гармоники. Векторный потенциал суммарного поля, состоящего из
лазерного поля и поля гармоники, имеет вид:

̃︀𝐴(𝑡) = 𝐴𝜏(𝑡) +
𝐹Ω

Ω
Im

[︀
𝑒Ω𝑒

−𝑖Ω𝑡
]︀
, (1)

𝐴𝜏(𝑡) — векторный потенциал периодического лазерного поля, который соот
ветствует последовательности коротких импульсов сдвинутых относительно
друг друга на время 𝒯 = 2𝜋/𝜔𝜏 , вектор напряжённости поля гармоники
даётся выражением: 𝐹Ω(𝑡) = 𝐹ΩRe[𝑒Ω𝑒

−𝑖Ω𝑡], 𝑒Ω — вектор поляризации гармо
ники, Ω — частота гармоники. Учитывая, что 𝐹Ω мало, можно представить
комплексную квазиэнергию 𝜖 в виде суммы 𝜖 = 𝜖0+Δ𝜖, где 𝜖0 — комплексная
квазиэнергия для сильного периодического поля с векторным потенциалом
𝐴𝜏(𝑡) и 𝐹Ω = 0, Δ𝜖 ∝ 𝐹Ω — линейная по 𝐹Ω поправка, обусловленная полем
гармоники.

Амплитуда ГВГ 𝒜(Ω) в сильном периодическом лазерном поле определя
ется Фурье-компонентой лазерно-индуцированного дипольного момента 𝐷Ω,
которая выражается через первую производную от Δ𝜖 [30](в работе исполь
зуется атомная система единиц):

𝒜(Ω) = 𝑒Ω
* ·𝐷Ω, (2)

𝐷Ω = −4
𝜕Δ𝜖

𝜕𝐹 *
Ω

, 𝐹 *
Ω = 𝐹Ω𝑒

*
Ω. (3)

Выражение для амплитуды ГВГ для случая периодического импульса полу
чается как предельный случай 𝜔𝜏 → 0 при фиксированном Ω [31]:

𝒜(Ω) = 𝑒Ω
* ·𝐷(Ω), 𝐷(Ω) = lim

𝜔𝜏→0
𝐷Ω/𝜔𝜏 , (4)

В разделе 1.3 сформулированы основные результаты первой главы.
Вторая глава диссертации посвящена применению адиабатического

приближения для вычисления амплитуды фотоотрыва и кулоновского факто
ра для парциальной амплитуды фотоотрыва в интенсивном низкочастотном
лазерном поле.

В разделе 2.1 рассматривается амплитуда фотоотрыва в адиабатиче
ском пределе, который реализуется для параметра Келдыша 𝛾 ≪ 1 (𝛾 =
𝜅𝜔/𝐹 , 𝜅 =

√︀
2𝐼𝑝, 𝐹 и 𝜔—напряжённость и частота лазерного поля соответ

ственно, 𝐼𝑝—потенциал ионизации) и 𝜔 ≪ 𝐼𝑝. В этом случае интеграл, опи
сывающий амплитуду фотоотрыва, может быть оценён методом перевала. В
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этом приближении амплитуда фотоотрыва может быть представлена в виде
суммы парциальных амплитуд:

𝒜(𝑝) =
∑︁
𝜈

𝑎𝜈(𝑝), (5)

где индекс 𝜈 нумерует перевальные решения, удовлетворяющие уравнению:

[𝑝+𝐴(𝑡𝜈)]
2 + 2𝐼𝑝 = 0, (6)

𝑝 — импульс фотоэлектрона, 𝐴(𝑡) — векторный потенциал лазерного поля,
𝑉 (𝑡) = 𝑝 + 𝐴(𝑡) — обобщённый импульс. Решениями уравнения (6) могут
быть только комплексные числа, 𝑡𝜈(𝑝) ≡ 𝑡𝜈 = 𝑡𝜈+ 𝑖Δ𝜈, где 𝑡𝜈 и Δ𝜈 веществен
ны. Отметим, что только корни с положительной мнимой частью (Δ𝜈 > 0)
должны быть включены в сумму (5), так как переход происходит из низко
лежащего в высоколежащее состояние [32].

В туннельном переделе 𝛾 ≪ 1 время подбарьерного движения мало, по
этому 𝜔Δ𝜈 ≪ 1 [16,33,34] и уравнение (6) можно формально разложить в ряд
по адиабатическому параметру Δ𝜈. С учётом этого разложения парциальная
амплитуда фотоотрыва в адиабатическом пределе принимает вид:

𝑎𝜈(𝑝) =
𝑓𝑙(𝑝, 𝑡𝜈)𝑒

𝑖𝑆(𝑝,𝑡𝜈)

√
2𝜋κ𝜈ℱ𝜈

𝑒−κ3
𝜈/(3ℱ𝜈), (7)

𝑆(𝑝, 𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

{︂
1

2
[𝑝+𝐴(𝑡′)]

2
+ 𝐼𝑝

}︂
𝑑𝑡′,

κ𝜈 =
√︀

𝜅2 + 𝑉 2
𝜈 , 𝑉𝜈 ≡ 𝑉 (𝑡𝜈),

ℱ𝜈 =

√︁
𝐹 2
𝜈 − 𝑉𝜈 · �̇�𝜈, 𝐹𝜈 ≡ 𝐹 (𝑡𝜈),

�̇�𝜈 ≡ 𝜕𝐹 (𝑡)/𝜕𝑡|𝑡=𝑡𝜈 ,

где 𝑓𝑙(𝑝, 𝑡) — некоторая гладкая функция, явный вид которой зависит от
пространственной симметрии волновой функции электрона в начальном со
стоянии (𝑙 — орбитальный момент электрона в начальном состоянии), 𝐹 (𝑡) =
−𝜕𝐴(𝑡)/𝜕𝑡 — вектор напряжённости лазерного поля.

В разделе 2.2 вычисляется кулоновский фактор для парциальной ам
плитуды фотоотрыва в адиабатическом приближении. Общий алгоритм вы
числения кулоновского фактора может быть разбит на четыре шага. Первым
шагом является определение траектории электрона 𝑟(𝑡), удовлетворяющей
граничным условиям в лазерном поле, 𝐹 (𝑡):(︂

𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡

)︂2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=𝑡𝜈

= −𝜅2, 𝑟(𝑡𝜈) = 0. (8)



10

В адиабатическом пределе (𝜔Δ𝜈 ≪ 1) траекторию движения электрона до
статочно рассмотреть в пределе малых времён, ограниченных лазерным пе
риодом 𝑇 : |𝑡−𝑡𝜈| ≪ 𝑇 , что позволяет разложить скорость электрона в окрест
ности точки 𝑡 = 𝑡𝜈 по параметру 𝜏 = 𝑡− 𝑡𝜈:

𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑝+𝐴(𝑡) ≈ 𝑉𝜈 − 𝐹𝜈𝜏 − �̇�𝜈

𝜏 2

2
. (9)

Интегрируя уравнение (9) по 𝜏 и учитывая начальное условие для 𝜏 = 𝑖Δ𝜈,
можно получить искомую траекторию:

𝑟(𝑡) = 𝑉𝜈(𝜏 − 𝑖Δ𝜈)−
𝐹𝜈

2

(︀
𝜏 2 +Δ2

𝜈

)︀
− �̇�𝜈

6
(𝜏 3 + 𝑖Δ3

𝜈). (10)

Следующим шагом является нахождение точек ветвления (𝑡(bp)) функ
ции

√︀
𝑟2(𝑡) в комплексной плоскости, удовлетворяющих условию 𝑟2(𝑡(bp)) =

0.
Третий шаг в определении кулоновского фактора заключается в вычис

лении кулоновской части действия вдоль найденной траектории 𝑟(𝑡):

𝛿𝑆(𝜁) =

∫︁
𝒞

𝑍√︀
𝑟2(𝑡)

𝑑𝑡, (11)

где 𝑍 — заряд атомного остова (𝑍 = 0 и 1 для отрицательных ионов и ней
тральных атомов соответственно). Полубесконечный контур интегрирования,
𝒞, выбирается так, чтобы он не пересекал линии разрезов, исходящих от то
чек ветвления 𝑡(bp). Интеграл (11) является логарифмически расходящимся в
перевальной точке, поэтому путь интегрирования должен стартовать с ком
плексного времени 𝑡 = 𝜁 близкого к 𝑡𝜈, которое будет исключено из оконча
тельного результата путём регуляризации:

Δ𝑆𝜈(𝑝) = lim
𝜁→𝑡𝜈

(︂
𝛿𝑆(𝜁) + 𝑖

𝑍

𝜅
ln |𝜅2(𝜁 − 𝑡𝜈)|

)︂
. (12)

В данном разделе проведён топологический анализ расположения точек ветв
ления функции 1/

√︀
𝑟2(𝑡) в комплексной плоскости времени. Найдены траек

тории движения точек ветвления и построен учитывающий их контур инте
грирования для вычисления кулоновского фактора.

Последним шагом является вычисление непосредственно самого куло
новского фактора. Если кулоновская поправка к действию является чисто
мнимой величиной, то для всех веток решения 𝜈 (как в случае монохромати
ческих полей), кулоновский фактор для амплитуды фотоотрыва будет зави
сеть от импульса:

𝑄𝜈(𝑝) = 𝑒−ImΔ𝑆𝜈(𝑝).
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Учёт эффектов кулонова поля производится путём умножения каждой
парциальной амплитуды 𝑎𝜈(𝑝), определяемой выражением (7), на коэффици
ент 𝑄𝜈:

𝒜(𝑝) =
∑︁
𝜈

𝑄𝜈𝑎𝜈(𝑝), (13)

𝑄𝜈 = 𝑄
(𝜈)
statℛ(𝜈), (14)

𝑄
(𝜈)
stat =

(︂
2𝜅3

𝐹𝜈

)︂𝑍/𝜅

, 𝐹𝜈 =
√︀
𝐹 2
𝜈 , (15)

ℛ(𝜈) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝐹𝜈

ℱ𝜈

[︃√︂
1 +

𝑉 2
𝜈

𝜅2
+

2√
3

√︃
1− 𝐹 2

𝜈

4ℱ2
𝜈

]︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑍/𝜅

. (16)

В разделе 2.3 сформулированы основные выводы ко второй главе.
В третьей главе развито адиабатическое приближение для ГВГ. Полу

чено выражение для амплитуды ГВГ, представленной в виде суммы парци
альных амплитуд, каждая из которых ассоциирована с классическими (дей
ствительными) замкнутыми траекториями, начинающимися в момент 𝑡′𝑗 и
заканчивающимися в момент 𝑡𝑗. Предложена модификация кулоновской по
правки для ГВГ. Получены уравнения для вычисления времён ионизации
электрона и его возврата к атомному остову:

𝐾 ′
𝑗 · �̇� ′

𝑗 +Δ′
𝑗 = 0, (17a)

𝐾2
𝑗 +Δ𝑗 = 2(Ω− 𝐼𝑝), (17b)

𝐾 ′
𝑗 = 𝐴(𝑡′𝑗) + 𝑝(𝑡′𝑗, 𝑡𝑗), �̇� ′

𝑗 ≡ 𝜕𝐾 ′
𝑗/𝜕𝑡

′
𝑗

𝐾𝑗 = 𝐴(𝑡𝑗) + 𝑝(𝑡′𝑗, 𝑡𝑗), 𝑝(𝑡′𝑗, 𝑡𝑗) = −
𝑡𝑗∫︁

𝑡′𝑗

𝐴(𝑡)𝑑𝑡/(𝑡𝑗 − 𝑡′𝑗),

Δ′
𝑗 = −1

6

(︂
κ𝑗

ℱ𝑗

)︂2 ...
𝐾 ′2

𝑗 , Δ𝑗 =

(︂
κ𝑗

ℱ𝑗

)︂2 𝜕2𝐾 ′
𝑗
2

𝜕𝑡′𝑗𝜕𝑡𝑗
,

κ𝑗 =
√︁
𝜅2 +𝐾 ′2

𝑗 , ℱ𝑗 =

√︁
𝐾 ′2

𝑗 , 𝜅 =
√︀

2𝐼𝑝,

𝐾 ′2
𝑗 ≡ 𝜕2𝐾 ′2

𝑗/𝜕
2𝑡′𝑗,

...
𝐾 ′2

𝑗 ≡ 𝜕3𝐾 ′2
𝑗/𝜕

3𝑡′𝑗.

В разделе 3.1 в рамках адиабатического приближения получено выра
жение для индуцированного дипольного момента. Интеграл, определяющий
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дипольный момент вычисляется с помощью метода стационарной фазы, что
приводит к представлению 𝐷(Ω) в виде суммы парциальных дипольных мо
ментов 𝑑𝑗:

𝐷(Ω) =
∑︁
𝑗

𝒫𝑗𝑑𝑗, (18)

где 𝒫𝑗 — фактор, учитывающий эффекты опустошения основного состояния,
вызванного туннельным распадом системы в лазерном поле [35]:

𝒫𝑗 = exp

⎡⎢⎣−1

2

𝑡′𝑗∫︁
−∞

Γ(𝐹 (𝑡))𝑑𝑡− 1

2

𝑡𝑗∫︁
−∞

Γ(𝐹 (𝑡))𝑑𝑡

⎤⎥⎦ , (19)

Γ(𝐹 )—вероятность туннельного распада в электрическом поле с напряжённо
стью 𝐹 = |𝐹 (𝑡)|.

Парциальные дипольные моменты в соотношении (18) можно предста
вить в виде произведения трёх факторов, соответствующих трём этапам фор
мирования гармоники в квазиклассической модели [12]:

𝑑𝑗 = 𝑎
(tun)
𝑗 𝑎

(prop)
𝑗 𝑓rec(𝐸). (20)

Первый фактор 𝑎
(tun)
𝑗 —туннельный и соответствует процессу выхода

электрона в континуум. Он определяется амплитудой фотоотрыва в адиа
батическом пределе [см. выражение (7)].

Следующий фактор 𝑎
(prop)
𝑗 описывает распространение электронного вол

нового пакета в модифицированном полем континууме с момента выхода элек
трона в непрерывный спектр, 𝑡′𝑗, до момента рекомбинации, 𝑡𝑗, и определяется
выражением:

𝑎
(prop)
𝑗 = 𝑖

𝑒−𝑖𝑆(𝑝𝑗 ,𝑡𝑗)+𝑖Ω𝑡𝑗 �̂�𝑗

(𝑡𝑗 − 𝑡′𝑗)3/2
√︁

𝐾𝑗 · �̇�𝑗

, (21)

�̂�𝑗 = 𝐾𝑗/
√
2𝐸

Последний множитель в выражении для парциального дипольного мо
мента 𝑑𝑗, 𝑓rec(𝐸), в точности равен амплитуде фоторекомбинации (в рамках
модели МЭР) из состояния континуума с импульсом 𝑘 (𝑘 =

√
2𝐸), направ

ленным вдоль вектора поляризации излучаемого линейно поляризованного
фотона, в основное состояние с 𝑙 = 0.

Спектральная плотность излучения связана с Фурье-образом дипольно
го момента 𝐷(Ω) соотношением [31] :

𝜌(Ω) =
Ω4

4𝑐3
|𝐷(Ω)|2 , (22)
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𝑐 — скорость света.
В разделе 3.2.1 выполнен анализ МКО и показано, что адиабатиче

ское приближение является асимптотикой МКО. Проведено сравнение ре
зультатов для времён ионизации и рекомбинации в линейно поляризованном
и бициркулярном лазерных полях, полученных с помощью адиабатического
приближения, с решениями МКО и системы перевальных уравнений в клас
сическом пределе (𝐼𝑝 = 0).

В разделе 3.2.2 проведён анализ поведения амплитуды ГВГ в области
каустики (слияние двух классических траекторий).

В разделе 3.3 получен кулоновский фактор для парциальной ампли
туды ГВГ в адиабатическом приближении и приведена зависимость кулонов
ского фактора от энергии гармоник в бициркулярном лазерном поле.

В разделе 3.4 сформулированы выводы к третьей главе.
Четвёртая глава посвящена применению развитой адиабатической тео

рии для случая ГВГ в бициркулярном поле, анализу спектров ГВГ и их осо
бенностей, обусловленных временной задержкой между двумя компонентами
импульсного бициркулярного поля. Представлено сравнение аналитических
расчётов с результатами численного интегрирования нестационарного урав
нения Шрёдингера. Предложен механизм контроля свойств ГВГ и степени
циркулярной поляризации посредством изменения временной задержки меж
ду компонентами бициркулярного поля.

В разделе 4.1 рассмотрен процесс ГВГ в бициркулярном поле с дву
мя монохроматическими компонентами циркулярно поляризованными в про
тивоположных направлениях. Получено общее выражение для энергий ди
польно-разрешённых гармоник. Показано, что генерируемые гармоники име
тют энергию (3𝑛 + 1)𝜔 или (3𝑛 − 1)𝜔 и циркулярно поляризованы. Данные
результаты находятся в согласии со спектром ГВГ, вычисленным без учёта
эффектов истощения основного состояния. Эффекты истощения приводят к
существенному уширению и сдвигу пиков ГВГ и изменению поляризационно
го состояния гармоник.

В разделе 4.2 проведено сравнение аналитических результатов, полу
ченных в адиабатическом приближении, с численным решением нестационар
ного уравнения Шрёдингера для бициркулярного лазерного поля:

𝐹 (𝑡) = −𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
, 𝐴(𝑡) =

𝜕𝑅(𝑡)

𝜕𝑡
, (23a)

𝑅(𝑡) = 𝑅1(𝑡) +𝑅2(𝑡− 𝑇d), (23b)

𝑅𝑖(𝑡) =
𝐹

𝜔2
𝑖

𝑓𝑖(𝑡)(𝑒𝑥 cos𝜔𝑖𝑡+ 𝜂𝑖𝑒𝑦 sin𝜔𝑖𝑡), (23c)

𝑓𝑖(𝑡) = 𝑒−2 ln 2 𝑡2/𝜏2𝑖 (23d)

где 𝐹 — напряжённость каждой компоненты поля 𝐹 (𝑡), 𝜔𝑖 — несущая часто
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Рис. 1. Часть спектра ГВГ (полный спектр представлен во вставке) (a) и степень цир
кулярной поляризации (b) для бициркулярного поля (23). Параметры, используемые в
расчётах: 𝐼 = 𝑐𝐹 2/(8𝜋) = 1014 Вт/см2, 𝑁1 = 𝑁2 = 3, 𝑇d = 0 и 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 = 1.8 мкм. Чёр
ные линии: результаты решения НУШ; серые линии: результаты аналитического решения
(AП).

та 𝑖-ой компоненты (𝜔1 = 𝜔2/2 ≡ 𝜔), 𝜂𝑖 — эллиптичность 𝑖-ой компоненты
(𝜂1 = −𝜂2 = 1), 𝜏𝑖 = 2𝜋𝑁𝑖/𝜔 длительность 𝑖-ой компоненты, 𝑁𝑖 — число пол
ных периодов 𝑖-го импульса, 𝑇d — временная задержка между компонентами
поля (отрицательная временная задержка означает то, что 2𝜔-импульс опере
жает 𝜔-импульс). Из рис. 1 видно, что аналитические результаты находятся
в хорошем согласии с численными.
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Рис. 2. Зависимость выхода гармоник (a) и степени циркулярной поляризации (b) от
временной задержки между компонентами бициркулярного поля вида (23) при фиксиро
ванном Ω = 2.48 ат.ед. Параметры лазерного поля: 𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 = 1.6 мкм,
𝑁1 = 3, 𝑁2 = 2.

На основании полученных спектров выделен ряд основных эффектов,
наблюдаемых в бициркулярном поле. Во-первых, в отличие от случая ли
нейной поляризации в спектре ГВГ для бициркулярного поля отсутствует
ярко выраженное плато, в конце которого наблюдается резкий обрыв спек
тра (см. рис. 1). Во-вторых, зависимость выхода ГВГ и степени циркулярной
поляризации от временной задержки между импульсами имеет осцилляцион
ный характер (см. рис. 2), из чего следует, что временная задержка может
быть использована для контроля над поляризационными свойствами сгенери
рованных гармоник. В-третьих, для некоторых фиксированных временных
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Рис. 3. Спектр ГВГ (a) и степень циркулярной поляризации гармоник (b) для бицирку
лярного поля (23) с временной задержкой между компонентами 𝑇d = −𝑇 , где 𝑇 = 2𝜋/𝜔.
Параметры лазерного поля: 𝐼 = 1014 Вт/см2, 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 = 1.6 мкм, 𝑁1 = 2, 𝑁2 = 2.
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Рис. 4. Модель системы двух диполей.

задержек в ГВГ спектре отсутствуют гармоники с энергией Ω = (3𝑛 ± 1)𝜔.
Этот результат указывает на зависимость спектрального состава генерируе
мого излучения от времени задержки и возможность генерации гармоник с
энергиями Ω = 3𝑛𝜔 (см. рис. 3), запрещённых правилами дипольного отбо
ра для случая монохроматических компонент. В-четвёртых, в спектре ГВГ
и степени циркулярной поляризации гармоник отсутствует симметрия для
отрицательной и положительной временных задержек (см. рис. 2).

В разделе 4.2.1 представлен анализ замкнутых классических траекто
рий и ионизационного фактора в бициркулярном поле.

В разделе 4.2.2 для объяснения свойств полученных спектров ГВГ
предложена модель двух диполей. Из траекторного анализа следует, что для
небольших временных задержек между компонентами импульсного бицирку
лярного поля наиболее существенными оказываются только две траектории,
определяемые двумя парциальными диполями. В этом случае процесс ГВГ
может быть описан аналогично излучению системой двух диполей, осцилли
рующих на частоте Ω, с разностью фаз Φ (см. рис. 4) (в случае длинного
бициркулярного импульса излучение гармоники происходит системой трёх
диполей с относительным углом между ними в 120∘ градусов).

Выражения для вычисления выхода ГВГ и степени циркулярной поля
ризации в модели двух диполей, в которой 𝐷(Ω) = 𝑑1 + 𝑑2𝑒

−𝑖Φ, имеют вид:
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𝜌(Ω) =
Ω4𝑑1𝑑2
2𝑐3

[𝛿 + cos𝛼 cosΦ] , (24a)

𝜉 = − sin𝛼 sinΦ

𝛿 + cos𝛼 cosΦ
, (24b)

где 𝛿 = (𝑑21 + 𝑑22)/(2𝑑1𝑑2), Φ = Δ𝑆 + Ω(𝑡1 − 𝑡2), Δ𝑆 = 𝑆(𝑡1, 𝑡
′
1) − 𝑆(𝑡2, 𝑡

′
2), 𝑆

— классическое действие электрона при движении по замкнутой траектории,
(𝑡′1, 𝑡1) и (𝑡′2,𝑡2) — времена начала и окончания движения по первой и второй
замкнутой траекториям соответственно, определяющие дипольные моменты
𝑑1 и 𝑑2, 𝛼 ≃ 120∘.

Таким образом, использование бициркулярного поля с двумя короткими
импульсами и временной задержкой между ними даёт возможность контро
лировать относительную фазу между двумя диполями и их амплитуду, что
означает возможность контроля свойств ГВГ и степени циркулярной поляри
зации гармоник.

В разделе 4.3 сформулированы выводы к четвёртой главе.
В Заключении приводятся основные результаты диссертации:

1. Дано обобщение модели эффективного радиуса с двумя связанными
состояниями на случай интенсивного лазерного поля с произвольной
огибающей.

2. Разработана аналитическая модель, позволяющая вычислить амплиту
ду ГВГ в интенсивном низкочастотном лазерном поле с произвольной
временной структурой.

3. В адиабатическом приближении вычислены кулоновские факторы для
парциальных амплитуд фотоотрыва и ГВГ.

4. Предложена процедура обобщения аналитического результата для вы
хода ГВГ в модели эффективного радиуса на случай реальных атомов, и
исследована точность предложенного обобщения путём сравнения ана
литических расчётов для атома водорода с результатами численного
интегрирования нестационарного уравнения Шрёдингера.

5. Предложен механизм управления выходом и степенью циркулярной по
ляризации гармоник с помощью временной задержки между двумя цир
кулярно поляризованными компонентами импульсного бициркулярного
лазерного поля с несущими частотами 𝜔 и 2𝜔.

Основные результаты диссертации получены в рамках Государственного
задания №3.1659.2017/4.6.
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