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Список сокращений и условных обозначений

BO — приближение Борна-Оппенгеймера "Born–Oppenheimer"

IBO — обратное приближение Борна-Оппенгеймера

"inverse Born–Oppenheimer"

MQDT — многоканальная теория квантового дефекта

"multichannel quantum defect thoery"

MND — сшивание с ближним диполем "matching with near dipole"

MFD — сшивание с дальним диполем "matching with far dipole"

𝑑 — дипольный момент молекулярного остова

𝐵 — врашательная постоянная молекулярного остова

𝑟𝑀 — оптимальный радиус сшивания

𝑛 — главное квантовое число

𝑙 — орбитальное момент

𝑚 — проекция орбитального момента

𝜈 — эффективное главное квантовое число

�̃� — эффективное орбитальный момент

𝜇 — квантовый дефект

𝐽 — полный момент молекулы

𝐿+ — суммарный орбитальный момент электронов остова

𝑆+ — суммарный спиновый момент электронов остова

𝑗 — полный момент остова

Ω — углы Эйлера

𝑀 — проекция 𝐽 на лабораторную ось

Λ — проекция 𝐽 на молекулярную ось

𝐷 — функций Вигнера

𝜆 — постоянная разделения

𝑌 — сферические гармоники

𝑌 — диполь-сферические функции
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△𝐸𝑞𝑑 — квантоводефектный сдвиг энергии уровня

𝑛𝑟 — радиальное квантовое число

𝑄 — квадрупольный момент молекулярного остова

𝑊 — тензор Рака

𝜇B — магнетон Бора

𝛿 — величина расщипления остовного 𝜔 – дублета

𝜔 — проекция L̂
+
+ Ŝ+ на молекулярную ось
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Введение

Актуальность темы исследования. Спектроскопия высоковозбужден

ных состояний представляет собой важную область атомной и молекулярной

спектроскопии [1]. К ним относятся состояния с энергиями, близкими к поро

гу ионизации системы, известные как ридберговские состояния. Такие состоя

ния допускают эффективное описание в одночастичном приближении, при ко

тором один из электронов, так называемый ридберговский электрон, обладает

большой энергией и движется в поле потенциала атомного или молекулярного

остова. В поле остова доминирует монопольный кулоновский потенциал, тогда

как вклад высших мультипольных компонент относительно невелик. По этой

причине состояние ридберговского электрона близко к водородоподобному, от

личие от которого характеризуется поправкой к главному квантовому числу

ридберговского электрона, называемой квантовым дефектом. Таким образом,

именно анализ квантовых дефектов ридберовских состояний позволяет полу

чить информацию о свойствах остова системы.

Метод квантового дефекта был разработан Ситоном в классических рабо

тах [2–4]. На его основе была развита многоканальная теория квантового дефек

та (MQDT, multichannel quantum defect thoery), учитывающая взаимодействие

ридберговских состояний, относящихся к разным уровням остова. MQDT по

лучила широкое применение как для атомов [5–9], так и для молекул [10–18].

Современный уровень развития MQDT представлен в работах [19–21].

Обобщенное теоретическое описание высоковозбужденных атомных и мо

лекулярных ридберговских состояний имеет важное значение для интерпрета

ции спектров астрономических объектов [22–24]. В лабораторных условиях рид

берговские состояния получают вплоть до значений главного квантового числа

𝑛 ≃ 300 [25]. Высокая чувствительность ридберговских состояний к внешним

полям и их дальнодействующие взаимодействия являются очень привлекатель

ными для технологических приложений, например, таких как квантовые вы
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числения [26–34]. Особую группу ридберговских состояний образуют состояния

с высокими значениями орбитального момента 𝑙. Их волновые функции сла

бо перекрываются с волновыми функциями остовных электронов, поэтому эти

состояния принято называть непроникающими. Спектры непроникающих рид

берговских состояний представляют существенный интерес, потому что их ин

терпретация позволяет определять с высокой точностью свойства остова (атом

ного или молекулярного) [11, 13, 35–37]. Непроникающие ридберговские состоя

ния ответственны за аномальное повышение времени жизни высоких ридбергов

ских состояний важных для zero electron kinetic energy (ZEKE) и mass analyzed

threshold ionization (MATI) спектроскопий [38–51]. Этот эффект наблюдается не

только для атомов и простых молекул, но и для больших многоатомных моле

кул [52]. В то же время, даже небольшие квантовые дефекты непроникающих

ридберговских состояний имеют важное значение для процессов полевой иони

зации, так как значение квантового дефекта определяет механизм ионизации

[15, 38].

Недавняя идентификация ряда новых ридберговских серий с высокими

значениями 𝑙 в атомных спектрах [53–57] позволяет ожидать появления точ

ных спектроскопических данных и для молекулярных непроникающих ридбер

говских состояний, что вызывает потребность в разработке соответствующих

теоретических методов.

Вместе с тем, оксид серы SO и его катион SO+ представляют большой

интерес для ряда химических и астрофизических задач. В частности, они на

блюдались в межзвездных облаках и планетарных атмосферах, таких как ат

мосфера Юпитера и тропосфера Земли, где они выступают важным звеном в

атмосферных химических процесах [58–64]. К сожалению, традиционные техни

ки ab initio являются неэффективными для расчета спектра и волновых функ

ций высоковозбужденных состояний. В связи с этим возникает потребность в

разработке техники, основанной на методе квантового дефекта.

Цель диссертационной работы – обобщение MQDT для ридберговских
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состояний полярных молекул. В рамках данной цели выделяются следующие

конкретные задачи:

1. Построение общей классификации ридберговских состояний полярных мо

лекул на примере молекулы SO. Получение асимптотических выражений

для значений квантового дефекта. Проведение сравнительного анализа

квантовых дефектов, получаемых из асимптотических выражений и с по

мощью процедуры диагонализации. Оценка влияния 𝜔–удвоения остов

ных состояний на ридберговский электрон.

2. Разработка обобщенного MQDT подхода для расчета спектра и волновых

функций непроникающих ридберговских состояний полярных молекул на

примере молекулы SO с учетом 𝑙-отвязывания для ридберговского элек

трона вследствие вращения остова, а также 𝑙-связывания из-за несферич

ности остовного дипольного потенциала.

3. Оценка и оптимизация точности получаемых "сшитых"волновых функ

ций. Получение аналитических выражений для невязки в прямом и обрат

ном приближениях Борна-Оппенгеймера (BO, "Born–Oppenheimer"и IBO,

"inverse Born–Oppenheimer"). Проведение численного расчета в промежу

точной области и определение оптимального радиуса сшивания, обеспечи

вающего наилучшую точность волновой функции, на примере молекулы

SO.

Научная новизна. В диссертации впервые построена общая классифи

кация ридберговских состояний полярных молекул на примере молекулы SO,

включающая области BO, IBO, промежуточную область и область исчезнове

ния дипольного квантового дефекта. Произведены оценки энергетических гра

ниц указанных областей.

Впервые в рамках MQDT разработана техника сшивания волновых функ

ций, получаемых в приближениях BO и IBO для полярных молекул, на приме
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ре молекулы SO. Проанализирована значимость отвязывания углового момен

та ридберговского электрона от оси симметрии молекулярного остова. Обнару

жено и исследовано резонансное поведение ридберговских термов, связанное с

кратностью частот обращения ридберговского электрона, прецессии его орбиты

и вращение молекулярного остова.

Впервые выполнена оценка точности волновых функций, получаемых ме

тодами MQDT. Это оценка базируется на расчете нормы невязки, получаемой

при подстановке волновой функции в молекулярное уравнение Шредингера.

Произведена оптимизация точности волновой функции путем определения оп

тимального радиуса сшивания для функции BO и IBO на примере молекулы

SO.

Положения, выносимые на защиту:

1. Общая классификация ридберовских состояний полярных молекул на при

мере молекулы SO. Асиптотические выражения для значения квантового

дефекта. Сравнительный анализ величин квантовых дефектов, получае

мых из асимптотических выражений и с помощью процедуры диагонали

зации. Оценка влияния 𝜔–удвоения остовных состояний на ридберговский

электрон. Вклад магнитного диполь-дипольного взаимодействия в кван

товый дефект является пренебрежимо малым.

2. Обобщенный MQDT подход для расчета спектра и волновых функций

непроникающих ридберговских состояний полярной молекулы на приме

ре молекулы SO с учетом 𝑙-отвязывания для ридберговского электрона

вследствие вращения остова, а также 𝑙-связывания из-за несферичности

остовного дипольного потенциала.

3. Оценка и оптимизация точности получаемых сшитых волновых функций

на примере молекулы SO.

Степень достоверности и апробация результатов. Основные резуль
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таты диссертации докладывались на следующих конференциях:

1. Научная сессия Воронежского государственного университета (2012)

2. 22nd Colloquium on High-Resolution Molecular Spectroscopy (HRMS 2011)

29 August - 02 September, Dijon, France

3. XX Конференция по фундаментальной атомной спектроскопии (ФАС-XX)

23 - 27 Сентября, 2013, Воронеж, Россия

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 4 печатных рабо

тах, из них 2 статьи в рецензируемых журналах из списка ВАК [65, 66] и 2

публикации в сборниках трудов и тезисов конференций [67, 68] .

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубли

кованные работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводи

лась совместно с соавторами, причем вклад диссертанта был определяющим.

Все представленные в диссертации результаты получены лично автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

обзора литературы, 3 глав, заключения и библиографии.

В первой главе дан обзор ридберовских состояний полярных молекул на

основе прямого приближения Борна-Оппенгеймера (BO) на примере молекулы

SO. Получены асимптотические выражения для значения квантового дефекта и

произведен сравнительный анализ величин квантовых дефектов, получаемых

из асиптотических выражений и с помощью процедуры диагонализации. Так

же показано, что вклад магнитного диполь-дипольного взаимодействия в кван

товый дефект пренабрежимо мал.

Во второй главе дан классификации ридберовских состояний полярных мо

лекул на основе обратного приближения Борна-Оппенгеймера (IBO) на примере

молекулы SO. Получены асимптотические выражения для значения квантово

го дефекта и произведен сравнительный анализ величин квантовых дефектов,
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получаемых из асиптотических выражений и с помощью процедуры диагона

лизации. Даны оценки для влияния 𝜔–удвоения остовных состояний на ридбер

говский электрон.

В третьей главе разработан обобщенный MQDT подход для расчета спек

тра и волновых функций непроникающих ридберговских состояний полярной

молекулы на примере молекулы SO с учетом 𝑙-отвязывания для ридберговского

электрона вследствие вращения остова, а также 𝑙-связывания из-за несферич

ности остовного дипольного потенциала.

Общий объем диссертации 95 страниц, из них 85 страницы текста, включая

35 рисунков. Библиография включает 101 наименование на 10 страницах.
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Обзор литературы

Метод квантового дефекта был разработан Ситоном в классических рабо

тах [2–4]. Впоследствии был развит мощный аппарат на основе метода кванто

вого дефекта – многоканальная теория квантового дефекта (MQDT), учитыва

ющая взаимодествие ридберговских состояний, относящихся к разным уровням

остова [10, 15, 69–72].

Движение электрона в непроникающем ридберговском состоянии описы

вается его дальнодействующим взаимодействием с остовом, а именно, взаимо

действием с кулоновским потенциалом, комбинированным с потенциалом сво

бодно вращающегося диполя. В настоящее время существует два подхода для

анализа этого взаимодействия. С одной стороны, используется приближение

Борна-Оппенгеймера (BO), применимое когда диполь покоится или медленно

движется по сравнению с движением электрона. Показано, что в данном прибли

жении можно разделить радиальные и угловые переменные и в явном виде за

писать решение уравнения Шредингера для ридберговского электрона [73, 74].

С другой стороны, рассмотрен противоположенный случай, так называемое об

ратное приближение Борна-Оппенгеймера (IBO), которое имеет место, когда

движение диполя намного быстрее, чем движение электрона. Оказалось, что

и в этом случае удается разделить переменные и явно выписать решение [75].

Этот подход был обобщен на случай сложной структуры остова [76]. В работе

[77] рассматривалось влияние стационарных состояний остова на ридберговский

электрон. Эти остовные состояния в общем случае представляют собой компо

ненты остовного 𝜔–дублета. В этих стационарных состояниях средний остовный

дипольный момент равен нулю, так что ридберговский электрон движется в чи

сто кулоновском поле [77]. Подход, описанный в работах [73, 75] в комбинации с

техникой функции Грина, был использован для расчета поляризуемостей непо

лярных молекул [78] и расширен на полярные молекулы NO [79], LiH, NaH,

CaF, BF [80].
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Влияние остовного дипольного момента в рамках MQDT на ридберговские

спектры реальных полярных молекул широко исследовалось как теоретически,

так и экспериментально группами Юнгена (Jungen) и Филда (Field) и другими

исследователями [11–13, 19, 81–87]. В частности, в работе [11] были рассчита

ны ридберговские спектры молекул CaF и BaF для 5 ≤ 𝑛 ≤ 12, 0 ≤ 𝑙 ≤ 6.

Однако, этот расчет был полностью выполнен в приближении BO, так что вли

яние вращения остова не было учтено. Вращение остова было учтено в работах

[13, 19, 88], но при этом эффект дальнодействующего дипольного потенциала

не был последовательно учтен в области IBO.

В отличие от упомянутых выше работ, в настоящем исследовании предла

гается общая классификация ридберговских состояний полярных молекул на

примере молекулы SO, включающая в качестве предельных как BO так и IBO

случаи, и предлагается обобщенный метод MQDT, пригодный в промежуточ

ной энергитической области и обеспечивающий учет воздействия дипольного

потенциала в дальной пространственной области.

.
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Глава 1

Прямое приближение Борна-Оппенгеймера

1.1. Эффективный гамильтониан

Возьмем гамильтониан для описания ридберговских состояний полярной

двухатомной молекулы в следующем виде [89]:

𝐻 = 𝐻+ +
p2

2
− 1

𝑟
− dr

𝑟3
, (1.1)

где векторы r и p – радиус-вектор и импульс ридберговского электрона, d –

дипольный момент остова, 𝐻+ – оператор центробежной энергии ядер:

𝐻+ = 𝐵N̂2, (1.2)

𝐵 – вращательная константа, N̂–орбитальный момент ядер:

N̂ = Ĵ− L̂+ − Ŝ+ − l̂. (1.3)

Ĵ – полный момент молекулы (исключая спин ридберговского электрона), L̂+

и Ŝ+ – суммарный орбитальный и спиновый моменты электронов остова, l̂ –

орбитальный момент ридберговского электрона. Предполагается случай Хунда

(а) для остова, следовательно проекция L̂+ + Ŝ+ на молекулярную ось есть

хорошее квантовое число 𝜔. Спин ридберговского электрона и колебания остова

не учитываются.

1.2. Общий формализм

Дополнительные трудности в описании молекулярных ридберговских со

стояний по сравнению с атомными обусловлены двумя обстоятельствами: (1)
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наличие колебательного и вращательного спектров и (2) присутствие дально

действующего дипольного потенциала остова. Действительно, квадрупольные

моменты характерны как для молекул так и для атомов, а мультипольные мо

менты высших порядков в обоих случаях могут быть включены в короткодей

ствующую часть потенциала. Влияние поляризуемости атомного остова на кван

товые дефекты рассматривалось в работе [90]. Эффекты, связанные со спином

ридберговского электрона, не рассматриваются в настоящей работе, за исклю

чением магнитного диполь-дипольного взаимодействия (формула (1.25) ниже).

Ограничимся рассмотрением непроникающих ридберговских состояний,

т.е. состояний с незначительным проникновением ридберговского электрона в

молекулярный остов. Оценки показывают, что, например, для H2 и CaF рид

берговские состояния с 𝑙 ≥ 2 и 𝑙 ≥ 3, соответственно, можно рассматривать

как непроникающие (см., например, работы [11, 91]). Можно предположить,

что состояния с такими 𝑙 будут непроникаюшими и для большинства других

двухатомных молекул. В непроникающих состояниях движение ридберговско

го электрона в основном зависит от кулоновской и дипольной частей остовного

потенциала, что позволяет провести разделение волновой функции ридбергов

ского электрона на радиальную и угловую части в приближениях BO и IBO,

как будут показано ниже. В промежуточной области между BO и IBO такое

разделение невозможно, и волновая функция должна быть найдена численно.

В этом разделе рассмотрим вопрос о влиянии дипольного момента на дви

жение ридберговского электрона в приближении BO. В этом приближении мо

мент импульса ридберговского электрона сильно связан с осью симметрии осто

ва. Как показано в работах [73, 92], это имеет место, когда прецессия орбиты

ридберговского электрона имеет более высокую частоту, чем вращение молеку

лы в целом:

4𝐵 𝐽 ≪ |△𝐸𝑞𝑑| =
|𝜇|
𝑛3

. (1.4)

Здесь 𝐽 – полный момент молекулы (исключая спин ридберговского элек
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трона), 𝑛 – главное квантовое число, 𝜇 – квантовый дефект т.е. поправка к

главному квантовому числу в формуле Ридберга

𝐸𝑛 = −1

2
(𝑛− 𝜇)−2, (1.5)

а

△𝐸𝑞𝑑 =
|𝜇|
𝑛3

(1.6)

квантоводефектный сдвиг энергии уровня. В этом приближении движение рид

берговского электрона можно рассматривать в молекулярной системе отсчета,

приближенно считая эту систему неподвижной. При этом гамильтониан (1.1)

перепишется в следующем виде:

𝐻 = 𝐵𝐽2 +𝐻𝐵𝑂, 𝐻𝐵𝑂 =
𝑝2

2
− 𝑑

𝑟2
cos 𝜃 − 1

𝑟
. (1.7)

где 𝜃 – угол между d и r, p – импульс ридберговского электрона в молеку

лярной системе отсчета. Это позволяет разделить переменные в стационарном

уравнении Шредингера и искать волновую функцию в виде:

ΨBO
𝑙𝑚 = 𝑅BO

𝜈𝑙𝑚(𝑟)𝑍
BO
𝑙𝑚 (𝜃, 𝜙,Ω), (1.8)

ΨBO
𝑙𝑚 будем называть кулон-дипольной функцией в приближении Борна-Оппен

геймера. Угловую функцию для непроникающих ридберговских состояний непо

лярной молекулы (𝑑 = 0) можно записать в виде

𝑍BO
𝑙𝑚 (𝜃, 𝜙,Ω) = Φ𝐽

𝑀,Λ(Ω)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜙), (1.9)

где Ω – углы Эйлера, определяющие пространственную ориентацию молекулы,

𝑌 – сферические гармоники, 𝜃 и 𝜙 – сферические углы ридберговского электро

на в молекулярной системе отсчета, 𝑀 и Λ = 𝜔+𝑚 – проекции J на лаборатор

ную и молекулярную оси соответственно. Компонента Φ связана с вращением

всей молекулы и может быть выражена через 𝐷-функцию Вигнера [93, 94].

Φ𝐽
𝑀,Λ(Ω) =

√︂
2𝐽 + 1

8𝜋2
𝐷𝐽*

𝑀,Λ(Ω). (1.10)
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Для полярных молекул (𝑑 ̸= 0) сферические гармоники 𝑌 в (1.9) должны быть

модифицированы:

𝑍BO
𝑙𝑚 (𝜃, 𝜙,Ω) = Φ𝐽

𝑀,Λ(Ω)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜙), (1.11)

где 𝑌 – диполь-сферические функции (см. Рис. (1.1-1.5)):

−Δ𝜃,𝜙𝑌 − 2𝑑 cos(𝜃)𝑌 = �̃�(�̃� + 1)𝑌 , (1.12)

которые можно разложить по обычным сферическим гармоникам:

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜙) =
∞∑︁

ℓ=|𝑚|

𝑎
(𝑙𝑚)
ℓ 𝑌ℓ𝑚(𝜃, 𝜙), (1.13)

где коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑚)
ℓ удовлетворяют уравнениям:

−2𝑑
∑︁

𝑙′=ℓ±1

(︂
2𝑙

′
+ 1

2ℓ+ 1

)︂1/2

𝐶ℓ0
𝑙′010

𝐶ℓ𝑚
𝑙′𝑚10

𝑎
(𝑙𝑚)
𝑙′ (1.14)

= [𝜆(𝑙𝑚) − ℓ(ℓ+ 1)]𝑎
(𝑙𝑚)
ℓ ,

где 𝜆 – постоянная разделения. Если 𝑑 = 0, то 𝜆(𝑙𝑚) = 𝑙(𝑙 + 1) для всех 𝑚.

Таким образом, 𝜆(𝑙𝑚) и набор коэффициентов 𝑎
(𝑙𝑚)
𝑙′ можно найти численно, как

собственные значения и собственные векторы системы (1.14) [73]. Значения 𝜆(𝑙𝑚)

можно выразить через эффективный орбитальный момент �̃�:

𝜆(𝑙𝑚) = �̃�(�̃� + 1), (1.15)

и наоборот,

�̃� =
√︁

𝜆(𝑙𝑚) + 1/4− 1/2. (1.16)

Следует отметить, что индекс 𝑙 в (1.11, 1.13) перестает быть моментом ридбер

говского электрона l. Здесь это лишь индекс, нумерующий модифицированные

функции 𝑌 . Тогда квантовые дефекты, связанные с остовным дипольным мо

ментом можно найти как

𝜇𝑑 = 𝑙 − �̃� = 𝑙 −
√︁
𝜆(𝑙𝑚) + 1/4 + 1/2. (1.17)
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Радиальные функции удовлетворяют уравнению:

Δ𝑟𝑅 + 2

[︂
1

𝑟
+ 𝐸

]︂
𝑅− 𝜆(𝑙𝑚)

𝑟2
𝑅 = 0, (1.18)

где Δ𝑟 – радиальная часть лапласиана. Решением этого уравнения является

радиальная кулоновская функция с заменой целого значения 𝑙 на нецелое �̃�:

𝑅BO
𝜈𝑙𝑚(𝑟) =

1

𝜈𝑟

(︂
𝑛𝑟!

Γ(𝑛𝑟 + �̃� + 1)

)︂1/2(︂
2𝑟

𝜈

)︂�̃�+1

(1.19)

× exp
(︁
−𝑟

𝜈

)︁
𝐿2�̃�+1
𝑛𝑟

(︂
2𝑟

𝜈

)︂
, 𝜈 = 𝑛𝑟 + �̃� + 1.

Здесь 𝑛𝑟 = 0, 1, . . . –радиальное квантовое число, 𝐿–полиномы Лагерра.

Как можно видеть из рис. 1.1 – 1.5, влияние остовного дипольного момента

приводит к смещению распределения электронной плотности, в связи с появле

нием силы, действующей на электрон в направлении дипольного момента [95].

Можно дополнительно учесть квадрупольный момент молекулярного осто

ва 𝑄, включив его как малое возмущение в гамильтониан:

𝐻𝐵𝑂 =
𝑝2

2
− 𝑑

𝑟2
cos 𝜃 − 1

𝑟
+

√︂
4𝜋

5

𝑄

𝑟3
𝑌20(𝜃, 𝜙). (1.20)

Для малых 𝑑 и 𝑄 можно вывести следующие асимптотические выражения для

соответствующих вкладов в квантовый дефект при 𝑙 > 0 [11, 13, 65, 67, 74]:

𝜇𝑑 = − 2(𝑙(𝑙 + 1)− 3𝑚2)

𝑙(𝑙 + 1)(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 1)(2𝑙 + 3)
𝑑2, (1.21)

𝜇𝑄 =
2(𝑙(𝑙 + 1)− 3𝑚2)

𝑙(𝑙 + 1)(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 1)(2𝑙 + 3)
𝑄. (1.22)

Для 𝑙 = 0, 𝜇𝑑 ≈ 2𝑑2/3 и 𝜇𝑄 = 0. Для некоторых 𝑙 ̸= 0 значения квантовых

дефектов приведены на рисунках (1.6 – 1.8). Как можно видеть из рисунков

(1.6 – 1.8), асимптотическое выражение (1.21) дает хорошее согласие с решением

системы уравнений (1.14).

Энергия вращения остова в приближении BO дается усреднением [96]:

𝐸+
𝑟𝑜𝑡 =

⟨︀
ΨBO

𝑙𝑚 |𝐻+|ΨBO
𝑙𝑚

⟩︀
= 𝐵(Ĵ− L̂+ − Ŝ+ − l̂)2 =

𝐵
(︁
𝐽(𝐽 + 1)− 2𝑚Λ + �̃�(�̃� + 1)− 2𝜔2 + (L̂+ + Ŝ+)2

)︁
.

(1.23)
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Рис. 1.1. |𝑌00| при 𝑑 = 0 ат. ед. – сплошная линия, 𝑑 = 1 ат. ед. – пунктирная линия, 𝑑 = 3

ат. ед. – точечная линия. Ось 𝑧 направлена вдоль дипольного момента. Как можно видеть,

влияние остовного дипольного момента приводит к смещению распределения электронной

плотности, в связи с появлением силы, действующей на электрон в направлении дипольного

момента.
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Рис. 1.2. |𝑌10| при 𝑑 = 0 ат. ед. – сплошная линия, 𝑑 = 1 ат. ед. – пунктирная линия, 𝑑 = 3

ат. ед. – точечная линия. Ось 𝑧 направлена вдоль дипольного момента. Как можно видеть,

влияние остовного дипольного момента приводит к смещению распределения электронной

плотности, в связи с появлением силы, действующей на электрон в направлении дипольного

момента.
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Рис. 1.3. |𝑌11| при 𝑑 = 0 ат. ед. – сплошная линия, 𝑑 = 1 ат. ед. – пунктирная линия, 𝑑 = 3

ат. ед. – точечная линия. Ось 𝑧 направлена вдоль дипольного момента. Как можно видеть,

влияние остовного дипольного момента приводит к смещению распределения электронной

плотности, в связи с появлением силы, действующей на электрон в направлении дипольного

момента.
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Рис. 1.4. |𝑌21| при 𝑑 = 0 ат. ед. – сплошная линия, 𝑑 = 1 ат. ед. – пунктирная линия, 𝑑 = 3

ат. ед. – точечная линия. Ось 𝑧 направлена вдоль дипольного момента. Как можно видеть,

влияние остовного дипольного момента приводит к смещению распределения электронной

плотности, в связи с появлением силы, действующей на электрон в направлении дипольного

момента.
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Рис. 1.5. |𝑌21| при 𝑑 = 0 ат. ед. – сплошная линия, 𝑑 = 1 ат. ед. – пунктирная линия, 𝑑 = 3

ат. ед. – точечная линия. Ось 𝑧 направлена вдоль дипольного момента. Как можно видеть,

влияние остовного дипольного момента приводит к смещению распределения электронной

плотности, в связи с появлением силы, действующей на электрон в направлении дипольного

момента.
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Рис. 1.6. Квантовый дефект как функция дипольного момента состояния 𝑙 = 1 𝑚 = 1.

Сплошная синия линия – асмптотическое выражение (1.21), красные точки – решение систе

мы (1.14). Как можно видеть, асимптотическое выражение дает хорошее согласие с решением

системы уравнений.
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Рис. 1.7. Квантовый дефект как функция дипольного момента состояния 𝑙 = 2 𝑚 = 0.

Сплошная синия линия – асмптотическое выражение (1.21), красные точки – решение систе

мы (1.14). Как можно видеть, асимптотическое выражение дает хорошее согласие с решением

системы уравнений.
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Рис. 1.8. Квантовый дефект как функция дипольного момента состояния 𝑙 = 2 𝑚 = 2.

Сплошная синия линия – асмптотическое выражение (1.21), красные точки – решение систе

мы (1.14). Как можно видеть, асимптотическое выражение дает хорошее согласие с решением

системы уравнений.
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Таблица 1.1. Квадрупольный момент 𝑄𝑧𝑧 катиона SO
+.

метод

базисный набор HF MP2 MP4 B3LYP

6-311G 0.64 0.71 0,79 0.72

6-311+G 0.67 0.70 0,77 0.77

6-311++G 0.63 0.69 0,78 0.75

Два последних слагаемых в этом выражении постоянны для конкретно

го электронного состояния остова поэтому их можно опустить. Тогда полная

энергия молекулы в этом приближении имеет вид

𝐸 =
⟨︀
ΨBO

𝑙𝑚 |𝐻|ΨBO
𝑙𝑚

⟩︀
=

𝐵
(︁
𝐽(𝐽 + 1)− 2Λ𝑚+ �̃�(�̃� + 1)

)︁
− 1

2𝜈2
,

𝜈 = 𝑛− 𝜇𝐵𝑂, 𝜇𝐵𝑂 = 𝑙 − �̃�.

(1.24)

1.3. Результаты для молекулы SO

В данном разделе обсуждаются квантовые дефекты и волновые функции,

рассчитанные в приближении BO с помощью выражений (1.14), (1.22) для мо

лекулы SO с дипольным моментом 𝑑 = 1 ат. ед. и вращательной константой

𝐵 = 3.271 × 10−6 ат. ед. [97, 98]. Значение квадрупольного момента 𝑄𝑧𝑧 ≈ 0.75

ат. ед. (см. Таблицу 1.1) расчитывались с помощью пакета Gaussian 09 различ

ными методами: HF – метод Хартри-Фока, MP2 и MP4 – теория возмущений

Меллера-Плессе второго и четвертого порядка (соответственно), B3LYP – функ

ционал Бека (метод функционала плотности).
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Результаты расчетов для нескольких ридберговских серий в приближении

BO представлены в таблицах (1.2 – 1.4). В приближении BO квантовые дефекты

Таблица 1.2. Дипольный квантовые дефекты в приближении BO (1.17) для молекулы SO.

𝑙

𝑚 0 1 2 3 4 5

0 0.6667 -0.0929 -0.0196 -0.0064 -0.0029 -0.0016

1 0.0664 -0.0085 -0.0047 -0.0025 -0.0014

2 0.0190 0.00008 -0.0011 -0.0009

3 0.0079 0.0010 -0.0002

4 0.0040 0.0009

5 0.0023

даются формулой (1.17). В таблице 1.2 даны дипольные квантовые дефекты.

В таблице 1.3 представлены квадрупольные квантовые дефекты расчитаные по

формуле (1.22). В таблицах (1.4 – 1.6) представлены коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑚)
𝑙′ .

1.4. Магнитное диполь-дипольное взаимодействие

Магнитные эффекты также могут быть приняты во внимание. Магнитное

диполь-дипольное взаимодействие между остовом и ридберговским электроном

имеет вид:

𝐻𝑀 =
𝜇2
B

𝑟3
(L+ + 2S+)(l+ 2s), (1.25)

где 𝜇B – магнетон Бора, L+, S+, l, s – угловой момент и спин остовнвых элек

тронов и ридберговского электрона. Соответствующий вклад в квантовый де
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Таблица 1.3. Квадрупольные квантовые дефекты в приближении BO (1.22) для молекулы

SO.

𝑙

𝑚 1 2 3 4 5

0 0.1 0.01429 0.00476 0.00216 0.00117

1 -0.05 0.00714 0.00357 0.00184 0.00105

2 -0.01429 0 0.00087 0.00070

3 -0.00595 -0.00076 0.00012

4 -0.00303 -0.00070

5 -0.00175
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Таблица 1.4. Коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑚)
𝑙′ в приближении BO при m=0 для молекулы SO

𝑙′

𝑙 0 1 2 3 4 5

0 0.898 0.434 0.069 0.006 0.0003 -0.00001

1 0.436 -0.865 -0.247 -0.026 -0.001 -0.00005

2 0.047 -0.253 0.951 0.166 0.012 0.0005

3 -0.002 0.017 -0.167 0.978 0.124 0.007

4 0.00003 -0.0005 0.009 -0.125 0.987 0.0999

5 −3 * 10−7 8 * 10−6 -0.0002 0.006 -0.1 0.991

Таблица 1.5. Коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑚)
𝑙′ в приближении BO при m=1 для молекулы SO

𝑙′

𝑙 1 2 3 4 5

1 0.976876 0.212862 0.0200676 0.00107838 0.0000376961

2 -0.213347 0.964286 0.156571 0.0109793 0.000451802

3 0.0140313 -0.157395 0.979988 0.120865 0.0066365

4 -0.000411307 0.00828755 -0.121149 0.987748 0.0979196

5 7 * 10−6 -0.000212136 0.00532164 -0.0980311 0.991768
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фект, как правило, на несколько порядков меньше, чем 𝜇𝑑 и 𝜇𝑄 из-за малости

𝜇B = 𝑒~/(2𝑚𝑐) ≃ 1/274 ат.ед.

1.5. Выводы к первой главе

В первой главе дан обзор ридберовских состояний полярных молекул на

основе прямого приближения Борна-Оппенгеймера (BO) на примере молекулы

SO. Получены асимптотические выражения для значения квантового дефекта

и произведен сравнительный анализ величин квантовых дефектов, получаемых

из асиптотических выражений и с помощью решения системы алгебраических

уравнений.
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Таблица 1.6. Коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑚)
𝑙′ в приближении BO при m=2 для молекулы SO

𝑙′

𝑙 2 3 4 5

2 0.992231 0.124173 0.00770925 0.000295027

3 -0.124275 0.98631 0.108247 0.00554845

4 0.0058495 -0.108414 0.989847 0.0916461

5 -0.000140156 0.00445171 -0.0917322 0.992665
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Глава 2

Обратное приближение Борна-Оппенгеймера

2.1. Общий формализм

Обратное приближение Борна-Оппенгеймера (IBO) имеет место для высо

ких ридберговских состояний, когда частота прецессии орбиты ридберговского

электрона меньше, чем частота вращения остова [75]

4𝐵𝑁 ≫ |△𝐸𝑞𝑑| =
|𝜇|
𝑛3

, (2.1)

и угловой момент электрона отвязывается от оси остова [92]. В этом случае пол

ный момент остова j = J− l является хорошим квантовым числом, и волновую

функцию можно взять в виде

ΨIBO
𝑙𝑗 = 𝑅IBO

𝜈𝑙𝑗 (𝑟)𝑍IBO
𝑙𝑗 (𝜃′, 𝜙′,Ω), (2.2)

где 𝜃′ и 𝜙′ – сферические углы ридберговского электрона в лабораторной систе

ме отсчета. Угловая функция для неполярной молекулы:

𝑍IBO
𝑙𝑗 =

∑︁
𝑙𝑧,𝑗𝑧

𝐶𝐽𝑀
𝑗𝑗𝑧𝑙𝑙𝑧

Φ𝑗
𝑗𝑧,𝜔

(Ω)𝑌𝑙𝑙𝑧(𝜃
′, 𝜙′) (2.3)

и для полярной молекулы:

𝑍IBO
𝑙𝑗 =

∑︁
ℓ

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ

∑︁
ℓ𝑧,𝑗𝑧

𝐶𝐽𝑀
𝑗𝑗𝑧ℓℓ𝑧

Φ𝑗
𝑗𝑧,𝜔

(Ω)𝑌ℓℓ𝑧(𝜃
′, 𝜙′) =

∑︁
ℓ

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ

∑︁
𝑚′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔ℓ𝑚′𝑌ℓ𝑚′(𝜃, 𝜙)Φ𝐽
𝑀,Λ(Ω),

(2.4)

где коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ и значения �̃� могут быть найдены с помощью решения

системы:

−2𝑑𝜔

√︃
(2𝑗 + 1)(2ℓ+ 1)

𝑗(𝑗 + 1)

∑︁
𝑙′′=ℓ±1

𝐶 𝑙
′′
0

ℓ010𝑊 (𝑗 1 𝑠 𝑙
′′
; 𝑗ℓ)𝑎

(𝑙𝑗)

𝑙′′
= (2.5)
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Рис. 2.1. |𝑍IBO
𝑙𝑗 | как функция 𝜃, 𝜙 для 𝐽 = 𝑗 = 3, 𝑀 = 2, 𝜔 = 1, 𝑙 = 1, Ω = {𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2}

и 𝑑 = 0, 1, 3, 6 ат.ед. Как можно видеть, влияние остовного дипольного момента приводит к

смещению распределения электронной плотности, в связи с появлением силы, действующей

на электрон в направлении дипольного момента.
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Рис. 2.2. |𝑍IBO
𝑙𝑗 | как функция 𝜃, 𝜙 для 𝐽 = 𝑗 = 3, 𝑀 = 2, 𝜔 = 1, 𝑙 = 1, Ω = {𝜋/2, 𝜋/4, 𝜋/2}

и 𝑑 = 0, 1, 3, 6 ат.ед. Как можно видеть, влияние остовного дипольного момента приводит к

смещению распределения электронной плотности, в связи с появлением силы, действующей

на электрон в направлении дипольного момента.
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Рис. 2.3. |𝑍IBO
𝑙𝑗 | как функция 𝜃, 𝜙 для 𝐽 = 𝑗 = 3, 𝑀 = 2, 𝜔 = 1, 𝑙 = 2, Ω = {0, 0, 0} и

𝑑 = 0, 1, 3, 6 ат.ед. Как можно видеть, влияние остовного дипольного момента приводит к

смещению распределения электронной плотности, в связи с появлением силы, действующей

на электрон в направлении дипольного момента.
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Рис. 2.4. |𝑍IBO
𝑙𝑗 | как функция 𝜃, 𝜙 для 𝐽 = 𝑗 = 3, 𝑀 = 2, 𝜔 = 1, 𝑙 = 2, Ω = {0, 𝜋/2, 0} и

𝑑 = 0, 1, 3, 6 ат.ед. Как можно видеть, влияние остовного дипольного момента приводит к

смещению распределения электронной плотности, в связи с появлением силы, действующей

на электрон в направлении дипольного момента.
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Рис. 2.5. |𝑍IBO
𝑙𝑗 | как функция 𝜃, 𝜙 для 𝐽 = 𝑗 = 3, 𝑀 = 2, 𝜔 = 1, 𝑙 = 3, Ω = {0, 0, 0} и

𝑑 = 0, 1, 3, 6 ат.ед. Как можно видеть, влияние остовного дипольного момента приводит к

смещению распределения электронной плотности, в связи с появлением силы, действующей

на электрон в направлении дипольного момента.
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Рис. 2.6. |𝑍IBO
𝑙𝑗 | как функция 𝜃, 𝜙 для 𝐽 = 𝑗 = 3,𝑀 = 2, 𝜔 = 1, 𝑙 = 3,Ω = 0, 𝜋/2, 0 и

𝑑 = 0, 1, 3, 6 ат.ед. Как можно видеть, влияние остовного дипольного момента приводит к

смещению распределения электронной плотности, в связи с появлением силы, действующей

на электрон в направлении дипольного момента.
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= [ℓ(ℓ+ 1)− 𝜆(𝑙𝑗)]𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ ,

где𝑊 – тензор Рака, 𝜆(𝑙𝑗) = �̃�(�̃�+1) – собственные значения системы (2.5). Мож

но заметить, что эта система конечна, в отличие от BO, где соответствующая

система (1.14) бесконечна. Наборы коэффициентов 𝑎(𝑙𝑗)𝑙′ – собственные векторы,

которые можно найти путем численного решения уравнения (2.5). Если 𝑑 = 0,

то 𝜆(𝑙𝑗) = 𝑙(𝑙 + 1), 𝑎(𝑙𝑗)𝑙′ = 𝛿𝑙𝑙′, где 𝛿𝑙𝑙′ – символ Кронекера. Для 𝑑 ̸= 0 значения �̃�

и 𝜇𝑑 могут быть снова введены, как в (1.15)-(1.17), с 𝜆(𝑙𝑚) замененным на 𝜆(𝑙𝑗).

Как можно видеть из Рис. 2.4 – 3.3, влияние остовного дипольного мо

мента приводит к смещению распределения электронной плотности, в связи с

появлением силы, действующей на электрон в направлении дипольного момен

та. Радиальная функция ридберговского электрона 𝑅 дается той же формулой

(1.19).

По аналогии с (1.21), (1.22), асимптотические выражения для дипольных

и квадрупольных вкладов в квантовый дефект могут быть записаны в виде

[65, 67, 76, 99]:

𝜇𝑑 = − 2(2𝑗 + 1)

𝑗(𝑗 + 1)(2𝑙 + 1)
× (2.6)

×
(︀
𝑊 2(𝑗1𝑠𝑙 − 1; 𝑗𝑙)−𝑊 2(𝑗1𝑠𝑙 + 1; 𝑗𝑙)

)︀
(𝑑𝜔)2,

𝜇𝑄 =

√︀
(2𝑗 + 1)(2𝑙 + 1)

𝑙(𝑙 + 1)(2𝑙 + 1)2
𝐶𝑗𝜔

𝑗𝜔20𝐶
𝑙0
𝑙020𝑊 (𝑗2𝑠𝑙; 𝑗𝑙)𝑄. (2.7)

Значения квантовых дефектов для некоторых состояний приведены на рис. (2.7

– 2.9). Как можно видеть из рис. (2.7 – 2.9), асимптотическое выражение дает

хорошее согласие с решением системы уравнений при относительно высоких

значениях орбитального момента.

Вращательная энергия остова в приближении IBO дается выражением

𝐸+
𝑟𝑜𝑡 =

⟨︀
ΨIBO

𝑙𝑗 |𝐻+|ΨIBO
𝑙𝑗

⟩︀
= 𝐵(̂j− L̂+ − Ŝ+)2 =

𝐵
(︁
𝑗(𝑗 + 1)− 2𝜔2 + (L̂+ + Ŝ+)2

)︁
.

(2.8)

Два последних слагаемых в этом выражении постоянны для конкретного элек

тронного состояния остова, поэтому их можно опустить. Таким образом, полная
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Рис. 2.7. Квантовый дефект как функция дипольного момента состояния 𝑙 = 1 𝑗 = 1 𝐽 = 1

𝜔 = 1. Сплошная синия линия – асмптотическое выражение (2.6), красные точки – реше

ние системы (2.5). Как можно видеть, асимптотическое выражение дает плохое согласие с

решением системы уравнений начиная с 𝑑 = 1.
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Рис. 2.8. Квантовый дефект как функция дипольного момента состояния 𝑙 = 2 𝑗 = 2 𝐽 = 1

𝜔 = 1. Сплошная синия линия – асмптотическое выражение (2.6), красные точки – реше

ние системы (2.5). Как можно видеть, асимптотическое выражение дает хорошее согласие с

решением системы уравнений.
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Рис. 2.9. Квантовый дефект как функция дипольного момента состояния 𝑙 = 3 𝑗 = 3 𝐽 = 1

𝜔 = 1. Сплошная синия линия – асмптотическое выражение (2.6), красные точки – реше

ние системы (2.5). Как можно видеть, асимптотическое выражение дает хорошее согласие с

решением системы уравнений.

43



энергия молекулы в случае IBO имеет вид

𝐸 =
⟨︀
ΨIBO

𝑙𝑗 |𝐻|ΨIBO
𝑙𝑗

⟩︀
= 𝐵𝑗(𝑗 + 1)− 1

2𝜈2
,

𝜈 = 𝑛− 𝜇𝐼𝐵𝑂, 𝜇𝐼𝐵𝑂 = 𝑙 − �̃�.
(2.9)

2.2. Результаты для молекулы SO

В данном разделе обсуждаются квантовые дефекты и волновые функции,

рассчитанные в приближении IBO с помощью выражений (2.5), (2.7) для мо

лекулы SO с дипольным моментом 𝑑 = 1 ат. ед. и вращательной константой

𝐵 = 3.271 × 10−6 ат. ед. [97, 98]. Значения квадрупольного момента (см. Таб

лицу 1.1) расчитывались с помощью пакета Gaussian09. Результаты расчетов

для нескольких ридберговских серий приближении IBO представлены в табли

цах (2.1 – 2.3).

В приближении IBO квантовые дефекты даются формулой (1.17). В табли

це 2.1 даны дипольные квантовые дефекты. В таблице 2.2 представлены квадру

польные квантовые дефекты расчитаные по формуле (1.22). В таблицах (2.3 –

2.5) представлены коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑗)
𝑙′ при разных значениях квантовых чисел

𝑗 и 𝐽 .

2.3. Влияние остовного 𝜔–удвоения на ридберговские

состояния

При сохранении пространственной четности стационарные состояния кван

товой системы не могут обладать отличным от нуля дипольным моментом [100].

В случае двухатомной молекулы эти состояния в общем случае представляют

собой симметричные и антисимметричные суперпозиции волновых функций с

противоположенными знаками проекции полного момента на ось симметрии мо

лекулы. В таких состояниях средний дипольный момент молекулы равен нулю.
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Таблица 2.1. Дипольный квантовые дефекты в приближении IBO (2.5) для молекулы SO при

𝜔 = 1.

𝑙

𝐽 𝑗 0 1 2 3 4 5

1 1 -0.333 -0.069 -0.017

2 0.006 -0.002 -0.001

3 0.0005 -0.0002 -0.0002

2 2 -0.111 -0.022 -0.004 -0.002 -0.001

3 0.004 -0.001 -0.0004 -0.0002 -0.0002

3 3 -0.056 -0.011 -0.002 -0.001 -0.0003 -0.0002
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Таблица 2.2. Квадрупольные квантовые дефекты в приближении IBO (2.7) для молекулы

SO при 𝜔 = 1.

𝑙

𝐽 𝑗 1 2 3 4 5

1 1 -0.004 -0.0005

2 0.004 -0.0004 0.0001

3 0.001 -0.0002 0.0001

2 2 0.004 -0.0002 -0.00004 0.00005

3 0.005 -0.0002 0.00008 -0.00005 0.00003

3 3 0.00625 -0.0004 0.00004 9.01876 * 10−6 -0.00002

Таблица 2.3. Коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑗)
𝑙′ в приближении IBO при 𝑗 = 𝐽 = 1 и 𝜔 = 1 для молекулы

SO.

𝑙′

𝑙 0 1 2

0 0.989428 -0.143735 -0.0192903

1 0.141599 0.928738 0.342631

2 -0.0313327 -0.341741 0.939272
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Таблица 2.4. Коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑗)
𝑙′ в приближении IBO при 𝑗 = 2, 𝐽 = 1 и 𝜔 = 1 для молекулы

SO.

𝑙′

𝑙 1 2 3

1 0.999383 -0.0351104 -0.000905875

2 0.035096 0.997318 0.0642287

3 -0.00135165 -0.0642209 0.997935

Таблица 2.5. Коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑗)
𝑙′ в приближении IBO при 𝑗 = 𝐽 = 2 и 𝜔 = 1 для молекулы

SO.

𝑙′

𝑙 0 1 2 3 4

0 0.999 -0.031 -0.001 0.00002 4 * 10−7

1 0.031 0.998 0.056 -0.002 -0.0001

2 -0.001 -0.056 0.993 -0.098 -0.008

3 -0.00005 -0.003 0.098 0.970 0.221

4 5 * 10−6 0.0004 -0.014 -0.221 0.975
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Ввиду этого обстоятельства измеряемый дипольный момент полярных молекул

определяется смешиванием этих состояний в процессе измерения [100].

По той же самой причине, формирование ненулевого дипольного потен

циала молекулярного остова оказывается возможным только при достаточно

сильном воздействии ридберговского электрона на остовные состояния, приво

дящем к смешиванию остовных состояний с противоположной четностью. Если

же расстояние между последовательными ридберговскими уровнями с различ

ными значениями главного квантового числа становится много меньше чем ве

личина расщепления остовного 𝜔–дублета 𝛿, то это перемешивание становится

пренебрежимо мало [77]. В этом случае остов находится в одном из состояний

с нулевым дипольным моментом, и ридберговский электрон движется в чисто

кулоновском поле. Следовательно, если имеет место неравенство

𝑛 > 𝑛𝛿 = (2𝛿)−1/3, (2.10)

то вклад остовного дипольного потенциала в квантовый дефект ридберговских

состояний практически равен нулю [77]. В таблице 2.6 приведены оценочные

значения 𝑛𝛿 для ряда молекул в основном состоянии остова.

Таблица 2.6. Критическое значение 𝑛𝛿

SO CaF NO CO CaCl BaF

𝑛𝛿 100 120 90 95 125 130

2.4. Выводы к второй главе

Во второй главе дан обзор ридберовских состояний полярных молекул на

основе обратного приближения Борна-Оппенгеймера (IBO) на примере молеку

лы SO. Получены асимптотические выражения для значения квантового дефек
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та и произведен сравнительный анализ величин квантовых дефектов, получа

емых из асиптотических выражений и с помощью процедуры диагонализации.

Даны оценки главного квантового числа для влияния 𝜔–удвоения остовных со

стояний на ридберговский электрон.
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Глава 3

Построение волновых функций с

использованием техники MQDT

3.1. Общие формализм

Если времена, проводимые электроном вблизи и вдали остова – одного

порядка, то волновую функцию можно построить используя модифицирован

ный подход MQDT [10]. В рамках этого подхода требуется выбрать оптималь

ный радиус 𝑟𝑀 , который разделяет пространство на две области–вблизи остова

(𝑟 < 𝑟𝑀) и вдали от него (𝑟 > 𝑟𝑀). В ближней области предполагается спра

ведливым приближение BO, следовательно, волновую функцию можно искать

в виде суперпозиции (1.8):

ΨBO =
∑︁
𝑙,𝑚

𝐶𝑙𝑚Ψ
BO
𝑙𝑚 , (3.1)

тогда как в дальней области

ΨIBO =
∑︁
𝑙,𝑗

𝐶𝑙𝑗Ψ
IBO
𝑙𝑗 . (3.2)

Таким образом, полная волновая функция дается выражением

Ψ =

⎧⎨⎩ΨBO, 𝑟 < 𝑟𝑀 ,

ΨIBO, 𝑟 > 𝑟𝑀 ,
(3.3)

При этом должны выполнятся условия сшивания при 𝑟 = 𝑟𝑀 :

ΨBO = ΨIBO,
𝜕

𝜕𝑟
ΨBO =

𝜕

𝜕𝑟
ΨIBO. (3.4)

Здесь функции ΨBO
𝑙𝑚 и ΨIBO

𝑙𝑗 по-прежнему определяются формулами (1.8) и (2.2),

но с ненормированными радиальными функциями, построение которых изложе

но в Приложении А. Подставляя (3.1) и (3.2) в (3.4), приходим к следующей
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системе уравнений на коэффициенты 𝐶𝑙𝑗, 𝐶𝑙𝑚 [66, 68]

𝐶𝑙𝑚𝑅
BO
𝑙𝑚 (𝐸, 𝑟𝑀) =

∑︁
𝑙′𝑗

𝐶𝑙′𝑗𝑅
IBO
𝑙′𝑗 (𝐸, 𝑟𝑀)⟨𝑙′𝑗 | 𝑙𝑚⟩, (3.5)

𝐶𝑙𝑚
𝑑

𝑑𝑟
𝑅BO

𝑙𝑚 (𝐸, 𝑟𝑀) =
∑︁
𝑙′𝑗

𝐶𝑙′𝑗
𝑑

𝑑𝑟
𝑅IBO

𝑙′𝑗 (𝐸, 𝑟𝑀)⟨𝑙′𝑗 | 𝑙𝑚⟩, (3.6)

где

max{−𝜔 − 𝐽,−𝑙} ≤ 𝑚 ≤ min{−𝜔 + 𝐽, 𝑙},

max{|𝐽 − 𝑙|, 𝜔} ≤ 𝑗 ≤ 𝐽 + 𝑙,
(3.7)

и ⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩–матрица перехода между угловыми функциями BO и IBO. Если

молекула неполярная, или её дипольный момент мал и его вклад незначителен,

как в ближней области, так и в дальней, то матрица перехода может быть легко

получена из уравнений (1.9), (2.3) (см. Приложение Б):

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
√︂

2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔𝑙𝑚𝛿𝑙𝑙′. (3.8)

Если эффект дипольного момента существенен только в ближней области, то

матрица перехода может быть получена из уравнений (1.11), (2.3) (см. Прило

жение Б):

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
√︂

2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝑎
(𝑙′𝑚)
𝑙 𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔𝑙𝑚. (3.9)

Сшивание, выполненное с матрицей перехода (3.9), будет обозначатся далее

MND ("matching with near dipole"сшивание с ближним диполем). Для иллю

страции, матричные элементы (3.9) для дипольного момента 𝑑 = 1 представле

ны в Таблице 3.1. Наконец, если эффект дипольного момента существенен, как

в ближней области, так и в дальней, то из уравнений (1.11), (2.4) получим (см.

Приложение Б):

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
√︂

2𝑗 + 1

2𝐽 + 1

∑︁
ℓ

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ 𝑎

(𝑙′𝑚)
ℓ 𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔ℓ𝑚, (3.10)

и сшивание, сделанное с матрицей перехода, будет обозначаться MFD ("matching

with far dipole"сшивание с дальним диполем ). Матричные элементы (3.10) для
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дипольного момента 𝑑 = 1 представлены в Таблице 3.2. Сравнение результа

тов, получаемых с помощью MND и MFD, позволяет видеть, насколько значим

учет дипольного потенциала в дальней зоне. Уравнения (3.5), (3.6) представ

ляют однородную линейную систему на коэффициенты 𝐶𝑙𝑗, 𝐶𝑙𝑚. Эта система

имеет нетривиальное решение, когда её определитель равен нулю. Этот крите

рий дает собственные значения полной энергии молекулы 𝐸. Решая систему

(3.5, 3.6) для фиксированной энергии 𝐸 получим значения 𝐶𝑙𝑗, 𝐶𝑙𝑚.

3.2. Оценка точности

Как правило, общая точность решения стационарного уравнения Шредин

гера с гамильтонианом (1.1) дается значением некоторого целевого функцио

нала на этом решении. Несколько упрощая, это можно трактовать как взве

шенную среднеквадратичную ошибку решения, проинтегрированную по всему

пространству. Правильный выбор целевого функционала или, другими словами

весовой функции, не универсален, он зависит от конкретной задачи. Например,

расчет сечения туннельной ионизации чувствителен к точности волновой функ

ции в дальней области, следовательно, бо́льшим весом должна обладать ошибка

в дальней области, и т.д. В качестве примера целевого функционала возьмем в

данной работе норму невязочной функции:

𝜒 = (𝐻 − 𝐸)Ψ, ‖ 𝜒 ‖2= ⟨𝜒|𝜒⟩ =
∫
𝜒2𝑑𝑉. (3.11)

Для волновых функций BO (1.8)

‖ 𝜒 ‖2= 𝐵2(𝑗(𝑗 + 1)− 𝐽(𝐽 + 1))2.

Для волновых функций IBO (2.2):

‖ 𝜒 ‖2= 2𝑑2

𝜈5�̃�(2�̃� + 1)(2�̃� + 2)

∑︁
ℓℓ′

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ 𝑎

(𝑙𝑗)
ℓ′

×
∑︁

ℓ′′,𝑗′′ ̸=𝑗

√︀
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1)𝐶ℓ′′0

ℓ010𝐶
ℓ′′0
ℓ′010
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Таблица 3.1. MND матрица перехода (3.9) для 𝑑 = 1.

(𝑙′,𝑚)

(𝑙, 𝑗) (0,0) (1,-1) (1,0) (2,-2) (2,-1) (2,0) (3,-2) (3,-1) (3,0)

(0,1) 0.898 0. 0.436 0. 0. 0.048 0. 0. 0.002

(1,1) -0.307 0.691 0.611 0. 0.151 0.179 0. 0.010 0.012

(1,2) 0.307 0.691 -0.611 0. 0.151 -0.179 0. 0.010 -0.012

(2,1) 0.0219 -0.117 -0.078 0.769 0.528 0.301 0.096 0.086 0.053

(2,2) -0.049 0.087 0.175 0.572 -0.394 -0.673 0.072 -0.064 -0.118

(2,3) 0.044 0.155 -0.157 0.256 -0.704 0.602 0.032 -0.115 0.106

(3,2) 0.002 -0.012 -0.010 0.086 0.097 0.063 -0.681 -0.605 -0.370

(3,3) -0.004 0.006 0.018 0.080 -0.045 -0.117 -0.637 0.283 0.691

(3,4) 0.003 0.015 -0.016 0.041 -0.115 0.099 -0.323 0.717 -0.584
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Таблица 3.2. MFD матрица перехода (3.10) для 𝑑 = 1.

(𝑙′,𝑚)

(𝑙, 𝑗) (0,0) (1,-1) (1,0) (2,-2) (2,-1) (2,0) (3,-2) (3,-1) (3,0)

(0,1) 0.844 0.102 0.521 -0.015 0.011 0.067 -0.002 -0.0002 0.002

(1,1) -0.419 0.681 0.532 -0.263 -0.041 0.056 -0.033 -0.020 -0.007

(1,2) 0.304 0.693 -0.605 0.020 0.137 -0.203 0.003 0.008 -0.016

(2,1) -0.112 0.127 0.122 0.722 0.548 0.342 0.090 0.084 0.054

(2,2) -0.060 0.063 0.197 0.566 -0.404 -0.669 0.115 -0.026 -0.094

(2,3) 0.044 0.156 -0.156 0.257 -0.705 0.600 0.023 -0.111 0.115

(3,2) -0.001 -0.008 0.002 0.122 0.071 0.019 -0.675 -0.608 -0.376

(3,3) -0.005 0.004 0.021 0.077 -0.036 -0.125 -0.635 0.286 0.691

(3,4) 0.003 0.015 -0.016 0.041 -0.115 0.099 -0.323 0.717 -0.584
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Рис. 3.1. Зависимость невязки (3.11) от радиуса сшивания для волновых функций MFD.

Можно видеть ярко выражений минимум, соответствующий оптимальному радиусу сшива

ния. Для 𝑛 = 10 это 𝑟𝑀 ≃ 120.
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Рис. 3.2. Зависимость невязки (3.11) от радиуса сшивания для волновых функций MFD.

Можно видеть ярко выражений минимум, соответствующий оптимальному радиусу сшива

ния. Для 𝑛 = 14 это 𝑟𝑀 ≃ 180.
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Рис. 3.3. Оптимальный радиус сшивания 𝑟𝑀 как функция 𝑛.
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Рис. 3.4. Невязки для состояний “2” как функции 𝑛. Синие квадраты: BO. Зеленые круги:

IBO.Желтые треугольники: MND. Красные треугольники: MFD. Как можно видеть, лучший

результат дает MFD.
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Рис. 3.5. Невязки для состояний “8” как функции 𝑛. Синие квадраты: BO. Зеленые круги:

IBO.Желтые треугольники: MND. Красные треугольники: MFD. Как можно видеть, лучший

результат дает MFD.
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Рис. 3.6. Невязки для состояний “9” как функции 𝑛. Синие квадраты: BO. Зеленые круги:

IBO.Желтые треугольники: MND. Красные треугольники: MFD. Как можно видеть, лучший

результат дает MFD.
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×𝑊 (𝑗1𝐽ℓ′′; 𝑗′′ℓ)𝑊 (𝑗1𝐽ℓ′′; 𝑗′′ℓ′)(𝐶𝑗𝜔
𝑗′′𝜔10)

2.

Для сшитых волновых функций (3.3) невязка (3.11) находится численно [66, 68].

3.3. Обсуждение результатов для молекулы SO

Для сшитых волновых функций (3.3) невязка (3.11) зависит от значения

радиуса сшивания 𝑟𝑀 . Обсудим данную зависимость на примере модельной

молекулы с дипольным моментом 𝑑 = 1 ат. ед. и вращательной константой

𝐵 = 3.271 × 10−6 ат. ед., что соответствует молекуле SO [97, 98].

Рассмотрим состояния, соответствующие 𝜔 = 1, 𝐽 = 1 и 𝑙 ≤ 3. Согласно

(3.7) при каждом 𝑛 имеется девять таких состояний. В пределе BO их можно

пронумеровать индексами 𝑙 и 𝑚. Аналогично, в IBO–пределе их можно про

нумеровать индексами 𝑙 и 𝑗. Однако, в промежуточном случае их уже нельзя

так пронумеровать, так как и 𝑚 и 𝑗 перестают быть хорошими квантовыми

числами. Поэтому во всех случаях будем их нумеровать просто в порядке воз

растания энергии, от “1” до “9”. Чтобы не перегружать рисунки, приводятся

не все девять состояний, а только некоторые из них, которые демонстрируют

типичное поведение.

Рисунки 3.1, 3.2 представляют невязки ‖ 𝜒 ‖ как функции от 𝑟𝑀 для

состояний “2”, “8” и “9” при 𝑛 = 10 (3.1) и 𝑛 = 14 (3.2). Как можно видеть,

значение невязок можно уменьшить за счет надлежащего выбора 𝑟𝑀 . Для 𝑛 =

10 радиус сшивания 𝑟𝑀 ≃ 120 и для 𝑛 = 14 радиус сшивания 𝑟𝑀 ≃ 180.

Оптимальные радиусы сшивания 𝑟𝑀 для 6 ≤ 𝑛 ≤ 14 представлены на

Рис. 3.3.

На Рисунках 3.4-3.6 представлены невязки для состояний “2” (3.4), “8” (3.5)

и “9” (3.6) как функции 𝑛.

Сшитая волновая функция (3.3) представляет собой комбинацию несколь

ких канальных квантоводефектных функций, поэтому строго говоря, она не
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Рис. 3.7. Эффективные квантовые дефекты 𝜇 (см. 3.12) как функции 𝑛. Синие пунктирные

линии: BO. Зеленые точечные линии: IBO. Красные точки: MFD. Представлены состояния

с “2” по “9”. Состояние “1” не показано, так как оно имеет постоянный квантовый дефект

𝜇𝐵𝑂 = 2/3, соответствующий случаю BO с (𝑙 = 0, 𝑚 = 0) для всех рассмотренных значений

𝑛. Можно видеть, что при 𝑛 = 6, 7, 8 приближение BO справедливо для всех состояний

(состояние “2”: 𝑙 = 1, 𝑚 = −1; состояние “3”: 𝑙 = 2, 𝑚 = −2; и т.д.), а при 𝑛 > 9 для

большинства состояний имеет место значительное 𝑙-отвязывание, исключая состояния “1”,

“2” и “3”. Для состояний “4”, “5”, “6” и “7” основной вклад в волновую функцию при 𝑛 > 9

дается каналами (𝑙 = 2, 𝑗 = 2), (𝑙 = 3, 𝑗 = 2), (𝑙 = 2, 𝑗 = 3) и (𝑙 = 3, 𝑗 = 3), соответственно.

Наиболее интересное поведение демонстрируется состояниями “8” и “9”, которые испытывают

антипересечение вблизи 𝑛 = 12, связанное с пересечением термов BO 𝑙 = 1, 𝑚 = 0 и IBO

𝑙 = 3, 𝑗 = 4.
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Рис. 3.8. Квантовые дефекты для состояний “2” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.9. Квантовые дефекты для состояний “7” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.10. Вклады различных каналов 𝑆𝑙𝑚 для состояний “2” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.11. Вклады различных каналов 𝑆𝑙𝑚 для состояний “7” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.12. Вклады различных каналов 𝑆𝑙𝑗 для состояний “2” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.13. Вклады различных каналов 𝑆𝑙𝑗 для состояний “7” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.14. Квантовые дефекты для состояний “8” и “9”. Антипересечение происходит вблизи

𝑛 ≃ 12 (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.15. Вклады различных каналов 𝑆𝑙𝑚 для состояний “8” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.16. Вклады различных каналов 𝑆𝑙𝑚 для состояний “9” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.17. Вклады различных каналов 𝑆𝑙𝑗 для состояний “8” (см. комментарии в разделе 3.3).
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Рис. 3.18. Вклады различных каналов 𝑆𝑙𝑗 для состояний “9” (см. комментарии в разделе 3.3).
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может быть описана одним значением квантового дефекта. С другой стороны,

удобно ввести одно эффективное значение квантового дефекта для наглядного

представления полной энергии молекулы и её зависимости от главного квантово

го числа. Введем эффективный квантовый дефект 𝜇 посредством соотношений

𝐸 = 2𝐵 − 1

2𝜈2
, 𝜈 = 𝑛− 𝜇. (3.12)

Энергия 𝐸 дается процедурой сшивания, следовательно, найдя 𝐸 можно с по

мощью (3.12) получить 𝜈 и 𝜇.

Рис. 3.7 представляет эффективные квантовые дефекты для состояний от

“2” до “9” как функции от 𝑛. Здесь синяя пунктирная линия представляет BO

расчет (полная энергия 𝐸 рассчитывается в приближении BO и эффективные

квантовые дефекты извлекаются с помощью (3.12)), аналогично, зеленая то

чечная линия представляет IBO расчет, и красные точки представляют MFD

расчет. Состояние “1” не представлено, потому что оно для всех 𝑛 демонстри

рует BO поведение, соответствующее 𝑙 = 0, 𝑚 = 0 и 𝜇𝐵𝑂 = 2/3. Как можно

видеть, для 𝑛 = 6, 7, 8 справедливо приближение BO для всех состояний. Для

𝑛 > 9 имеет место 𝑙-отвязывание, исключая состояния “1”, “2” и “3”. Для состо

яний “4”, “5”, “6” и “7” доминирующие вклады для 𝑛 > 9 даются следующими

каналами (𝑙 = 2, 𝑗 = 2), (𝑙 = 3, 𝑗 = 2), (𝑙 = 2, 𝑗 = 3) и (𝑙 = 3, 𝑗 = 3), соот

ветственно. Наиболее интересное поведение демонстрируют состояния “8” и “9”,

которые претерпевают анти-пересечение вблизи 𝑛 = 12, связанное с пересечени

ем кривых BO 𝑙 = 1, 𝑚 = 0 и IBO 𝑙 = 3, 𝑗 = 4 (более детальное представление

см. на Рис. 3.14).

Для оценки относительного вклада (𝑙,𝑚)–каналов в волновую функцию

(3.1) и (𝑙, 𝑗)–каналов в (3.2) введем весовые коэффициенты:

𝑆𝑙𝑚 =

𝐶2
𝑙𝑚

𝑟𝑀∫
0

(𝑅BO
𝑙𝑚 (𝐸, 𝑟))2𝑑𝑟

∑︁
𝑙′𝑚′

𝐶2
𝑙′𝑚′

𝑟𝑀∫
0

(𝑅BO
𝑙′𝑚′(𝐸, 𝑟))2𝑑𝑟

, (3.13)
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𝑆𝑙𝑗 =

𝐶2
𝑙𝑗

∞∫
𝑟𝑀

(𝑅IBO
𝑙𝑗 (𝐸, 𝑟))2𝑑𝑟

∑︁
𝑙′𝑗′

𝐶2
𝑙′𝑗′

∞∫
𝑟𝑀

(𝑅IBO
𝑙′𝑗′ (𝐸, 𝑟))2𝑑𝑟

. (3.14)

Если приближение BO (IBO) справедливо, то один из коэффициентов 𝑆𝑙𝑚

(𝑆𝑙𝑗) имеет значение близкое к 1, тогда как другие коэффициенты 𝑆𝑙𝑚 (𝑆𝑙𝑗)

имеют значения близкие к 0.

Рисунки 3.8-3.13 представляют эффективные квантовые дефекты и вкла

ды различных каналов для состояний “2” (3.8,3.10,3.12) и “7” (3.9,3.11,3.13). Со

стояние “2” демонстрирует относительно большой квантовый дефект 𝜇𝐵𝑂 ≃

0.06 в BO пределе. Соответственно, 𝑙-связывание доминирует и 𝑙-отвязывание

слабое. Таким образом, квантовый дефект для состояния “2” остается почти по

стоянным. Эта интерпретация подтверждается рисунками для канальных вкла

дов для BO и IBO (𝑆𝑙𝑚 и 𝑆𝑙𝑗, соответственно). Наоборот, состояние “7” демон

стрирует относительно малый квантовый дефект 𝜇𝐼𝐵𝑂 ≃ 0.009 в IBO пределе,

следовательно доминирует сильное 𝑙-отвязывание, начиная с 𝑛 = 9. Соответ

ственно, IBO канал (𝑙 = 3, 𝑗 = 3) доминирует, и IBO кривые эффективного

квантового дефекта описываются соотношением (3.12) с 𝑗 = 3 и очень малым

𝜇𝐼𝐵𝑂 ≃ −0.0002.

Рисунки 3.14-3.18 представляют состояния “8” и “9”. Как можно видеть

из рисунков 3.14-3.16 для 𝑛 ≤ 8 оба этих состояния демонстрируют BO по

ведении: один из каналов BO доминирует и квантовый дефект не сильно от

личается от BO значений. Состояние “8” имеет меньший квантовый дефект

(𝜇𝐵𝑂 ≃ 0.019) в BO пределе, поэтому имеет место существенное 𝑙-отвязывание

при 9 ≤ 𝑛 ≤ 11, IBO канал (𝑙 = 3, 𝑗 = 4) доминирует (см. Рис. 3.17), и

квантовый дефект близок к IBO значения (3.12), где 𝜇𝐼𝐵𝑂 ≪ 1, следовательно,

𝜇 ≃ −𝑛3𝐵(𝑗(𝑗 + 1) − 2) = −18𝑛3𝐵. Состояние “9” имеет большой квантовый

дефект в BO пределе, поэтому 𝑙-отвязывание слабо, и квантовый дефект оста
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ется постоянным вплоть до 𝑛 = 11 (см. Рисунки (3.14,3.16,3.18)). Кроме того

состояния “8” и “9” демонстрируют анти-пересечения вблизи 𝑛 = 12. Это анти

пересечение также отражено в канальных вкладах. Вместе с тем, данное анти

пересечение можно интрепретировать в терминах классической механики, как

резонанс между вращением остова и прецессией ридберговской орбиты [88].

3.4. Выводы к третьей главе

В третьей главе разработан обобщенный MQDT подход для расчета спек

тра и волновых функций непроникающих ридберговских состояний полярной

молекулы с учетом 𝑙-отвязывания для ридберговского электрона вследствие

вращения остова, а также 𝑙-связывания из-за несферичности остовного диполь

ного потенциала. Результаты представлены для молекулы SO. Эти результа

ты показывают, что влиянием дипольного потенциала нельзя пренебречь даже

на больших расстояниях. Произведена оценка и оптимизация точности полу

чаемых сшитых волновых функций. Получены аналитические выражения для

невязки в прямом и обратном приближениях Борна-Оппенгеймера. Проведен

численный расчета в промежуточной области. Получен оптимальный радиуса

сшивания, обеспечивающий наилучшую точность волновой функции.

Дальнейшее развитие данного подхода может осуществляться в направле

нии учета короткодействующих потенциалов во взаимодействии ридберговского

электрона с остовом, колебаний остова, спиновых эффектов, возмущения остов

ного 𝜔-дублета из-за взаимодействия с ридберговским электроном [77] и т.д.

Это может быть выполнено на основе методов, развитых в работах [11, 13, 19],

но с учетом влияния остовного дипольного потенциала в ближней и дальней

областях, как предложено в данной работе.

Разработанные методы могут быть полезными в исследовании широкого

круга явлений, связанных с ридберговскими состояниями полярных молекул, и

в расчетах соответствующих молекулярных характеристик, для которых важна
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точность волновой функции в дальней области, например, таких как расчет сил

осцилляторов и сечений туннельной ионизации.
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Заключение

В настоящей работе произведено обобщение MQDT для ридберговских со

стояний полярных молекул. Построена общая классификация ридберговских

состояний полярных молекул. Развита техника сшивания волновых функций,

получаемых в рамках BO и IBO. Произведена оценка и оптимизация точности

получаемых сшитых волновых функций.

Результаты представлены для молекулы SO. Эти результаты показыва

ют, что влиянием дипольного потенциала нельзя пренебречь даже на больших

расстояниях. Произведена оценка и оптимизация точности получаемых сши

тых волновых функций. Получены аналитические выражения для невязки в

прямом и обратном приближениях Борна-Оппенгеймера. Проведен численный

расчета в промежуточной области. Получен оптимальный радиуса сшивания,

обеспечивающий наилучшую точность волновой функции.
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Приложение А

Кулоновские функции

Для электрона с энергией 𝐸 = −1/(2𝜈2) < 0 в кулон-дипольном потенци

але радиальное уравнение Шредингера в атомных единицах имеет вид(︃
𝑑2

𝑑𝑟2
− �̃�(�̃� + 1)

𝑟2
+

2

𝑟
− 1

𝜈2

)︃
𝑦 = 0. (А.1)

Для нецелого �̃� это уравнение имеет два линейно-независимых решения [2]:

𝑓 =
𝜈(�̃�+1)

Γ(2�̃� + 2)
𝑀𝜈,�̃�+1/2

(︂
2𝑟

𝜈

)︂
, (А.2)

𝑦2 =
𝜈−�̃�

Γ(−2�̃�)
𝑀𝜈,−�̃�−1/2

(︂
2𝑟

𝜈

)︂
, (А.3)

где 𝑀𝜈,𝜌 – функция Уиттекера [101]. Однако, для целого �̃� эти две функции

становятся зависимыми, поэтому 𝑦2 следует заменить на

𝑦3 =
𝑓𝐴(𝜈, �̃�) cos𝜋(2�̃� + 1)− 𝑦2

sin 𝜋(2�̃� + 1)
, (А.4)

где

𝐴(𝜈, �̃�) =
Γ(𝜈 + �̃� + 1)

𝜈2�̃�+1Γ(𝜈 − �̃�)
. (А.5)

Функции 𝑓 и 𝑦3 линейно-независимы при всех �̃�, как целых, так и нецелых.

Следуя Ситону (Seaton) [2] мы также вводим функции

𝑠 =

√︃
𝐴(𝜈, �̃�)

2
𝑓, 𝑐 = −

√︃
1

2𝐴(𝜈, �̃�)
𝑦3, (А.6)

которые удовлетворяют простым асимптотическим выражениям при 𝑟 → ∞:

𝑠 → (−1)�̃�

(︃
𝜂1 exp

(︁𝑟
𝜈

)︁(︂2𝑟
𝜈

)︂−𝜈

− 𝜂2 exp
(︁
−𝑟

𝜈

)︁(︂2𝑟
𝜈

)︂𝜈
)︃
, (А.7)

где

𝜂1 =
sin (𝜋𝜈)√

2𝜈𝜋(𝜈2Γ(𝜈 + �̃� + 1)Γ(𝜈 − �̃�))−1/2
, (А.8)
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𝜂2 = cos (𝜋𝜈)

√︂
𝜈3

2
(𝜈2Γ(𝜈 + �̃� + 1)Γ(𝜈 − �̃�))−1/2. (А.9)

𝑐 → (−1)�̃�

(︃
𝜂3 exp

(︁𝑟
𝜈

)︁(︂2𝑟
𝜈

)︂−𝜈

− 𝜂4 exp
(︁
−𝑟

𝜈

)︁(︂2𝑟
𝜈

)︂𝜈
)︃
, (А.10)

где

𝜂3 =
cos (𝜋𝜈)√

2𝜈𝜋(𝜈2Γ(𝜈 + �̃� + 1)Γ(𝜈 − �̃�))−1/2
, (А.11)

𝜂4 = sin (𝜋𝜈)

√︂
𝜈3

2
(𝜈2Γ(𝜈 + �̃� + 1)Γ(𝜈 − �̃�))−1/2. (А.12)

𝑠− tan𝜋(𝜈 − �̃�)𝑐 → 𝜂5 exp
(︁
−𝑟

𝜈

)︁(︂2𝑟
𝜈

)︂𝜈

, (А.13)

где

𝜂5 =

⎛⎜⎝
√︃

𝐴(𝜈, �̃�)

2

𝜈 �̃�+1

Γ(𝜈 + �̃� + 1)
+

𝜈−�̃� tan𝜋(𝜈 − �̃�) tan𝜋(�̃� + 1/2)√︁
2𝐴(𝜈, �̃�)Γ(𝜈 − �̃�)

⎞⎟⎠ (А.14)

и строим радиальные функции, используемые в (3.5) и (3.6):

𝑅BO = 𝑠, 𝑅IBO = 𝑠− tan𝜋(𝜈 − �̃�)𝑐. (А.15)
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Приложение Б

Матрица перехода между угловыми функциями

BO и IBO

Запишем угловую функцию BO в молекулярной системе отсчета

𝑍BO
𝑙𝑚 =

∞∑︁
ℓ=|𝑚|

𝑎
(𝑙𝑚)
ℓ 𝑌ℓ𝑚(𝜃, 𝜙)Φ

𝐽
𝑀,Λ(Ω), (Б.1)

где коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑚)
ℓ удовлетворяют уравнению (1.14), Ω – углы Эйлера,

определяющие пространственную ориентацию молекулы, 𝑌 – сферические гар

моники, 𝜃 и 𝜙 – сферические углы ридберговского электрона в молекулярной

системе отсчета. Компонента Φ связана с вращением всей молекулы (1.10). За

пишем угловую функцию IBO в лабораторной системе отсчета

𝑍IBO
𝑙𝑗 =

∑︁
ℓ

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ

∑︁
ℓ𝑧,𝑗𝑧

𝐶𝐽𝑀
𝑗𝑗𝑧ℓℓ𝑧

Φ𝑗
𝑗𝑧,𝜔

(Ω)𝑌ℓℓ𝑧(𝜃
′, 𝜙′). (Б.2)

где коэффициенты 𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ могут быть найдены с помощью решения системы (2.5).

Чтобы получить матрицу перехода между базисами 𝑍BO
𝑙𝑚 и 𝑍IBO

𝑙𝑗 нам надо пе

рейти в обоих функциях к одной системе отсчета. К примеру переведем в мо

лекулярную систему отсчета угловую функцию IBO. Для этого воспользуемся

выражением [93, 94]:

𝑌ℓℓ𝑧(𝜃
′, 𝜙′) =

∑︁
𝑚′

𝐷ℓ*
ℓ𝑧,𝑚′(Ω)𝑌ℓ𝑚′(𝜃, 𝜙). (Б.3)

Поставляя выражение (Б.3) в функцию (Б.2) получим

𝑍IBO
𝑙𝑗 =

∑︁
ℓ

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ

∑︁
ℓ𝑧,𝑗𝑧,𝑚′

𝐶𝐽𝑀
𝑗𝑗𝑧ℓℓ𝑧

Φ𝑗
𝑗𝑧,𝜔

(Ω)𝐷ℓ*
ℓ𝑧,𝑚′(Ω)𝑌ℓ𝑚′(𝜃, 𝜙) (Б.4)

Пользуясь тем, что [93, 94]∑︁
ℓ𝑧,𝑗𝑧

𝐶𝐽𝑀
𝑗𝑗𝑧ℓℓ𝑧

𝐷𝑗
𝑗𝑧,𝜔

(Ω)𝐷ℓ*
ℓ𝑧,𝑚′(Ω) = 𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔ℓ𝑚′𝐷𝐽
𝑀,Λ(Ω) (Б.5)
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в итоге получим

𝑍IBO
𝑙𝑗 =

∑︁
ℓ

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ

∑︁
𝑚′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔ℓ𝑚′𝑌ℓ𝑚′(𝜃, 𝜙)Φ𝐽
𝑀,Λ(Ω). (Б.6)

Если молекула неполярная, или её дипольный момент мал и его вклад незна

чителен, как в ближней области (𝑎(𝑙𝑚)
ℓ = 𝛿ℓ𝑙), так и в дальней (𝑎(𝑙𝑗)ℓ = 𝛿ℓ𝑙), то

матрица перехода может быть легко получена из (Б.1), (Б.6)

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

∫
Ω

𝑍IBO
𝑙𝑗 𝑍BO*

𝑙′𝑚 𝑑Ω𝑑𝜙𝑑𝜃 =

𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

∫
Ω

∑︁
𝑚′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ′

𝑗𝜔𝑙𝑚′𝑌𝑙𝑚′(𝜃, 𝜙)Φ𝐽
𝑀,Λ′(Ω)𝑌 *

𝑙′𝑚(𝜃, 𝜙)Φ
𝐽*
𝑀,Λ(Ω)𝑑Ω𝑑𝜙𝑑𝜃 =

∑︁
𝑚′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ′

𝑗𝜔𝑙𝑚′

𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

𝑌𝑙𝑚′(𝜃, 𝜙)𝑌 *
𝑙′𝑚(𝜃, 𝜙)𝑑𝜙𝑑𝜃

∫
Ω

Φ𝐽
𝑀,Λ′(Ω)Φ𝐽*

𝑀,Λ(Ω)𝑑Ω.

(Б.7)

Здесь Ω′ – телесный угол в молекулярной системе отсчета, Ω – углы Эйлера.

Пользуясь тем, что

𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜙)𝑌
*
𝑙′𝑚′(𝜃, 𝜙)𝑑𝜙𝑑𝜃 = 𝛿𝑙𝑙′𝛿𝑚𝑚′ (Б.8)

и ∫
Ω

Φ𝐽
𝑀,Λ′(Ω)Φ𝐽*

𝑀,Λ(Ω)𝑑Ω = 𝛿𝑚𝑚′, Λ = 𝑚+ 𝜔. (Б.9)

Получаем, что

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
∑︁
𝑚′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ′

𝑗𝜔𝑙𝑚′𝛿𝑙𝑙′𝛿𝑚𝑚′ =

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔𝑙𝑚𝛿𝑙𝑙′ (Б.10)
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Если эффект дипольного момента существенен только в ближней области (𝑎(𝑙𝑗)ℓ =

𝛿ℓ𝑙), то матрица перехода

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

∫
Ω

𝑍IBO
𝑙𝑗 𝑍BO*

𝑙′𝑚 𝑑Ω𝑑𝜙𝑑𝜃 =

𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

∫
Ω

∑︁
𝑚′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ′

𝑗𝜔𝑙𝑚′𝑌𝑙𝑚′(𝜃, 𝜙)Φ𝐽
𝑀,Λ′(Ω)

∞∑︁
ℓ′=|𝑚|

𝑎
(𝑙′𝑚)
ℓ′ 𝑌 *

ℓ′𝑚(𝜃, 𝜙)Φ
𝐽*
𝑀,Λ(Ω)𝑑Ω𝑑𝜙𝑑𝜃 =

∑︁
𝑚′

∞∑︁
ℓ′=|𝑚|

𝑎
(𝑙′𝑚)
ℓ′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ′

𝑗𝜔𝑙𝑚′

𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

𝑌𝑙𝑚′(𝜃, 𝜙)𝑌 *
ℓ′𝑚(𝜃, 𝜙)𝑑𝜙𝑑𝜃∫

Ω

Φ𝐽
𝑀,Λ′(Ω)Φ𝐽*

𝑀,Λ(Ω)𝑑Ω.

(Б.11)

Пользуясь выражениями (Б.8) и (Б.9) получаем

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
∑︁
𝑚′

∞∑︁
ℓ′=|𝑚|

𝑎
(𝑙′𝑚)
ℓ′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ′

𝑗𝜔𝑙𝑚′𝛿𝑙ℓ′𝛿𝑚𝑚′ =

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝑎
(𝑙′𝑚)
𝑙 𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔𝑙𝑚. (Б.12)

Наконец, если эффект дипольного момента существенен как в ближней области,

так и в дальней, то матрица перехода

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

∫
Ω

𝑍IBO
𝑙𝑗 𝑍BO*

𝑙′𝑚 𝑑Ω𝑑𝜙𝑑𝜃 =

𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

∫
Ω

∑︁
ℓ

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ

∑︁
𝑚′

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔ℓ𝑚′𝑌ℓ𝑚′(𝜃, 𝜙)Φ𝐽
𝑀,Λ′(Ω)

∞∑︁
ℓ′=|𝑚|

𝑎
(𝑙′𝑚)
ℓ′ 𝑌 *

ℓ′𝑚(𝜃, 𝜙)Φ
𝐽*
𝑀,Λ(Ω)𝑑Ω𝑑𝜙𝑑𝜃 =

∑︁
ℓ

∑︁
𝑚′

∞∑︁
ℓ′=|𝑚|

𝑎
(𝑙′𝑚)
ℓ′ 𝑎

(𝑙𝑗)
ℓ

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ′

𝑗𝜔ℓ𝑚′

𝜋∫
0

sin 𝜃

2𝜋∫
0

𝑌ℓ𝑚′(𝜃, 𝜙)𝑌 *
ℓ′𝑚(𝜃, 𝜙)𝑑𝜙𝑑𝜃∫

Ω

Φ𝐽
𝑀,Λ′(Ω)Φ𝐽*

𝑀,Λ(Ω)𝑑Ω

(Б.13)
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Пользуясь выражениями (Б.8) и (Б.9) получаем

⟨𝑙𝑗 | 𝑙′𝑚⟩ =
∑︁
ℓ

∑︁
𝑚′

∞∑︁
ℓ′=|𝑚|

𝑎
(𝑙′𝑚)
ℓ′ 𝑎

(𝑙𝑗)
ℓ

√︂
2𝑗 + 1

2𝐽 + 1
𝐶𝐽Λ′

𝑗𝜔ℓ𝑚′𝛿ℓℓ′𝛿𝑚𝑚′ =
∑︁
ℓ

𝑎
(𝑙𝑗)
ℓ 𝑎

(𝑙′𝑚)
ℓ 𝐶𝐽Λ

𝑗𝜔ℓ𝑚

(Б.14)

85



Список литературы

1. Stebbings R. F., Dunning F. B. Rydberg states of atoms and molecules. Cam

bridge University Press, 1983.

2. Seaton M. J. Quantum defect theory I. General formulation // Proc. Phys.

Soc. (London). 1966. Vol. 88. P. 801.

3. Seaton M. J. Quantum defect theory II. Illustrative one-channel and two-chan

nel problems // Proc. Phys. Soc. (London). 1966. Vol. 88. P. 815.

4. Seaton M. J. Quantum defect theory // Rep. Prog. Phys. 1983. Vol. 46.

P. 167–237.

5. Aymar M., Greene C. H., Luc-Koenig E. Multichannel Rydberg spectroscopy

of complex atoms // Reviews of Modern Physics. 1996. Vol. 68. P. 1015.

6. Bente E., Hogervorst W. The 5𝑑𝑛𝑓 𝐽 = 4 and 5 autoionising Rydberg series in

barium: experiment and MQDT analysis // J. Phys. B. 1989. Vol. 22. P. 2679.

7. Knight R. D. Multichannel-quantum-defect analysis of the odd-parity 𝐽 = 0

spectra of xenon // Phys. Rev. A. 1986. Vol. 34. P. 3809.

8. Ramswell J. A., Fielding H. H. Angle-resolved spin-orbit autoionization dy

namics of Rydberg electron wave packets in Ar: A time-dependent MQDT

approach // The Journal of chemical physics. 1998. Vol. 108. P. 7653–7661.

9. Baig M. A., Hanif M., Aslam M., Bhatti S. A. Laser optogalvanic observations

and MQDT analysis of mp5nd 𝐽 = 3 autoionizing resonances in Ar, Kr and

Xe // J. Phys. B. 2006. Vol. 39. P. 4221.

10. Fano U. Quantum defect theory of 𝑙 uncoupling in 𝐻2 as an example of chan

nel-interaction treatment // Phys. Rev. A. 1970. Vol. 2. P. 353.

11. Arif M., Jungen C., Roche A. L. The Rydberg spectrum of CaF and BaF:

Calculation by R-matrix and generalized quantum defect theory // J. Chem.

Phys. 1997. Vol. 106. P. 4102–4118.

12. Jungen C., Roche A. L., Arif M. The Rydberg spectrum of ArH and KrH:

Calculation by R-matrix and generalized quantum defect theory // Phil. Trans.

86



R. Soc. London Ser. A. 1997. Vol. 355. P. 1481–1504.

13. Jungen C., Roche A. L. Quantum defect theory of dipole-mixed Rydberg states

in CaF // Canadian Journal of Physics. 2001. Vol. 79. P. 287.

14. Ross S., Jungen C. Quantum-defect theory of double-minimum states in 𝐻2 //

Physical review letters. 1987. Vol. 59. P. 1297.

15. Herzberg G., Jungen C. Rydberg Series and Ionization potential of the 𝐻2

molecule // J. Mol. Spectrosc. 1972. Vol. 41. P. 425.

16. Stolyarov A. V., Child M. S. Radiative properties of diatomic Rydberg states

in quantum defect theory. Application to the hydrogen molecule // J. Phys.

B. 1999. Vol. 32. P. 527.

17. Stolyarov A. V., Pupyshev V. I., Child M. S. Analytical approximations for

adiabatic and non-adiabatic matrix elements of homonuclear diatomic Rydberg

states. Application to the singlet p-complex of the hydrogen molecule // J.

Phys. B. 1997. Vol. 30. P. 3077.

18. Kirrander A., Child M. S., Stolyarov A. V. Ab initio and quantum-defect calcu

lations for the Rydberg states of ArH // Physical Chemistry Chemical Physics.

2006. Vol. 8. P. 247–255.

19. Kay J. J., Coy S. L., Wong B. M. et al. A quantum defect model for the s, p,

d, and f Rydberg series of CaF // J. Chem. Phys. 2011. Vol. 134. P. 114313.

20. Sprecher D., Jungen C., Merkt F. Spectrum of the Autoionizing Triplet Gerade

Rydberg States of 𝐻2 and its Analysis Using Multichannel Quantum-Defect

Theory // The Journal of Physical Chemistry A. 2013. Vol. 117. P. 9462–9476.

21. Sprecher D., Jungen C., Merkt F. Determination of the binding energies of the

np Rydberg states of 𝐻2, HD, and 𝐷2 from high-resolution spectroscopic data

by multichannel quantum-defect theory // The Journal of Chemical Physics.

2014. Vol. 140. P. 104303.

22. Bell M. B., Avery L. W., Seaquist E. R., Vallee J. P. A New Technique for

Measuring Impact broadened Radio Recombination Lines in Hii Regions: Con

frontation with Theory at High Principal Quantum Numbers // Publications

87



of the Astronomical Society of the Pacific. 2000. Vol. 112. P. 1236–1242.

23. Bell M. B., Avery L. W., MacLeod J. M., Vallee J. P. Sensitive observations

of radio recombination lines in Orion and W51: the data and detection of

systematic recombination line blueshifts proportional to impact broadening //

Astrophysics and Space Science. 2011. Vol. 333. P. 377–388.

24. Bell M. B. More on the narrowing of impact broadened radio recombination

lines at high principal quantum number // Astrophysics and Space Science.

2012. Vol. 340. P. 127–131.

25. Yoshida S., Reinhold C. O., Burgdörfer J. et al. Photoexcitation of 𝑛 ≃ 305

Rydberg states in the presence of an rf drive field // Phys. Rev. A. 2012.

Vol. 86. P. 043415.

26. Jaksch D., Cirac J. I., Zoller P. et al. Fast Quantum Gates for Neutral Atoms //

Phys. Rev. Lett. 2000. Vol. 85. P. 2208–2211.

27. Protsenko I. E., Reymond G., Schlosser N., Grangier P. Operation of a quantum

phase gate using neutral atoms in microscopic dipole traps // Phys. Rev. A.

2002. Vol. 65. P. 052301.

28. Tong D., Farooqi S. M., Stanojevic J. et al. Local Blockade of Rydberg Exci

tation in an Ultracold Gas // Phys. Rev. Lett. 2004. Vol. 93. P. 063001.

29. Viteau M., Bason M. G., Radogostowicz J. et al. Rydberg Excitations in

Bose-Einstein Condensates in Quasi-One-Dimensional Potentials and Optical

Lattices // Phys. Rev. Lett. 2011. Vol. 107. P. 060402.
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