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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîá-

íîãî ïîðÿäêà áåðåò ñâîå íà÷àëî îò èäåé Ëåéáíèöà è Ýéëåðà, íî ëèøü ê

êîíöó ÕÕ âåêà èíòåðåñ ê ýòîé òåìàòèêå çíà÷èòåëüíî óñèëèëñÿ, áëàãîäàðÿ

èíòåðåñíûì ïðèëîæåíèÿì â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-

êè, ôèçèêè, èíæåíåðèè, áèîëîãèè, ýêîíîìèêè è äð. Â 70 - 80-õ ãîäàõ

áîëüøîå ðàçâèòèå äàííîå íàïðàâëåíèå ïîëó÷èëî â ðàáîòàõ À.À.Êèëáàñà,

Ñ.Ã. Ñàìêî, Î.È. Ìàðè÷åâà, È. Ïîäëþáíîãî, K.S. Miller'a, B. Ross'a è

äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé. Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå èññëåäîâàíèÿ â îáëà-

ñòè äðîáíîãî àíàëèçà õàðàêòåðèçóþòñÿ "ýêñïîíåíöèàëüíûì" ðîñòîì, èõ

ïðîâîäÿò êàê íàøè ñîîòå÷åñòâåííèêè, òàê è çàðóáåæíûå ìàòåìàòèêè.

Ãåîìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,

ïðèìåíÿåìûå ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, âîñõîäÿò ê èìåíàì À.

Ïóàíêàðå, Ë. Áðàóýðà, Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà, Ã. Õîïôà, Æ. Ëåðå, Þ. Øà-

óäåðà. Â äàëüíåéøåì ýòè ìåòîäû áûëè ðàçâèòû è ïðîäåìîíñòðèðîâà-

ëè ñâîþ âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü â òðóäàõ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Ñ.Ã.

Êðåéíà, Í.À. Áîáûëåâà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Ï.Ï. Çàáðåéêî, Â.Ã. Çâÿãèíà,

À.È. Ïåðîâà, À.È. Ïîâîëîöêîãî, Á.Í. Ñàäîâñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà, Â.Â.

Ñòðûãèíà, Ä.È. Ðà÷èíñêîãî, K. Deimling'a, L. Gorniewicz'a, J. Mawhin'a

è äðóãèõ ó÷åíûõ.

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû ÕÕ âåêà, ýòè ìåòîäû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

íà òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Ðàçâèòèå òåîðèè äèôôåðåí-

öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì àïïà-

ðàòîì äëÿ îïèñàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, ñèñòåì ñ

ðàçðûâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, èçó÷àåìûõ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ òåî-

ðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé

ýêîíîìèêè è äð. Ðàçëè÷íûå çàäà÷è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-

÷åíèé áûëè èçó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî è ìíîãîçíà÷íî-

ãî àíàëèçà â ðàáîòàõ Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, À.Ä. Ìûøêèñà,

Â.Â. Îáóõîâñêîãî, Ì.È. Êàìåíñêîãî, À.È. Ïîâîëîöêîãî, Þ.Å. Ãëèêëè-
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õà, Â.Ã. Çâÿãèíà, À.Â. Àðóòþíîâà, Â.Ã. Çàäîðîæíîãî, À.È. Áóëãàêîâà,

Å.Ñ. Æóêîâñêîãî, Å.Ë. Òîíêîâà, À.À. Òîëñòîíîãîâà, Â.Â. Ôèëèïïîâà,

J.P. Aubin'a, A. Cellina, K. Deimling'a, L. Gorniewicz'a, W. Kryszewski, P.

Nistri, N.S. Papageorgiou, P. Zecca è äðóãèõ.

Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ èçó÷åíèÿ ðàçðåøèìîñòè è

ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

âêëþ÷åíèé îêàçûâàåòñÿ òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìíîãîçíà÷íûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé, ðàçðàáîòêå êîòîðîé áûëè ïîñâÿùåíû òðóäû Þ.Ã. Áî-

ðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, À.Ä. Ìûøêèñà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, A. Cellina,

A. Granas'a, A. Lasota è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè, â

íåé óêàçàííûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ íîâûõ êëàññîâ ôóíê-

öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿä-

êà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Öåëü ðàáîòû. Ïðèìåíÿÿ òåîðèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ óïëîò-

íÿþùèõ ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, èññëåäîâàòü çàäà÷è ñóùåñòâî-

âàíèÿ ðåøåíèé, îïèñàíèÿ èõ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû è óïðàâëÿåìî-

ñòè äëÿ íîâûõ êëàññîâ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

âêëþ÷åíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ïîëó-

ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïî-

ðÿäêà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé è êîìïàêòíîñòè ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ áåñ-

êîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â áàíàõî-

âîì ïðîñòðàíñòâå.
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3. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé è êîìïàêòíîñòè ìíîæå-

ñòâà ðåøåíèé äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñ-

íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

4. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé è êîìïàêòíîñòè ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ôóíê-

öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ êîíå÷-

íûì çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå.

5. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé è êîìïàêòíîñòè ìíîæå-

ñòâà ðåøåíèé çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ áåñêîíå÷íûì çàïàç-

äûâàíèåì è èìïóëüñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

6. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé è êîìïàêòíîñòè ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ êî-

íå÷íûì çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

7. Ðàññìîòðåíî ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê çàäà÷å îá óïðàâ-

ëÿåìîñòè ïðîöåññîì äðîáíîé äèôôóçèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ

ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è

òåîðèè äðîáíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèé

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, äðîáíîé äèíàìèêè è íåêîòîðûõ çàäà÷ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ýêîíîìèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Âî-

ðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (Âîðîíåæ, 2013 ã.); íà Âîðî-

íåæñêèõ âåñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ (Âîðîíåæ, 2011, 2012, 2013
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ãã.); íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ. Îáùèå

ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ"(Òàìáîâ, 2011, 2013 ãã.); íà ìåæ-

äóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå "Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷"(Âîðîíåæ, 2012 ã.); íà ìåæ-

äóíàðîäíûõ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ

è ïðåïîäàâàòåëåé êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÂÃÏÓ (Âîðîíåæ, 2011,

2012, 2013 ãã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ

ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ, àêàäåìèêà Åâðîïåéñêîé

àêàäåìèè íàóê Ë. Ä. Êóäðÿâöåâà: "Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îáðàçîâàíèÿ."(Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, 2013 ã.). Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ïðîô. Áàñêàêîâà À.Ã. (ÂÃÓ, 2013).

Èññëåäîâàíèÿ, âêëþ÷åííûå â íàñòîÿùóþ äèññåðòàöèþ, ïîääåðæàíû

ãðàíòàìè ÐÔÔÈ � 11-01-00328 è � 12-01-00392.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]-

[10]. Èç ñîâìåñòíî îïóáëèêîâàííîé ðàáîòû [4] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû

ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ðàáîòû [2], [4], [7], [10] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåí-

çèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíî-

áðíàóêè ÐÔ.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Â.Â. Îáóõîâñêîìó çà íàó÷íîå

ðóêîâîäñòâî è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿ-

òè ãëàâ, èç êîòîðûõ ïåðâàÿ, ÷åòâåðòàÿ è ïÿòàÿ ãëàâû ðàçáèòû íà òðè, äâà

è òðè ïóíêòà ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåì ðàáîòû 132 ñòðàíèöû. Áèáëèîãðà-

ôèÿ ñîäåðæèò 50 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è

îïèñûâàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç ôóíê-
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öèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, òåîðèè äðîá-

íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà B, ââåäåííîãî Õåéëîì è Êàòî.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ïî-

ëóëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé

ïðîèçâîäíîé â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ñëåäóþùåãî âè-

äà:

Dαx(t) = Ax(t) + f(t, x(t), xt), t ∈ [0, T ] (2.1),

ñ íåëîêàëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

x(θ) + g(x)(θ) = ϑ(θ), θ ∈ [−h, 0] (2.2),

ãäå Dα, 0 < α < 1, - äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ,

g : C([−h, T ];E) → C([−h, 0];E) è ϑ : [−h, 0] → E - çàäàííûå ôóíêöèè,

xt ∈ C([−h, 0];E), h > 0, xt îïðåäåëåíî êàê xt(θ) = x(t+ θ),−h < θ ≤ 0.

Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(A) A : D(A) ⊂ E → E - ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â E, ïîðîæ-

äàþùèé ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó eAt, ãäå t ≥ 0.

f : [0, T ]× E × C([−h, 0];E) → E - íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

(f1) f(·, φ, ψ) - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà [0, T ], äëÿ âñåõ (φ, ψ) ∈ E ×
C([−h, 0];E);

(f2) f(t, ·, ·) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà E × C([−h, 0];E), äëÿ ï. â.

t ∈ [0, T ];

(f3) óñëîâèå ïîäëèíåéíîãî ðîñòà:

∥f(t, x, ψ)∥ ≤ η(t)(1 + ∥x∥E + ∥ψ∥C), ï. â. t ∈ [0, T ],

ãäå η : [0, T ] → R+ - ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, C = C([−h, 0], E).

(f4) óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè: ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

k : [0, T ] → R+ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæå-

ñòâà Q ⊂ E è äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ C
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âûïîëíåíî

χ(f(t, Q,Ω)) ≤ k(t)(χ(Q) + φ(Ω)),

ãäå χ - ìåðà íåêîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà â E, φ(Ω) = sup−h≤θ≤0 χ(Ω(θ));

Ω(θ) = {q(θ), q ∈ Ω} - ìîäóëü ïîñëîéíîé íåêîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå
C.

(g1) g : C([−h, T ];E) → C - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ïðåîáðàçóþ-

ùåå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â îãðàíè÷åííîå.

(g2) ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ l : [−h, 0] → R+, òàêàÿ ÷òî:

χ(g(D)(t)) ≤ l(t)χ(D(t)),

äëÿ ëþáîãî t ∈ [−h, 0], è äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà D ⊂
C([−h, T ];E).

(g3) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà D ⊂ C([−h, T ];E),
{g(ψ(·));ψ ∈ D} - ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé è

ñåìåéñòâî ôóíêöèé {eAtx, x ∈ g(D(0))} òàêæå ðàâíîñòåïåííî íåïðå-

ðûâíî.

(g4) lim∥x∥→∞
∥g(x)∥
∥x∥ < 1.

(ϑ′) ϑ ∈ C - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Èíòåãðàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)-(2.2), ìû

áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ x ∈ C([−h, T ];E) âèäà:

x(t) =


ϑ(t)− g(x)(t), t ∈ [−h, 0];
eAt(ϑ(0)− g(x)(0)+

+ 1
Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1eA(t−s)f(s, x(t), xs)ds, t ∈ [0, T ].

Ïóñòü k̃ = maxt∈[0,T ] k(t), l̃ = maxt∈[−h,0] l(t), ãäå k(·) - ôóíêöèÿ, çàäàí-
íàÿ â óñëîâèè (f4), à l(·) - ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â óñëîâèè (g2) è C(χ) ≥ 0 -

êîíñòàíòà, òàêàÿ ÷òî âûïîëíÿåòñÿ: ∥eAt∥χ ≤ C(χ), ãäå ∥eAt∥χ îáîçíà÷àåò

χ-íîðìó îïåðàòîðà.
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Òåîðåìà 2.1 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (A), (ϑ′), (f1)-(f4), (g1)-(g4), à

òàêæå:

m := max

{
l̃,

(
l̃ +

2T α

Γ(α+ 1)
k̃

)
C(χ)

}
< 1, (2.3)

ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)-(2.2) íåïóñòîå è êîìïàêòíîå ïîäìíî-

æåñòâî ïðîñòðàíñòâà C([−h, T ];E).
Â Òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü E -

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [0, T ] òî÷êàìè 0 < t1 <

... < tm < T, m ≥ 1 è ôóíêöèè c : [0, T ] → E îáîçíà÷èì

c(t+k ) = lim
h→0+

c(tk + h), c(t−k ) = lim
h→0−

c(tk + h),

äëÿ 1 ≤ k ≤ m.

Äëÿ öåëîãî N ≥ 1 è α ∈ (N − 1, N ], èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à

Êîøè:

CDαy(t) ∈ F (t, yt,∇Ny(t)) ï.â. t ∈ [0, T ]\ {t1, ..., tm} , (3.1)

∇Ny(0) = Y0, (3.2)

y(θ) = φ(θ), θ ∈ (−∞, 0], (3.3)

ãäå CDα - äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà α,

∇Ny(t) = (y(t), y
′
(t), ..., y(N−1)(t)),

è F : [0, T ]× B × EN ( E - ìóëüòèîòîáðàæåíèå ñ íåïóñòûìè âûïóêëû-

ìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè. Çäåñü yt ∈ B õàðàêòåðèçóåò ïðåäûñòîðèþ

ôóíêöèè äî ìîìåíòà t ∈ [0, T ], òî åñòü yt(θ) = y(t+ θ), θ ∈ (−∞, 0]. Íà-

÷àëüíûå äàííûå Y0 = (ỹ0, ỹ1, ..., ỹN−1) çàäàíû â EN è íà÷àëüíàÿ ôóíê-

öèÿ φ ∈ B òàêîâà, ÷òî φ(0) = ỹ0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóæåíèå èñêîìîé

ôóíêöèè y : (−∞, T ] → E íà [0, T ] ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó êóñî÷íî-

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé PCN−1([0, T ];E).

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ è åå ïðîèçâîäíûå óäîâëåòâî-

ðÿþò â ìîìåíòû t1, ..., tm óñëîâèÿì èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé:

y(j)(t+k ) = y(j)(tk) + Ij
k(y

(j)(tk)), 0 ≤ j ≤ N − 1, k = 1, ...,m, (3.4)
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ãäå Ij
k : E → E - íåïðåðûâíûå èìïóëüñíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå

ñëóäóþùèì óñëîâèÿì:

(I1) ôóíêöèè Ij
k : E → E, 1 ≤ k ≤ m, 0 ≤ j ≤ N − 1 ÿâëÿþòñÿ

âïîëíå íåïðåðûâíûìè.

(I2) ôóíêöèè Ij
k, 1 ≤ k ≤ m, 0 ≤ j ≤ N − 1 ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíî

îãðàíè÷åííûìè.

Îáîçíà÷èì I = [0, T ]\ {t1, ..., tm} . Ðàññìîòðèì ìóëüòèîïåðàòîð F :

I × B × EN → Kv(E), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

(F1) Ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, ϑ, y) : [0, T ] → Kv(E) äîïóñêàåò ñèëüíî

èçìåðèìîå ñå÷åíèå äëÿ âñåõ (ϑ, y) ∈ B × EN ;

(F2) Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·, ·) : B×EN → Kv(E) - ïîëóíåïðåðûâ-

íî ñâåðõó äëÿ ï. â. t ∈ I;

(F3) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ w ∈ Lp([0, T ]), p > 1
α−N+1 , òàêàÿ, ÷òî:

∥F (t, ϑ, y)∥ := sup {∥f∥E : f ∈ F (t, ϑ, y)} ≤ w(t)(1 + |ϑ|B + ∥y∥EN ),

äëÿ ï. â. t ∈ I è âñåõ (ϑ, y) ∈ B × EN .

(F4) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ µ ∈ Lp([0, T ]) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ îãðà-

íè÷åíûõ ìíîæåñòâ Ω ⊂ B è Qj ⊂ E, j = 0, 1, ..., N − 1, ìû èìååì:

χ(F (t,Ω,
N−1∏
j=0

Qj)) ≤ µ(t)(ψ(Ω) +
N−1∑
j=0

χ(Qj)), ï. â. t ∈ I,

ãäå ψ(Ω) = supθ≤0 χ(Ω(θ)).

Ïóñòü CE(−∞;T ] - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé y : (−∞;T ] →
E, òàêèõ, ÷òî y0 ∈ B è y = y|[0,T ] ∈ PCN−1([0, T ];E), ñ ïîëóíîðìîé:

∥y∥CE(−∞;T ] = |y0|B + ∥y∥PC .

Îïðåäåëåíèå 3.1.Èíòåãðàëüíûì ðåøåíèåì íà (−∞, T ] çàäà÷è (3.1)-
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(3.4), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y ∈ CE(−∞, T ] âèäà:

y(t) =


φ(t), t ∈ (−∞, 0];∑N−1

j=0
tj

j!

(
ỹ(j) +

∑
tk<t I

j
k(y

(j)(tk))
)
+

+ 1
Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1ϕ(s)ds, t ∈ [0, T ],

ãäå ϕ ∈ PF (y).

Òåîðåìà 3.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (F1)− (F4) è (I1)− (I2), ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (3.1)-(3.4) íà CE(−∞;T ) - íåïóñòî è êîìïàêò-

íî.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ. Â ïóíêòå 4.1 ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå E ñëåäóþùåãî âèäà:

Dαy(t) ∈ Ay(t) + F (t, yt, y(t)), t ∈ [0, T ]\ {t1, ..., tm} , (4.1.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

y(θ) = ϑ(θ), θ ∈ (−∞, 0], (4.1.2)

ãäåDα, 0 < α < 1, - äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, A : D(A) ⊂
E → E - ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â E, ïîðîæäàþùèé ñèëüíî

íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó eAt, t ≥ 0, F : [0, T ] × B × E ( E - ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå ñ íåïóñòûìè âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè óäî-

âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì (F1), (F2), (F3), (F4).

Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϑ ∈ B, ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé (óñëîâèå (ϑ)) è èñêî-

ìàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò â ìîìåíòû t1, ..., tm óñëîâèÿì èìïóëüñíûõ

âîçäåéñòâèé:

y(t+k ) = y(tk) + Ik(y(tk)), k = 1, ...,m, (4.1.3)

ãäå Ik : E → E - íåïðåðûâíûå èìïóëüñíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì (I1), (I2).
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Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Èíòåãðàëüíûì ðåøåíèåì íà (−∞, T ] çàäà÷è

(4.1.1)-(4.1.3), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y ∈ CE(−∞, T ] âèäà:

y(t) =


ϑ(t), t ∈ (−∞, 0];

eAt
(
ϑ(0) +

∑
tk<t Ik(y(tk))

)
+

+ 1
Γ(α)

t∫
0

eA(t−s)(t− s)α−1ϕ(s)ds, t ∈ [0, T ],

ãäå ϕ ∈ PF (y).

Îáîçíà÷èì J (χ) = supt∈[0,T ] ∥eAt∥(χ).
Òåîðåìà 4.1.1.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (A), (F1), (F2), (F3), (F4),

(ϑ), (I1)− (I2), è:

V :=
2T α ∥µ∥∞ J (χ)

Γ(α + 1)
< 1, (4.1.4)

ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (4.1.1)-(4.1.3) íà CE(−∞;T ] - íåïóñòî è

êîìïàêòíî.

Â ïóíêòå 4.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëóëè-

íåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ äðîáíîé ïðî-

èçâîäíîé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E âèäà (4.1.1), íî ñ íåëîêàëüíûì

íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

y(s) + g(y)(s) = φ(s), s ∈ [−h, 0] (4.2.1)

ãäå F : [0, T ]×PC([−h, 0];E)×E ( E - ìóëüòèîòîáðàæåíèå ñ íåïóñòûìè

âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïóñòü CE[−h;T ] - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé y : [−h;T ] → E, ñ

íîðìîé:

∥y∥CE [−h;T ] = sup
t∈[−h,T ]

∥y(t)∥E .

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (F1), (F2), (F4), è

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

(F ′3) Äëÿ êàæäîãî n ∈ N, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ wn ∈ L∞([0, T ]), òà-

êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y ∈ CE[−h;T ], óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêå
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∥y∥CE [−h;T ] ≤ n, âûïîëíåíî:

∥F (t, yt, y(t))∥ := sup {∥f∥E : f ∈ F (t, yt, y(t))} ≤ wn(t) ï.â. t ∈ I.

Íà èìïóëüñíûå ôóíêöèè Ik ìû íàêëàäûâàåì óñëîâèÿ (I1), (I ′2), à

íà îòîáðàæåíèå g, è ôóíêöèþ φ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(φ) φ ∈ C - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ;

(g1) g : CE[−h;T ] → C - âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå;

(g2) íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρn} , ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈
CE[−h;T ], ∥y∥ ≤ n, âûïîëíåíî ∥g(y)∥ ≤ ρn è ïðè ýòîì: limn→∞

Jρn
n < 1.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2.Èíòåãðàëüíûì ðåøåíèåì íà [−h, T ] çàäà÷è (4.1.1),
(4.2.1), (4.1.3), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y ∈ CE[−h, T ] âèäà:

y(t) =


ϑ(t)− g(y)(t), t ∈ [−h, 0];
eAt(ϑ(0)− g(y)(0) +

∑
tk<t Ik(y(tk)))+

+ 1
Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1eA(t−s)ϕ(s)ds, t ∈ [0, T ],

ãäå ϕ(s) ∈ PF (y).

Òåîðåìà 4.2.1.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (A), (F1), (F2), (F ′3), (F4),

(g1)− (g2), (φ), (I1)− (I ′2), (4.1.4) è àñèìïòîòè÷åñêîãî óñëîâèÿ:

lim
n→∞

∥wn∥∞
n

= 0, (4.2.5)

ãäå wn(·) - ôóíêöèè îïðåäåëåííûå â óñëîâèè (F ′3), ìíîæåñòâî ðåøåíèé

çàäà÷è (4.1.1), (4.2.1), (4.1.3) íà CE[−h;T ] - íåïóñòî è êîìïàêòíî.

Ïÿòàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïóíêòîâ. Â ïóíòå 5.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ïîëóëèíåéíûì ôóíê-

öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé â áà-

íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ñëåäóþùåãî âèäà:

Dαy(t) ∈ Ay(t) + F (t, yt, y(t)) +Bu(t), t ∈ [0, T ]\ {t1, ..., tm} , (5.1.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (4.1.2), ãäå ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(·) ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â Lp(I, U), p > 1/α, ãäå U - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé.

Îïåðàòîð B : U → E ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ëèíåéíûì.
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Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Èíòåãðàëüíûì ðåøåíèåì íà (−∞, T ] çàäà÷è

(5.1.1), (4.1.2), (4.1.3), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y ∈ CE(−∞, T ] âèäà:

y(t) =



ϑ(t), t ∈ (−∞, 0];

eAt
(
ϑ(0) +

∑
tk<t Ik(y(tk))

)
+

+ 1
Γ(α)

t∫
0

eA(t−s)(t− s)α−1ϕ(s)ds+

+ 1
Γ(α)

t∫
0

eA(t−s)(t− s)α−1Bu(s)ds, t ∈ [0, T ],

ãäå ϕ ∈ PF (y) è u ∈ Lp(I, U).

Íàøà îñíîâíàÿ çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Äëÿ çàäàííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϑ(·) ∈ B è çàäàííîãî

x1 ∈ E ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ y ∈ CE(−∞, T ]

è óïðàâëåíèÿ u ∈ Lp(I, U) òàêèõ, ÷òî: y(t) = ϑ(t), t ∈ (−∞, 0] è

y(T ) = x1. (5.1.2)

Òåîðåìà 5.1.1.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (A), (F1), (F2), (F3), (F4),

(ϑ), (W ), (I1)− (I2), è

V :=
2T α ∥µ∥∞ J (χ)

Γ(α+ 1)

(
1 +

2T α ∥µ∥∞ J (χ)M
(χ)
1 ∥γ∥∞

Γ(α+ 1)

)
< 1. (5.1.7)

ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (5.1.1), (4.1.2), (4.1.3), (5.1.2) íà CE(−∞;T ]

- íåïóñòî è êîìïàêòíî.

Â ïóíêòå 5.2, ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ óñëîâèé (F ′3) è

(4.2.5), äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è

óïðàâëÿåìîñòè.

Â ïîñëåäíåì ïóíêòå 5.3 äàåòñÿ ïðèëîæåíèå òåîðåìû 5.1.1 ê èññëåäî-

âàíèþ óïðàâëÿåìîñòè ïðîöåññîì äðîáíîé äèôôóçèè.
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