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Введение

В настоящее время в условиях усиливающегося влияния ограниченности

сырьевых и энергетических ресурсов ведущих к проблемам связанным с

загрязнением окружающей среды крайне актуальными становятся точ-

ные методы исследования геофизических и геотехнологических процес-

сов [1], [12]—[16]. И здесь основное место занимают методы математи-

ческого моделирования, так как в эксперименте нельзя непосредственно

воспроизвести длительность и масштабы соответствующих процессов.

Решение связанных с этими проблемами задач включает следующие

этапы: 1) построение математической модели геотехнологического про-

цесса (прямая задача динамики); 2) проверка следствий из модели (с

целью ее возможной корректировки); 3) применение модели для опре-

деления параметров процесса по данным физического моделирования;

4) разработка с использованием математической модели управления и

оптимизации геотехнологических процессов.

В связи с этим, в настоящее время, при построении соответствующих

математических моделей широко используются такие понятия как по-

ристые среды, фильтрация, абсорбция и т.д., которые при идентифика-

ции их локальных гидродинамических характеристик на основе класси-

ческих уравнений Новье–Стокса приводят к фактически непреодолимым

проблемам. Поэтому, возникает необходимость в рассмотрении новых ме-

тодов анализа так называемых приближенных моделей с распределенны-

ми параметрами типа модели субдиффузии, описываемых уравнениями с

дробными производными и модели В.С. Голубева, учитывающие струк-

туры пористых сред. Так, описывая фильтрационные потоки, В.С. Го-

лубев в [12] показывает, что существует структура потока, зависящая
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от расхода жидкостей, которая при малом расходе, имея ламинарный

поток, охватывает всю элементарную камеру, а с увеличением расхода

структура потока приобретает двойственный характер. В то время как

в ядре потока (проточной зоне) жидкость движется от входа к выхо-

ду по прямолинейным траекториям, на периферии потока (в застойной

зоне) она вовлекается в вихревое движение. Такой не ламинарный (но и

не турбулентный) режим характерен для течения жидкости в пористой

среде.

Феноменологическое уравнение движения жидкости на основе модели

пористой среды, состоящей из проточных и застойных зон было пред-

ложено В.С. Голубевым в предположении, что процесс нестационарной

фильтрации сжимаемой жидкости в полубесконечной области при за-

данном изменении давления p(t) на границе описывается задачей (см.

[2],[3])

(1− ν)
∂P2(t, x)

∂t
+ ν

∂P1(t, x)

∂t
= a

∂2P1(t, x)

∂x2
, (1)

∂P2(t, x)

∂t
= γ(P1 − P2)(t, x), (2)

0 < x <∞, 0 < t <∞ с начальными условиями

P1(t, x)|t=0 = P2(t, x)|t=0, (3)

и краевыми условиями

P1(t, x)|x=0 = q(t), P1(t, x)|x=∞ = 0, (4)

где ν— доля объема проточных зон, P1(t, x) и P2(t, x)— давление в про-

точных и застойных зонах, соответственно, γ— константа массообмена

между проточными и застойными зонами.
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Требуется найти градиент давления у границы области ∂P1(t,x)
∂x

∣∣∣
x=0

=

ϕ(t), который определяет скорость течения жидкости согласно равенству

u(t, x) = − k

µχ
· ∂P1(t, x)

∂x
— эмпирический закон Дарси,

k— проницаемость пористой среды, µ— вязкость жидкости.

В [2], [3] для нахождения градиента ∂P1

∂x

∣∣
x=0

система (1) приводится к

одному уравнению вида

ν
∂P1(t, x)

∂t
+ (1− ν)P1(t, x)−

−(1− ν)γ2

∫ t

0

eγ(s−t)P1(s, x)ds = a
∂2P1(t, x)

∂x2
(5)

с условиями

P1(t, x)|t=0,—условие Коши (6)

P1(t, x)|x=0 = q(t), P1(t, x)|x=∞ = 0. (7)

Затем, без указания решения задачи (5)—(7), приводятся два возмож-

ных метода вычисления градиента P0(t).

1. Использование метода Лапласа дает следующее выражение (см. [2],

c. 102)

−∂P1

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
1√
π

d

dτ

∫ τ

0

1√
τ − u

(
d

du

∫ u

0

{
exp

[
−
(

1 +
β

2

)
(u− z)

]
×

×I0

[
β

2
(u− z)

]
+

+(1 + β)

∫ u−z

0

exp

[
−(1 +

β

2
)υ

]
I0

(
β

2
υ

)
dυ

}
Ps(z)dz

)
du, (8)

ξ = x
√
vγ/a, τ = tγ, β = (1− v)/v

где I0–функция Бесселя мнимого аргумента.
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Однако формула (8) неудобна для анализа и численных расчетов,

так как в нее входит дважды операция дифференцирования и трижды

неопределенный интеграл.

2. Второй метод, который приводится в [3], использует понятие дроб-

ной производной и получает значение градиента как дробную производ-

ную порядка 1/2 от функции P0(t), т.е. устанавливается соотношение

∂P1(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
d

1
2P0(t)

dt
1
2

. (9)

При этом, ответ дается в виде

ϕ(t) = L
1
2
t q(t) =

√
a

ν
e−γtMeγt, (10)

где неограниченный оператор M формально выписывается в виде ряда

M =
∞∑
n=0

anD
1
2−n, (11)

где a0 = 1, a1 = γ(β − 1), an = −1
2

∑n−1
k=1 am−kak, (k ≥ 3), сходимость

которого в [2] и [3] не обсуждается.

Тем самым, по существу, не обсуждается вопрос о сходимости прибли-

женных решений к точному и их устойчивости к погрешностям исходных

данных.

Таким образом, результаты приведенные в [2], [3] не касаются вопро-

сов корректной разрешимости и следующей из этого устойчивости реше-

ний по исходным данным, в этих работах не обсуждаются. В тоже время

такие исследования важны при численной реализации задач с примене-

нием высококомпьютерных технологий.

Как известно, согласно Ж.Адамару, задача определения решения u ∈

U уравнения Au = f , (f ∈ F ) корректно поставлена на паре (U, F )

метрических пространств U и F с метриками ρU и ρF соответственно,

если выполнены условия:
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а) для всякого f ∈ F существует u ∈ U— решение уравнения, б)

решение определяется однозначно, в) задача устойчива на пространствах

(F,U), то есть для любого ε > 0 можно указать δ > 0, такое что из

неравенства ρF (f1, f2) < δ, следует ρU(u1, u2) < ε.

Однако устойчивость задачи зависит от выбранных топологий в F и

U и, вообще говоря, подходящим выбором топологий формально можно

добиться непрерывности оператора A−1, существование которого обес-

печивают условия а) и б). Так, в случае линейного взаимооднознач-

ного соответствия оператора A и нормированных пространств U и F ,

устойчивость будет иметь место, если пространство F наделить нормой

‖f‖F = ‖A−1f‖ = ‖u‖U , и тогда ‖A−1f‖ = supf 6=0
‖A−1f‖
‖f‖ = 1 (см. [29],

с.12).

Первые исследования в этом направлении для указанных задач с при-

менением методов функционального анализа и операторных уравнений

были проведены в работах [53], где доказана корректность по С.Г. Крейну

равномерная корректность задачи (5)-(6) и получена численная реали-

зация ее решения.

В настоящей диссертации продолжается исследование уравнения Го-

лубева в новых постановках. Так эти уравнения рассматриваются для

t ∈ R, и вместо условий Коши ставится задача без начальных условий.

На важность таких задач указывают Г. Баренблатт и Я. Зельдович [4],

при постановке вопросов о свойствах явлений, которые не зависят от

начальных условий, или не зависят от деталей начальных условий, но

вместе с тем система еще далека от состояния равновесия. Поэтому, их

можно объединить названием «промежуточная асимптотика».

Такие асимптотики являются решениями вырожденных задач, в ко-

торых параметры независимых переменных обращаются в нуль или бес-
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конечность.

Так, в соответствии с А.Н. Тихоновым и А.А. Самарским [38], c. 241,

изучается процесс теплопроводности в момент достаточно удаленный от

начального, то влияние начальных условий практически не сказывается

на распределении температуры в момент наблюдения. В этом случае ста-

вится задача об оптимальности решения уравнения теплопроводности,

удовлетворяющего граничным условиям одного из трех типов, заданных

для всех t > −∞. Если стереть ограничения, то задаются граничные

условия на обоих концах стержня. Для полубесконечного стержня зада-

ется лишь одно условие.

Однако для того чтобы решение вырожденной задачи представляло

собой промежуточную асимптотику необходимо, чтобы оно было устой-

чиво относительно изменений малых возмущений, то есть вырожденная

задача должна быть корректной.

В диссертации, именно с этой точки зрения исследуются задачи без

начальных условий, для уравнений, описывающих процессы субдиффу-

зии, диффузии и фильтрации в пористых средах и приводятся алгорит-

мы их приближенных решений. В частности, сюда относятся модели суб-

диффузии и процессы фильтрации в пористой среде с проточными и

застойными зонами.

При t ∈ (−∞,∞) = R и x ∈ (0,∞) = R+ рассматривается система

уравнений

a
∂2u1(t, x)

∂x2
= ν

∂u1(t, x)

∂t
+ (1− ν)

∂u2(t, x)

∂t
, (12)

∂u2(t, x)

∂t
= γ(u1(t, x)− u2(t, x)), (13)

где a > 0, 0 ≤ ν ≤ 1, γ ≥ 0.

Ставится задача о нахождении решения системы (12)—(13), удовле-
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творяющему условиям

u1(t, 0) = ϕ(t), (14)

lim
x→∞
|u1(t, x)| = lim

x→∞
|u2(t, x)| = 0, (15)

sup
t∈R
|u1(t, x)| <∞, sup

t∈R
|u2(t, x)| <∞ (16)

и рассматриваются случаи

1. функция ϕ(t) является периодической;

2. функция ϕ(t) принадлежит пространству равномерно непрерывных

и ограниченных функций на (−∞, T ], T <∞.

В первом случае для задачи (12)—(15) указывается явный вид точного

решения, и выписывается и градиент q(t) = Gϕ(t). А именно, доказыва-

ется следующее

Утверждение 1. Если в условии (14) функция ϕ(t) периодическая с

периодом T и рядом Фурье

ϕ(t) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

2πn

T
+ bn sin

2πn

T

)
=

=
a0

2
+
∞∑
n=1

An cos

[
2πn

T
(t− δ0

n)

]
,

где

An =
√
a2
n + b2

n, δ0
n =

T

2πn

(
π + arctg

bn
an

)
,

то существует решение задачи (12)—(16), периодическое при каждом x ∈

R+ и оно имеет вид

u(t, x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

Ane
−
√

(ρn+αn)
2 x · cos

[√
(ρn − αn)

2
x− ωnt+ δ0

n

]
, (17)

где ωn = 2πn
T ,

ρn =
ωn
a

√
γ2 + ω2

nν
2

ω2
n + γ2

, αn =
ω2
n(1− ν)γ

a(γ2 + ω2
n)
. (18)
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Из представления (17) следует выражение для градиента

Gϕ(t) =
∂u(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −
∞∑
n=1

An
√
ρn cos(Θn − ωnt), (19)

где Θn = arccos
√

ρn+αn
2ρn

.

Диссертация состоит из введения, трех глав и приложений. В первой

главе дается постановка нестационарных задач без начальных условий

для дифференциальных уравнений типа В.С. Голубева, описывающих

движение жидкости в пористой среде с застойными зонами, когда время

t меняется на всей действительной оси R = (−∞,∞) или R+ = [0,∞), а

пространственная переменная x на положительной полуоси R+ = [0,∞).

Приведенная в диссертации постановка таких задач является новой. Да-

же в [2] и [3] Ю.И. Бабенко рассматривал уравнение В.С. Голубева для

t ∈ R+ с условием Коши при t = 0, и правым условием Дирихле при

x = 0.

Далее, учитывая, что для обоснования корректной разрешимости по-

ставленных задач в диссертации используется довольно общий метод

С.Г. Крейна, здесь приводятся необходимые понятия и факты из общей

теории эволюционных уравнений в банаховом пространстве.

Вторая глава посвящена обоснованию корректной разрешимости по-

ставленных задач.

В третьей главе приводятся вычислительные алгоритмы корректной

компьютерной реализации решаемых задач.
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Глава 1

О задачах фильтрации в пористой

среде и методах их решений

Как указано во введении, при исследовании геофизических и геохимиче-

ских процессов, с целью разработки способов оптимального управления

ими, к числу основных относятся математические методы.

Среди многочисленных исследований в этом направлении [1], [15], [20],

[22] важное место занимают работы В.С. Голубева [12]–[15] и, в частности

его феноменологическая модель движения жидкости в пористой среде.

В этой главе приводятся уравнения В.С. Голубева в несколько рас-

ширенной постановке, указываются соответствующие задачи, которые

относятся к классу нестационарных. И указываются методы исследова-

ния их корректной разрешимости, позволяющие в дальнейшем получать

алгоритмы для корректной численной реализации соответствующих ре-

шений. Сюда относятся некоторые факты из общей теории операторных

уравнений и их применение к исследованию корректной разрешимости

начально–краевых задач.
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1.1 Уравнения фильтрации для процессов тепломас-

сопереноса в пористой среде

По аналогии с моделью В.С. Голубева рассмотрим феноменологическое

уравнение движения жидкости на основе модели пористой среды, со-

стоящей из проточных и застойных зон. В предположении фильтрации

по направлению оси x, при x > 0, будем моделировать пористую среду

системой из большого числа последовательно соединенных камер, сооб-

щающихся посредством коротких каналов. Разделим объем камеры на

проточную зону и застойную зону, жидкость которой участвует лишь в

массообмене с проточной зоной.

Рис. 1. Схематическое изображение траекторий частиц жидкости в

областях ламинарного (а) и вихревого (б) массообмена между

проточными и застойными зонами камеры.

Пусть V1 и V2— объемы проточной и застойной зон, приходящихся на
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единицу длины системы камер, ориентированных вдоль оси x. Запишем

следующее уравнение сохранения массы жидкости в слое (x, x+ ∆x):

u(x+ ∆x, t)ρ1(x,∆x, t)V1∆t− u(x, t)ρ1(x, t)V1∆t =

= [V1ρ1(x, t)∆x+ V2ρ2(x, t)∆x]−

−[V1ρ1(x, t+ ∆t)∆x+ V2ρ2(x, t+ ∆t)∆x], (1.1.1)

где u— скорость течения в проточной зоне; ρ1(x, t), ρ2(x, t)— плотность

жидкости проточной и застойной зон в момент времени t.

Переходя к пределу ∆x→ 0, ∆t→ 0, получим следующее уравнение

непрерывности:

(1− ν)
∂ρ2

∂t
+ ν

∂ρ1

∂t
+ ν

∂(uρ1)

∂x
= 0, (1.1.2)

где ν = V1

V1+V2
— доля объема проточных зон камер.

Пусть за единицу времени через 1 см2 поверхности раздела проточной

и застойной зон входит количество вещества γ0ρ1, а выходит γ0ρ2, причем

для данного расхода полагаем γ = const. Для скорости массообмена

между проточной и застойной зонами можно записать

∂ρ2

∂t
= γ0SV (ρ1 − ρ2) = γ(ρ1 − ρ2), (1.1.3)

где γ = γ0SV— кинетический коэффициент массообмена, SV = S/V2, S—

площадь поверхности раздела проточной и застойной зон. Величина SV в

случае пористой среды характеризует геометрию порового пространства

(из соображений размерности SV ≈ 1/d, d— диаметр зерна).

Уравнение (1.1.3) аналогично подтвержденному экспериментально урав-

нению, характеризующему скорость массообмена между проточными и

застойными зонами в фильтрующемся растворе.
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Для пористой среды скорость u, входящая в уравнение (1.1.2), следу-

ющим образом связана с истинной скоростью фильтрации u0:

u =
χ0

χ
u0 =

u0

ν
, (1.1.4)

здесь χ0 и χ— пористость, отнесенная ко всему свободному объему и к

объему проточных зон соответственно, ν— доля объема проточных зон

порового пространства.

Применяя эмпирический закон Дарси к течению жидкости в проточ-

ных зонах, будем иметь

u = − k

µνχ0

∂P1

∂x
= − k

µχ

∂P1

∂x
, (1.1.5)

где P1— давление жидкости в проточных зонах, k— проницаемость по-

ристой среды, µ— вязкость жидкости.

Система дифференциальных уравнений (1.1.2), (1.1.3), (1.1.5), сов-

местно с уравнениями жидкости ( и пористой среды) характеризует филь-

трацию в среде с застойными зонами. Дальнейшие преобразования этой

системы проводятся обычным способом. Так, для упругого режима филь-

трации в недеформируемой среде полагают, что плотность жидкости ли-

нейно зависит от давления

ρi = ρa

(
1 +

Pi − Pa
Eg

)
, i = 1, 2, . . . , (1.1.6)

где ρa— плотность жидкости при давлении Pa, Eg— модуль сжимаемости

жидкости.

Преобразуем в (1.1.2) член ∂(uρ1)
∂x с учетом (1.1.5) и (1.1.6)

∂(uρ1)

∂x
= − k

µχ

(
ρ1
∂2P1

∂x2
+
∂P1

∂x

∂ρ1

∂x

)
≈ − k

µχ
ρa
∂2P1

∂x2
.

Здесь принято осреднение по ρ1 и отброшены по малости произве-

дения производных ρ1 и P1 по x. Учтя в (1.1.2) и (1.1.3) зависимость

15



ρ1,2 от P1,2 по (1.1.6), получим следующие уравнения упругого режима

фильтрации

(−ν)
∂P2

∂t
+ ν

∂P1

∂t
= a

∂2P1

∂x2
; (1.1.7)

∂P2

∂t
= γ(P1 − P2), (1.1.8)

где a = kEg/(µχ)— коэффициент пьезопроводности.

1.2 Постановка задач

В дальнейшем предполагается, что в уравнениях (1.1.1) и (1.1.2) пара-

метры ν и γ принимают следующие значения: 0 < ν < 1, а параметр γ

может иметь разный знак. Поэтому, в зависимости от знака γ рассмат-

риваются следующие задачи:

I. Если γ > 0, то ставятся задачи:

Ia. Задача Дирихле.

Ищется решение системы (1.1.7)—(1..1.8) удовлетворяющее условию:

u(t, 0) = ϕ(t), t ∈ (−∞, T ), T <∞, (1.2.1)

и условиям

lim
x→∞
|P1(t, x)| = lim

x→∞
|P2(t, x)| = 0, (1.2.2)

sup
t∈(−∞,T )

|P1(t, x)| <∞, sup
t∈(−∞,T )

|P2(t, x)| <∞. (1.2.3)

Iб. Задача с граничными условиями третьего рода.

Ищется решение системы (1.1.7)—(1.1.8), удовлетворяющее условиям

(1.2.2), (1.2.3) и граничному условию 3-го рода

∂P1(t, x)

∂x
+ µP1(t, x)|x=0 = ϕ(t). (1.2.4)

Iв. Задача с периодическим условием.
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Ищется решение системы (1.1.7)—(1.1.8), при t ∈ (−∞,∞), удовле-

творяющее условиям (1.2.2), (1.2.3) и условию (1.2.1), где ϕ(t)— перио-

дическая функция.

II. Если γ < 0 то ищется решение системы (1.1.7)—(1.1.8), удовлетво-

ряющее условиям:

IIа. Задача Дирихле

u(t, 0) = ϕ(t), t ∈ (T,∞), T > −∞, (1.2.5)

и условиям

lim
x→∞
|P1(t, x)| = lim

x→∞
|P2(t, x)| = 0, (1.2.6)

sup
t∈(T,∞)

|P1(t, x)| <∞, sup
t∈(T,∞)

|P2(t, x)| <∞. (1.2.7)

Iб. Задача с граничными условиями третьего рода.

Ищется решение системы (1.1.7)—(1.1.8), удовлетворяющее условиям

(1.2.6), (1.2.7) и граничному условию (1.2.4) при t ∈ [T,∞).

Iв. Задача с периодическим условием.

Ищется решение системы (1.1.7)—(1.1.8), при t ∈ (−∞,∞), удовле-

творяющее условиям (1.2.6), (1.2.7) и условию (1.2.1), где ϕ(t)— перио-

дическая функция.

1.3 Некоторые факты из общей теории операторных

уравнений

Содержание этого параграфа соответствует монографиям [17], [22], [26],

[27], [52]. Здесь мы будем рассматривать векторнозначные функции f(t)

вещественного аргумента t, то есть функции, значения которых при каж-

дом t ∈ [a, b] ⊂ R1 являются элементами некоторого линейного банахова
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пространства E.

Определение 1.3.1. Функция f(t) называется непрерывной в точке

t0 , если ‖f(t)− f(t0)‖E → 0 при t→ t0, и непрерывной на отрезке [a, b],

если она непрерывна в каждой точке этого отрезка.

При этом норма ‖f(t)‖E– есть скалярная непрерывная функция.

Замечание 1.3.1.Множество всех непрерывных на отрезке [a, b] функ-

ций со значениями вE образуют линейную систему C(E; [a, b]), в которой

можно ввести норму

‖f‖C[a,b] = sup
t∈[a,b]

‖f(t)‖E. (1.3.1)

После чего C(E; [a, b]) становится линейным нормированным простран-

ством.

При этом, если E— банахово пространство, то C(E; [a, b]) также ба-

нахово пространство.

Кроме введенного понятия (сильной) непрерывности функции f(t),

можно ввести понятие слабой непрерывности.

Если функция f(t) имеет в каждой точке отрезка [a, b] слабую произ-

водную, то сохраняется оценка (1.3.2).

В частности, если слабая производная равна нулю во всех точках от-

резка [a, b], то функция f(x) постоянна.

Аналогично определяются производные любого порядка от вектор-

нозначных функций.

Если функция f(t) со значениями в банаховом пространстве E непре-

рывна на отрезке [a, b], то предел интегральных сумм:

lim
N∑
k=1

f(tk)∆tk =

∫ b

a

f(t)dt.
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Здесь предел понимается в смысле сходимости по норме пространства

E, когда диаметр разбиения a = t0 < t1 < · · · < tN = b стремится к нулю.

Предел существует и не зависит от способа разбиения отрезка на ча-

сти.

Справедлива оценка

‖
∫ b

a

f(t)dt‖ ≤
∫ b

a

‖f(t)‖dt (1.3.2)

и теорема о среднем ∫ b

a

f(t)dt = (b− a)f,

где f– элемент замкнутой выпуклой оболочки множества значений функ-

ции f(t) на отрезке [a, b].

Функция

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds

является непрерывно дифференцируемой и F ′(t) = f(t).

Для любой непрерывно дифференцируемой функции F (t) справедли-

ва формула Ньютона–Лейбница.∫ b

a

F ′(t)dt = F (b)− F (a).

Так же, как и в классическом анализе, вводится понятие несобствен-

ного интеграла. Например, если функция непрерывна на [a, b] при любом

b > a, то под ее интегралом на [a,∞] понимают∫ ∞
a

f(t)dt = lim
b→∞

∫ b

a

f(t)dt.

Если предел по норме пространства E существует, то говорят, что

интеграл сходится.

Интеграл абсолютно сходится, если∫ ∞
a

‖f(t)‖dt <∞.
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Из абсолютной сходимости интеграла следует обычная сходимость.

Можно рассматривать интегралы, зависящие от параметра. На них

переносятся классические теоремы о непрерывной зависимости от пара-

метра, об интегрировании и дифференцировании по параметру.

Для всякого пространства E, содержащего счетное всюду плотное

множество, понятия слабой и сильной измеримости совпадают.

Справедливо утверждение, что если f(t) сильно измерима, то ее норма

‖f(t)‖E является измеримой скалярной функцией.

Для простых функций f(t) интеграл определяется единственным об-

разом: ∫ b

a

f(t)dt =
∑

fjmes∆j.

Определение 1.3.2. Функция f(t) называется суммируемой (инте-

грируемой) по Бохнеру на отрезке [a, b], если существует сходящаяся к

ней почти всюду последовательность простых функций fn(t) такая, что

lim
n→∞

∫ b

a

‖f(t)− fn(t)‖Edt = 0.

При этом интегралом суммируемой функции f(t) называется предел

lim
n→∞

∫ b

a

fn(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt.

Предел понимается в смысле сходимости по норме, то есть

‖
∫ b

a

f(t)dt−
∫ b

a

fn(t)dt‖E → 0

при n→∞.

Справедлив следующий факт.

Для того, чтобы функция f(t) была суммируемой по Бохнеру, необхо-

димо и достаточно, чтобы она была сильно измеримой и чтобы ее норма

‖f(t)‖ была суммируемой.
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Для интеграла Бохнера справедлива оценка (1.3.2).

Также функция F (t), представимая неопределенным интегралом

F (t) =

∫ t

a

f(s)ds

от суммируемой функции f(t), почти во всех точках отрезка [a, b] имеет

сильную производную, причем в этих точках F ′(t) = f(t).

Если A— ограниченный линейный оператор, отображающий банахово

пространство E в банахово пространство F , и f(t)– суммируемая функ-

ция со значениями в E, то∫ b

a

Af(t)dt = A

∫ b

a

f(t)dt.

Совокупность всех суммируемых на [a, b] функций со значениями в

банаховом пространстве E образуют линейную систему L1(E, [a, b]), в

которой вводится норма

‖f‖L1(E;[a,b]) =

∫ b

a

‖f(t)‖dt.

В этой норме пространство L1(E; [a, b]) банахово.

Кроме того, аналогично скалярному случаю вводятся банаховы про-

странства Lp(E; [a, b]) (1 ≤ p <∞) с нормой

‖f‖Lp(E;[a,b]) = [

∫ b

a

‖f(t)‖pdt]
1
p , 1 ≤ p <∞,

и

‖f‖L∞(E;[a,b]) = vrai supt∈[a,b]‖f(t)‖, p =∞.

1.4 Оператор–функции.

Пусть E1 и E2 банаховы пространства. Оператор–функции A(t) (то есть

функции, значениями которых являются ограниченные операторы) яв-
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ляются частными примерами функций со значениями в банаховом про-

странстве ограниченных операторов, действующих из E1 в E2.

Для оператор–функций определяются три вида непрерывности: а)

непрерывность по норме, б) сильная непрерывность, в) слабая непре-

рывность.

Определение 1.4.1. Будем говорить, что оператор–функция A(t)

непрерывна по норме в точке t0 ∈ [a, b], если

lim
t→t0
‖A(t)− A(t0)‖ = 0.

Определение 1.4.2. Оператор–функция A(t) сильно непрерывна в

точке t0 ∈ [a, b], если при любом фиксированном x ∈ E1

lim
t→t0
‖A(t)x− A(t0)x‖E2

= 0.

Определение 1.4.3. Оператор–функция A(t) слабо непрерывна в

точке t0 ∈ [a, b], если при любых фиксированных x ∈ E1, l ∈ E∗2

lim
t→t0
|l(A(t)x)− l(A(t0)x| = 0.

Аналогично определяются понятия дифференцируемости (дифферен-

цируемости по норме операторов), сильной дифференцируемости (диф-

ференцируемости всех функций A(t)x, x ∈ E1) и слабой дифференци-

руемости (дифференцируемости скалярной функции l(A(t)x, x ∈ E1, l ∈

E∗2).

Имеет место следующий критерий сильной непрерывности оператор-

ной функции.

Теорема (Банах–Штейгауз).Оператор–функция A(t) сильно непре-

рывна при t0 ∈ [a, b] на всем E1, если нормы ее равномерно ограничены,

то есть

‖A(t)‖ ≤M,
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и функции A(t)x непрерывны для x из некоторого плотного в E1 мно-

жества.

Наиболее важными характеристиками линейных операторов, опреде-

ленных на линейном многообразии D(A) комплексного банахова про-

странства E и действующих в это же пространство E являются спектр

и резольвента оператора.

Понятие спектра оператора связано с рассмотрением уравнения

Ax− λx = y x ∈ D(A), y ∈ E), (1.4.1)

где λ– комплексное число.

Определение 1.4.4. Число λ называется регулярной точкой опера-

тора A, если уравнение (1.4.1) корректно и плотно разрешимо. То есть

однородное уравнение

Ax− λx = 0

имеет только нулевое решение, для любого x ∈ D(A) справедливо нера-

венство

‖x‖E ≤ k‖(A− λI)x‖E,

и замыкание области значений оператора A− λI совпадает с E.

Определение 1.4.5. Совокупность всех регулярных точек называет-

ся резольвентным множеством оператора A.

Определение 1.4.6.Дополнение на комплексной плоскости к резоль-

вентному множеству называется спектром оператора A.

Если оператор A замкнут, то его резольвентное множество состоит из

тех и только тех точек λ, для которых существует ограниченный опера-

тор (A− λI)−1, заданный на всем пространстве E.

Определение 1.4.7.Определенный при регулярных λ, оператор (A−

λI)−1 называется резольвентой оператора A и обозначается R(λ,A).
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Для замкнутого оператора резольвентное множество является откры-

тым подмножеством комплексной плоскости, спектр–замкнутое множе-

ство.

Резольвента R(λ,A) является на резольвентном множестве аналити-

ческой функций со значениями в пространстве L(E,E) линейных огра-

ниченных операторов.

Для любых двух регулярных точек λ и µ справедливо резольвентное

тождество Гильберта

R(λ,A)−R(µ,A) = (λ− µ)R(λ,A)R(µ,A).

Из этого тождества выводится формула для производных

dkR(λ,A)

dλk
= k!Rk+1(λ,A).

Классификация точек спектра. Приняты следующие определе-

ния.

1. λ принадлежит точечному спектру, если оператор A−λI не имеет

обратного.

2. λ принадлежит остаточному спектру, если оператор (A − λI)−1

определен на не плотном множестве.

3. λ принадлежит непрерывному спектру, если оператор (A − λI)−1

определен на плотном множестве, но неограничен.

Таким образом, вся комплексная плоскость разлагается в сумму че-

тырех взаимно непересекающихся множеств: резольвентное множество,

точечный, остаточный и непрерывный спектры.

Если оператор задан каким–либо аналитическим выражением, то струк-

тура его спектра существенно зависит от того пространства, в котором

он исследуется.
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1.5 Экспоненциальная функция, группы и полугруп-

пы операторов

Начиная с фундаментальных работ Э. Хилле, Р. Филлипса и др. (см. [17],

[52]) в теории уравнений параболического типа важное место занимают

однопараметрические полугруппы линейных преобразований T (t), t ≥ 0

называемыми каноническими и определяемые соотношением T (α⊕β) =

T (α)T (β), α и β— действительные или комплексные числа. При этом в

системе рассматриваемых чисел можно выделить множество полугрупп,

соответствующим разнообразным операциям сложения.

Если оператор A, действующий в банаховом пространстве E, ограни-

чен, то можно ввести с помощью ряда экспоненциальную функцию

etA =
∞∑
n=0

tnAn

n!
.

Эта функция непрерывна по t в смысле нормы оператора и удовле-

творяет групповому соотношению

etAesA = e(t+s)A.

Оказывается, что вообще семейство операторов T (t) (−∞ < t < ∞),

непрерывно по норме зависящих от t и удовлетворяющих соотношениям

T (t)T (s) = T (t+ s), (−∞ < t <∞),

T (0) = I,
(1.5.1)

представимо в виде etA, где A– ограниченный оператор.

Оператор A можно найти основываясь на том, что группа T (t) удо-

влетворяет дифференциальному уравнению для экспоненты

dT (t)

dt
= AT (t),

25



поэтому оператор A можно определить как производную от группы T (t)

в нуле, то есть

Ax = lim
h→0

1

h
(T (h)− I)x. (1.5.2)

В связи с этим оператор A называется производящим оператором

(или генератором) группы T (t).

Если отказаться от непрерывности по норме экспоненциальной функ-

ции и потребовать только ее сильную непрерывность по t, то объект

оказывается значительно более богатым. Производящий оператор A сно-

ва вводится равенством (1.5.2) на всех тех x ∈ E, для которых предел

существует. В этом случае он может быть уже неограниченным опера-

тором, однако A является замкнутым и имеющим плотную в E область

определения.

Дальнейшее обобщение понятия экспоненциальной функции от опе-

ратора связано с отказом от требования определения этой функции при

t < 0.

В связи с этим возникли следующие определения:

Определение 1.5.1. Семейство ограниченных операторов T (t) (t >

0), действующих в банаховом пространстве E, называется сильно непре-

рывной однопараметрической полугруппой операторов , если T (t) силь-

но непрерывно зависит от t и удовлетворяет условию T (t)T (s) = T (t+s)

(t, s > 0).

Определение 1.5.2. Говорят, что T (t)– полугруппа класса C0, если

она сильно непрерывна и

lim
t→0+
‖T (t)x− x‖E = 0 (1.5.3)

при любом x ∈ E.
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Для полугрупп класса C0 также вводится понятие производящего опе-

ратора по формуле (1.5.2.) как производной справа от полугруппы в нуле.

Отметим, что если семейство ограниченных операторов T (t) (0 < t <

∞) обладает полугрупповым свойством, то из измеримости функций

T (t)x при каждом x ∈ E следует сильная непрерывность полугруппы

T (t) при t > 0 (см. [6], [29]). Отсюда следует существование предела

lim
t→∞

ln‖T (t)‖
t

= ω,

называемого типом полугруппы.

Таким образом, требование сильной непрерывности полугруппы при

t > 0 является естественным и оно влечет за собой определенный харак-

тер поведения полугруппы на бесконечности.

В связи с этим выделение новых типов полугрупп и их классифика-

ция в основном ведется по признаку поведения полугрупп в окрестности

точки t = 0. Многочисленные результаты в этом направлении изложены

в [9], [26], [43], [51], [52].

Существует классический критерий определения производящего опе-

ратора C0–полугруппы:

Для того чтобы линейный оператор A был производящим операто-

ром (генератором) полугруппы T (t) класса C0, необходимо и достаточ-

но, чтобы он был замкнутым с плотной в E областью определения,

имел спектр лежащий в полуплоскости Reλ ≤ ω и резольвенту, удо-

влетворяющую условиям

‖Rm(λ,A)‖ ≤ K

(λ− ω)m
, λ > ω (1.5.4)

и m = 1, 2, . . . , где M не зависит от λ и m.

Отметим, что условия на все степени резольвенты трудно проверяе-

мы. В связи с этим, крайне важным является достаточное условие на
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резольвенту

‖R(λ,A)‖ ≤ 1

λ− ω
, λ > ω, (1.5.5)

из которого легко следует (1.5.4).

Для полугруппы T (t) класса C0 справедлива оценка

‖T (t)‖ ≤ Keωt (1.5.6)

и если ω ≤ 0, то полугруппа удовлетворяет оценке

‖T (t)‖ ≤ K

и называется равномерно ограниченной C0–полугруппой (см.[9], [26], [27],

[52]).

Если K = 1, то полугруппа называется сжимающей C0–полугруппой.

Умножив C0–полугруппу на e−ωt, очевидно получим новую полугруппу

класса C0 с условием равномерной ограниченности.

Построение полугруппы по производящему оператору можно произ-

вести с помощью интеграла Коши

T (t)x = − 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ,A)xdλ.

При x ∈ D(A) и t > 0 этот интеграл сходится в смысле главного

значения и определяет на плотном в E множестве D(A) ограниченный

оператор, который замыканием доопределяется на всем пространстве E.

При этом T (t) сильно сходится к I при t→ +0.
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1.6 Дробные степени операторов

1.6.1 Позитивные операторы и их дробные степени

В исследовании корректной разрешимости начально–краевых задач

для дифференциальных уравнений в банаховом пространстве с неогра-

ниченными операторами важное место занимают дробные степени этих

операторов. В частности, это относится к так называемым позитивным

операторам см. [26], c. 135.

Определение 1.6.1 Оператор A с плотной областью определения

будем называть позитивным, если при всех t > 0 существуют операторы

(A+ tI)−1 и если

‖(A+ tI)−1‖ ≤ C

1 + t
. (1.6.1)

Позитивные операторы не обязательно являются производящими опе-

раторами сильно непрерывных полугрупп.

Оказывается, что для введения дробных степеней можно ослабить

условие позитивности.

Как известно, для производящих операторов C0-полугрупп, удовле-

творяющих оценке

‖T (t)‖ ≤Me−ωt, ω > 0, t > 0,M > 0, (1.6.2)

определены дробные степени (−A)α α ∈ R формулой Балакришнана (см.

[17], с. 358)

(−A)αx =
sinαπ

π

∫ ∞
0

(T (t)− I)x

t1+α
dt, (x ∈ D(A)). (1.6.3)

И для резольвенты оператора Aα = −(−A)α справедливо представление

(µI − Aα)−1 =
sinαπ

π

∫ ∞
0

(rI − A)−1 rαdr

µ2 − 2µr2 cosαπ + r2α
. (1.6.4)
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Оператор Aα является производящим оператором аналитической по-

лугруппы Tα(t), равностепенно непрерывной и удовлетворяющей C0- усло-

вию.

Справедлива следующее

Утверждение 1.6.1 Если A - генератор C0-полугруппы, удовлетво-

ряющей оценке (1.6.2), то для полугрупп Tα(t), генераторами которых

являются операторы −(−A)α, справедлива оценка

‖Tα(t)‖ ≤Me−ω
αt, (1.6.5)

где константы M и ω из (1.6.2).

Доказательство этого факта см. в [21].

Лемма 1.6.1 Если оператор A удовлетворяет условиям утверждения

1.6.1, то для резольвенты оператора Aα = −(−A)α имеет место оценка

‖(µI − Aα)−n‖ ≤ M

(µ+ ωα)n
, (1.6.6)

где константы M и ω из (1.6.2).

1.6.2 Дробные производные периодических функций

При изучении периодических процессов оказываются полезными сле-

дующие определения дробных производных для периодических функ-

ций. Так дробная производная порядка ν от периодической функции

f = A cos(ωt+ ϕ), A, ω, ϕ = const, определим равенством

DνA cos(ωt+ ϕ) = Aων cos
(
ωt+ ϕ+

π

2
ν
)
, −∞ < t <∞. (1.6.7)

есть производная Фурье.

Лиувилль определял дробную производную посредством равенства

Dνeαt = aνeαt, −∞ < t <∞, (1.6.8)
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которое при ν < 1 совпадает с производной Римана–Лиувилля

Dν
c f(t) =

1

Γ(1− ν)

d

dt

∫ t

c

f(τ)(t− τ)−νdτ. (1.6.9)

1.7 Корректные задачи

Так как целью диссертации является корректная компьютерная реали-

зация некоторых математических моделей и вариационных процессов,

то в этом параграфе приводятся необходимые в дальнейшем факты из

общей теории корректных задач.

1.7.1 Задачи корректные по Ж.Адамару

Целью исследований настоящей диссертации является применение тео-

рии однопараметрических полугрупп и установление корректной разре-

шимости некоторых краевых задач для эволюционных уравнений с пе-

ременными коэффициентами, и, в частности, для уравнений с дробными

производными.

Как известно, согласно Ж.Адамару, задача определения решения u ∈

U уравнения Au = f , (f ∈ F ) корректно поставлена на паре (U, F )

метрических пространств U и F с метриками ρU и ρF соответственно,

если выполнены условия:

а) для всякого f ∈ F существует u ∈ U— решение уравнения, б)

решение определяется однозначно, в) задача устойчива на пространствах

(F,U), то есть для любого ε > 0 можно указать δ > 0, такое что из

неравенства ρF (f1, f2) < δ, следует ρU(u1, u2) < ε.

Однако, как было отмечено, устойчивость задачи зависит от выбран-

ных топологий в F и U .

В связи с этим возникает следующая проблема выбора топологий в U

и F .
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1. С одной стороны важно, чтобы эти топологии не зависели от опе-

ратора A. Например, в случае когда A = A(λ)— оператор зависящий от

некоторого параметра λ, важно чтобы область определения обратного

оператора A−1(λ) (например резольвенты R(λ,A) = (λI −A)−1 была не

зависящей от λ).

2. С другой стороны желательно иметь наиболее широкий класс на-

чальных данных F при которых решение задачи u ∈ U сохраняло хоро-

шие свойства.

Таким образом, установление устойчивости существенно зависит от

выбора функциональных пространств, в которых ищется решение и в

которых соответствующие обратные операторы ограничены.

В связи с этим, в классе корректных по Адамару задач важное место

занимают задачи в которых U и F плотно вложены в некоторое банахово

пространство E и сходимость понимается в смысле ‖ · ‖E. Такие задачи

мы называем равномерно корректными.

1.7.2 Задачи для дифференциальных уравнений, равномерно

корректные по С.Г. Крейну

Следующие факты связывают понятия (C0)– полугруппы и (C0)– ко-

синус функции с корректной разрешимостью задачи Коши для диффе-

ренциальных уравнений в банаховом пространстве первого и второго по-

рядков.

u′(t) = Au(t) (1.7.1)

u′′(t) = Au(t) (1.7.2)

Определение 1.7.1 ([26], c. 38). Решением уравнения (1.7.1) на

отрезке [0, t0] называется функция u(t), удовлетворяющая условиям: 1)

u(t) ∈ D(A) при всех t ∈ [0, t0], 2) в каждой точке t ∈ [0, t0] существует

32



сильная производная u′(t), 3) уравнение (1.8.1) удовлетворяется при всех

t ∈ [0, t0].

Под задачей Коши на [0, t0] понимают задачу о нахождении решения

уравнения (1.7.1), удовлетворяющее условию

u(0) = u0 ∈ D(A). (1.7.3)

Определение 1.7.2 Задача Коши поставлена корректно на отрезке

[0, t0] если: 1) при любом u0 ∈ D(A) существует ее единственное решение

и это решение непрерывно зависит от начальных данных в том смысле,

что из x0(0) → 0 следует, что xn(t) → 0 равномерно по t на каждом

компакте из [0, t0].

Известно, что задача (1.7.1)—(1.7.3) равномерно корректна тогда и

только тогда когда A является генератором (C0)– полугруппы T (t), при

этом решение имеет вид

u(t) = T (t)ϕ (1.7.4)

и существуют константы M и ω, не зависящие от ϕ такие, что выполня-

ется оценка

‖u(t)‖ ≤Meωt‖ϕ‖. (1.7.5)

1.8 Краевые задачи для уравнения 2–го порядка

1.8.1 Уравнения второго порядка

В банаховом пространстве E рассматривается однородное дифферен-

циальное уравнение

d2u(t)

dt2
= Au(t), (0 ≤ t ≤ T ) (1.8.1)

где A–линейный, вообще говоря, неограниченный оператор, действую-

щий в E, с областью определения D(A).
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Приведем необходимые нам известные результаты связанные с кор-

ректной разрешимостью краевых задач для уравнения (1.8.1), изложен-

ные в [26], гл.III.

В [26] уравнение (1.8.1) рассматривается в предположении сильной

позитивности оператора A в соответствии со следующим определением

Определение 1.8.1 Решением уравнения (1.8.1) будем называть функ-

цию u(t) со значениями вD(A), дважды непрерывно дифференцируемую

и удовлетворяющую (1.8.1) на отрезке [0, T ].

Так как сильная позитивность оператора A гарантирует существо-

вание его дробных степеней и, в частности, операторов A−
1
2 и A

1
2 , при-

чем оператор −A 1
2 является производящим оператором полугруппы V (t)

класса C0. При этом для z0 ∈ D(A) и wT ∈ D(A) функции

z(t) = V (t)z0 w(t) = V (T − t)wT (1.8.2)

порождают решения уравнения (1.8.1). Однако решения уравнения (1.8.1)

на интервале 0 < t < T будут бесконечно дифференцируемы при любых

z0, wT ∈ E.

В связи с этим вводятся следующие определения, классифицирующие

понятие решения в зависимости от поведения на концах отрезка [0, T ].

Определение 1.8.2 Функция u(t) называется ослабленным реше-

нием уравнения (1.8.1) если: 1) она непрерывна и имеет непрерывную

первую производную на отрезке [0, T ] и вторую производную на (0, T ),

то есть

u′(t) ∈ C[0, T ], u′′ ∈ C(0, T ); (1.8.3)

2) ее значения принадлежат D(A) при 0 < t < T , а функция A
1
2u(t)

непрерывна на всем отрезке [0, T ], то есть

u(t) ∈ D(A), 0 < t < T ; (1.8.4)
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A
1
2u(t) ∈ C[0, T ]; (1.8.5)

3) u(t) удовлетворяет уравнению (1.8.1) в интервале (0, T ), то есть

d2u(t)

dt2
= Au(t), t ∈ (0, T ). (1.8.6)

Определение 1.8.3Функция u(t) называется обобщенным решением

уравнения (1.8.1), если: 1) она удовлетворяет условиям (1.8.4), а функция

A−
1
2u(t) имеет непрерывную вторую производную на (0, T ), то есть

A−
1
2u(t) ∈ C1[0, T ]; (1.8.7)

2) она удовлетворяет условиям (1.8.5), (1.8.7).

В [26] рассматриваются лишь ослабленные или обобщенные решения

уравнения (1.8.1).

Справедливо следующее

Утверждение (С.Г. Крейн) Всякое обобщенное решение уравнения

(1.8.1) имеет вид

u(t) = V (t)z0 + V (T − t)wT (1.8.8)

и наоборот, функция вида (1.8.8) является обобщенным решением урав-

нения (1.8.1) при любых z0, wT ∈ E.

Для того чтобы обобщенное решение (1.8.8) было ослабленным, необ-

ходимо и достаточно, чтобы z0, wT ∈ D(A
1
2 ). Все обобщенные реше-

ния уравнения (1.8.1) являются аналитическими функциями от t при

0 < t < T .

1.8.2 Краевая задача

Введем в рассмотрение систему краевых условий вида

L1(u) = α11u0 + α12u
′
0 + β11uT + β12u

′
T = f1;

L2(u) = α21u0 + α22u
′
0 + β21uT + β22u

′
T = f2, (1.8.9)
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где αij, βij(i, j = 1, 2)–комплексные числа, f1, f2–заданные элементы про-

странства E, u0 = u(0), u′0 = u′(0), uT = u(T ), u′T = u′(T ). Формы L1(u)

и L2(u) предполагаются линейно независимыми.

Определение 1.8.4. Если ослабленное решение u(t) уравнения (1.8.1)

удовлетворяет краевым условиям (1.8.9), то оно называется ослабленным

решением краевой задачи (1.8.1)–(1.8.9).

Обозначая A
1
2z0 = g1 и A

1
2wT = g2, любое ослабленное решение урав-

нения (1.8.1) можно записать в виде

u(t) = V1(t)g1 + V2(t)g2, (1.8.10)

где V1(t) = V (t)A−
1
2 и V2(t) = V (T−t)A− 1

2 , и g1 и g2–некоторые элементы

из E.

Вводя операторный определитель

D =

∣∣∣∣∣∣ L1(V1) L1(V2)

L2(V1) L2(V2)

∣∣∣∣∣∣ , (1.8.11)

называемый характеристическим определителем, для решения задачи

(1.8.1)–(1.8.9) получается представление

Du(t) = S1(t)f1 + S2(t)f2, (1.8.12)

где

S1(t) = V1(t)L2(V2)− V2(t)L2(V1),

S2(t) = −V1(t)L1(V2) + V2(t)L1(V1). (1.8.13)

Оператор D является линейным ограниченным в E оператором комму-

тирующим с операторами A−
1
2 , V (T ),V (T )A−

1
2 .

Определение 1.8.5. Всякую непрерывную на [0, T ] функцию u(t),

удовлетворяющую соотношению (1.8.12), называют обобщенным реше-

нием краевой задачи (1.8.1)–(1.8.9).
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Таким образом, для представления решения задачи (1.8.1)–(1.8.9), необ-

ходимо исследовать вопрос о существовании обратного оператора D−1 и

его связи с операторами Li(Vj). Здесь возникают разные возможности,

связанные с различными свойствами краевой задачи.

1.8.3 Равномерно корректные краевые задачи. Регулярные

краевые условия

Определение 1.8.6 Краевая задача (1.8.1)–(1.8.9) называется равно-

мерно корректной, если для всяких f1 и f2 из E существует единственное

обобщенное решение этой задачи, непрерывно зависящее в норме про-

странства C(E) от f1 и f2 ∈ E.

Справедливо следующее утверждение ([28], с. 316) Для того, что-

бы задача (1.8.1)–(1.8.9) была равномерно корректной, необходимо и

достаточно, чтобы операторы D−1S1(t) и D−1S2(t) были равномерно

ограниченными на [0, T ].

Для равномерной корректности задачи, также как и в случае обыкно-

венных дифференциальных уравнений, существенную роль играет свой-

ство регулярности краевых условий.

В рассматриваемом случае краевые условия регулярны лишь когда

выполнено одно из условий

1. d24 6= 0,

d24 =

∣∣∣∣∣∣ α12 β12

α22 β22

∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

2. d24 = 0, но |α12|+ |β12| > 0 и

d23 − d14 =

∣∣∣∣∣∣ α12 β11

α22 β21

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣ α11 β12

α21 β22

∣∣∣∣∣∣ 6= 0, (1.8.14)
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3. α12 = β12 = α22 = β22 = 0, но d13 6= 0,

d13 =

∣∣∣∣∣∣ α11 β11

α21 β21

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Примерами регулярных краевых условий являются условие Дирихле

u(0) = f1, u(T ) = f2

и условие Неймана

u′(0) = f1, u
′(T ) = f2.

Если краевые условия задачи (1.8.1)–(1.8.9) регулярны, то оператор

D может быть представлен в одной из следующих форм

1.D = c(1−R),

2.D = cA−
1
2 (I −R), (1.8.15)

3.D = cA−
1
2 (I −R),

где R— ограниченный оператор в каждом случае свой, а c– константы

([26], c. 318).

Если единица не является точкой спектра оператора R, то краевая

задача (1.8.1)— (1.8.9) равномерно корректна на отрезке [0, T ]. Все обоб-

щенные решения задачи являются обобщенными решениями уравнения

(1.8.1).

1.8.4 Ограниченные решения на бесконечности

Если уравнение (1.8.1) рассматривается при t ∈ (0,∞), то, в соответ-

ствии с [26], c. 324 для обобщенного решения уравнения (1.8.1), в пред-

положении ограниченности

sup
t∈(0,∞)

‖u(t)‖ <∞
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справедливо следующее утверждение:

a) Для всякого f ∈ E существует единственное ограниченное на полу-

оси (0,∞) обобщенное решение уравнения (1.8.1) удовлетворяет условию

Дирихле

u(0) = f.

Это решение задается формулой

u(t) = U(t,−A
1
2 )f, (1.8.16)

где U(t,−A 1
2 )— полугруппа класса C0 с генератором −A 1

2 .

б) Задача со смешанным краевым условием

В случае когда для решения уравнения (1.8.1) ставится смешанное

краевое условие

µu′(0)− u′(0) = f, (1.8.17)

где f ∈ E, µ—const, то в [25] показано, что если −A— генератор сильно

непрерывной полугруппы U(t,−A) с оценкой

‖U(t,−A)‖ ≤Me−ωt, ω > 0, (1.8.18)

то при выполнении условия

µ+
√
ω > 0 (1.8.19)

краевая задача (1.8.1)—(1.8.17) равномерно корректна и ее решение име-

ет вид

u(t) =

∫ ∞
0

e−µsU(t+ s,−A
1
2 )f(s)ds (1.8.20)

и справедлива оценка

‖u(t)‖ ≤M
‖f‖

µ+
√
ω
. (1.8.21)
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Глава 2

Математические модели процесса

фильтрации без начальных условий и

их корректная разрешимость

В практических исследованиях важное место занимают задачи без на-

чальных условий см. [38], с. 241, [2], с. 57.

Такие задачи описывают либо устоявшиеся периодические процессы,

либо задачи для переходного периода, начавшегося так давно, что на-

чальные данные не сказываются на поведении решения. Для класса та-

ких задач в [4] Г. И. Баренблат и Я. Б. Зельдович вводят понятие «проме-

жуточные асимптотики», то есть рассматривается промежуточная ста-

дия, когда процесс продолжается, но вместе с тем «случайные черты»

начальных условий уже исчезли.

Эти решения описывают свойства явлений не зависящие от деталей

начальных и граничных условий и, таким образом, не представляют со-

бой асимптотику решений исходных решений начальных, граничных или

смешанных задач вдали от границ области изменения независимых пе-

ременных. И как указывается в [4], промежуточные асимптотики— это

такие решения вырожденных задач, для которых начальные или гранич-
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ные условия обращаются в нуль или бесконечность.

2.1 Выбор класса функций

Как указано в первой главе, при исследовании корректной разрешимо-

сти задач поЖ. Адамару, важное место занимает выбор класса функций

в которых рассматриваются такие задачи. В связи с этим здесь указы-

ваются классы функций, являющиеся естественными при применении

метода С.Г. Крейна к установлению корректной разрешимости задач,

описывающих фильтрацию жидкости в пористой среде и указанию со-

ответствующих алгоритмов при их численной реализации.

Пусть функция ϕ(x) = ϕ(x1, . . . , xn) определена на параллелепипеде

Πn =
{
xm : xm ∈ (αm, βm) ⊆ R1 = (−∞,∞)

}
и функции hm(xm) такие,

что

hm(αm) = −∞, hm(βm) =∞, hm(xm) > 0. (2.1.1)

В [4] введены однопараметрические семейства линейных преобразова-

ний Uh,r (t) , t ∈ R1, заданных соотношением

Uh,r(t) = ϕ{h−1
1 [h1(x1) + t], . . . , h−1

r [hr(xr + t)], h−1
r+1[hr+1(x)− t], . . .

. . . h−1
n [hn(xn)− t]}. (2.1.2)

Показано, что операторное семейство (2) является сильно непрерыв-

ной группой преобразований, а при t ≥ 0 — сильно непрерывной сжима-

ющей полугруппой класса C0 в весовых анизотропных функциональных

пространствах с равномерной мeтрикой. Такие полугруппы мы называем

полугруппами сдвигов с деформациями.

Здесь операторные семейства (2.1.1) исследуются в весовых простран-
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ствах Lp̄,ρ̄,r(Πn) измеримых на Πn функций ϕ (x) с нормой

‖ϕ‖p̄,ρ̄,r = [

∫ βn

αn

ρ−n (xn)[· · ·
∫ βr+1

αr+1

ρ−r+1(xr+1)[

∫ βr

αr

ρ+
r (xr)[

∫ βr−1

αr−1

ρ+
r−1(xr−1) . . .

. . . [

∫ β2

α2

ρ+
2 (x2)[

∫ β1

α1

ρ+
1 (x1)|ϕ(x1, . . . , xn)|p1dx1]

p2
p1 . . . ]

pn
pn−1 dxn]

1
pn , (2.1.3)

здесь

ρ+
i (xi) = eωihi(xi)gi (xi)h

′

i (xi) , i = 1 . . . r,

gi (xi) > 0, g
′

i (xi) > 0, ωi > 0;

ρ−i (xi) =
1

ρ+
i (xi)

, p̄ = (p1, . . . . , pn) , 1 ≤ pi <∞,

ρ̄ =
(
ρ+, ρ−

)
=
(
ρ+

1 , . . . , ρ
+
r , ρ

−
r+1, . . . , ρ

−
n

)
.

В случае p̄ = (1, . . . , 1) функциональные пространства с такими нор-

мами изучались в работах Бенедека и Панцоне (Benedek A. and Panzone

R.) [24], а также Бесова О.В., Ильина В.П., Никольского С.М. (см.[6]), и

обозначались Lp̄ (G), где G ⊂ Rn — измеримое, не обязательно ограни-

ченное множество.

Такие пространства будем называть Lp̄ (G) – анизотропными, а

Lp̄,ρ̄,r (Πn) — весовыми анизотропными пространствами.

Утверждение 2.1.1 Операторное семейство (2.1.2) является силь-

но непрерывной сжимающей полугруппой в пространствах Lp̄,ρ̄,r (Πn) с

оценкой

‖Uh,r (t) ‖p̄,ρ̄,r ≤ exp

(
−

n∑
i=1

ωi
pi

)
t. (2.1.4)

и производящим оператором

Dh,rϕ =
r∑
i=1

∂ϕ

∂hi
−

n∑
i=r+1

∂ϕ

∂hi
, Dh,rϕ ∈ Lp̄,ρ̄,r (Πn) , ϕ ∈ Lp̄,ρ̄,r (Πn) . (2.1.5)

Случай R1.
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Докажем утверждение 2.1.1 сначала для n = 1. В этом случае функ-

ции h(x) и g(x) определены на интервале x ∈ (α, β) ⊆ R1 и удовлетворя-

ют условиям

h (α) = −∞, h (β) =∞, h
′
(x) > 0; (2.1.6)

g (x) > 0, g
′
(x) > 0.

Весовая функция имеет вид

ρ+ (x) = eωh(x)g (x)h
′
(x) (2.1.7).

Операторное семейство Uh(t) запишем в виде

U+
h (t)ϕ (x) = ϕ

[
h−1 (h(x) + t)

]
. (2.1.8)

и рассматривается в пространствах Lp,ρ+ с нормой

‖ϕ‖p,ρ+ =

[∫ β

α

ρ+(x) | ϕ(x) |p dx
] 1
p

, p ∈ [0,∞) . (2.1.9)

Покажем, что справедливо следующее

Утверждение 2.1.2 Операторное семейство (2.1.8) является группой

линейных преобразований по t ∈ R1 в пространствах Lp,ρ+ с оценкой

‖U+
h (t) ‖p,ρ+ = exp

(
−ωt
p

)
. (2.1.10)

Действительно, замена h−1 [h (x) + t] = τ в соотношении∫ β

α

ρ+ (x) | U+
h (t)ϕ (x) |p dx =

=

∫ β

α

eωh(x)g (x)h
′
(x) | ϕ

[
h−1 (h (x) + t)

]
|p dx

приводит к равенству∫ β

α

ρ+ (x) | U+
h (t)ϕ (x) |p dx =

= e−ωt
∫ β

α

eωh(τ)g (τ − t) | ϕ (τ) |p h′ (t) dτ.
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Отсюда, в силу монотонного возрастания g(x), следует оценка∫ β

α

ρ+(x) | Uh (t)ϕ(x) |p dx ≤ e−ωt
∫ β

α

ρ+ (τ) | ϕ (τ) |p dτ,

из которой следует (2.1.10).

Замечание 2.1.1 Из хода доказательства оценки (2.1.10) видно, что

если g(x) = const, то неравенство переходит в равенство.

Групповое свойство U+
h (t+ s) = U+

h (t)U+
h (s) при t, s ∈ R нетрудно

проверить простыми вычислениями.

Из приведенного утверждения следует

Утверждение 2.1.3 При ω > 0 и t ≥ 0 семейство U+
h (t) является

сильно непрерывной сжимающей полугруппой в пространствах Lp,ρ+ с

оценкой (2.1.10) и производящим оператором D+
n = d

dh с областью опре-

деления D
(
D+
h

)
=
{
ϕ : ϕ ∈ Lp,ρ+, dϕdh ∈ Lp,ρ+

}
.

Доказательство. Так как условие U+
h (0)ϕ (x) = ϕ очевидно, то для

сильной непрерывности U+
h (t) в нуле ϕ ∈ Lp,ρ+ оценим:

‖U+
h ϕ(x)−ϕ(x)‖pp,ρ+ =

∫ β

α

eωh(x)h′(x)g(x) | ϕ [h(x) + t]−ϕ[h−1(h(x))] |p dx =

=

∫ ∞
−∞

eωτg
[
h−1(τ)

]
ϕ[h−1(τ + t)]− ϕ[h−1(τ) |p dτ =

=

∫ ∞
−∞

eωτg(τ) | U(t+ τ)− U(τ) |p dt = I(t), (2.1.11)

здесь τ = h−1 (x) , g̃ (τ) = g
[
h−1 (τ)

]
.

Отсюда, в силу непрерывности в целом норм Lp с весом, заключаем,

что I (t) → 0 при t → 0+ , что и доказывает сильную непрерывность

полугруппы U+
n (t) .

Аналогично для операторных семейств

U−h (t)ϕ(x) = ϕ
[
h−1 [h (x]− t)

]
, t ∈ R1; (2.1.12)
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рассмотренных в пространствах L−p,ρ− с нормой

‖ϕ‖p,ρ− =

[∫ β

α

p−1 (x) | ϕ (x) |p dx
] 1
p

, p ≥ 1, (2.1.13)

где

p− (x) =
1

g (x)
e−ωh(x)h′ (x) . (2.1.14)

Справедливо

Утверждение 2.1.4 Операторное семейство (2.1.12) является груп-

пой преобразований с оценкой

‖ U−h (t) ‖p,ρ−≤ exp

(
−ωt
p

)
. (2.1.15)

Если g (x) = const , то (2.1.15) переходит в равенство.

Аналогично утверждению 2.1.3 доказывается

Утверждение 2.1.5 При ω > 0, t ≥ 0 семейство U−h (t) является

сильно непрерывной сжимающей полугруппой в пространствах Lp,ρ− с

оценкой (2.1.15) и производящим оператором D−h = d
dx с областью опре-

деления D
(
D−h
)

=
{
ϕ ∈ Lp,ρ−, dϕdh ∈ Lp,ρ−

}
.

Из полученных утверждением и [3] стр. 258 следует, что полугруппа

U+
h (t)

(
U−h (t)

)
имеют производящие операторы:

D+
hϕ (x) =

d

dt
U+
h (t)ϕ (x) |t→0+ =

dϕ (x)

dh (x)
=

1

h′ (x)

dϕ

dx

D−hϕ (x) =
d

dt
U−h (t)ϕ (x) |t=0+= −dϕ (x)

dh (x)
= − 1

h′(x)

dϕ

dx

с областями определения

D±hϕ (x) =

{
ϕ (x) : ϕ ∈ Lp,ρ± ±

1

h′ (x)

dϕ

dx
∈ Lp,ρ±

}
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и для оператора ∓D±h определены отрицательные дробные степени

(Dh)
−α ϕ (x) =

1

Γ (α)

∫ ∞
0

tα−1U±h (t)ϕ (x) dx =

=
1

Γ (x)

∫ ∞
0

tα−1ϕ
[
h−1 [h(x) + t]

]
dt =

=

∫ ∞
τ

[h (x)− h (x)]α−1 h
′
(x)ϕ(x)dτ.

Случай Rn.

Для доказательства утверждения 2.1.1 запишем нормы (2.1.3) в виде

‖ϕ‖p̄,ρ̄,r = ‖ . . . ‖‖ϕ‖p1,ρ
+
1
‖ . . . ‖‖ϕ‖p2,ρ

+
2
‖ . . . ‖‖ϕ‖pn,ρ−n =

= ‖Φ (x)ϕ (x) ‖Lp̄ (Πn) , (2.1.16)

где

Φ (x) =
r∏
i=1

(
ρ+
i (xi)

)p1
pi

n∏
i=r+1

(
ρ−i (xi)

)p1
Pi . (2.1.17)

Далее отметим следующие свойства пространств Lp̄,ρ̄,r

Пространства Lp̄,ρ̄,r являются банаховыми. То есть справедливы сле-

дующие свойства

1) ‖ϕ‖p̄,ρ̄,r = 0 эквивалентно ϕ (x) = 0 почти для всех x ∈ Πn.

2) ‖cϕ‖p̄,ρ̄,r = |c|‖ϕ‖p̄,ρ̄,r.

3) ‖ϕ1 + ϕ2‖p̄,ρ̄,r ≤ ‖ϕ1‖p̄,ρ̄,r + ‖ϕ2‖p̄,ρ̄,r.

Свойства 1) и 2) очевидны, а свойство 3) следует из аналогичного

неравенства для норм Lp̄(G) ( [1] стр. 10), примененного к функциям

f1(x) = Φ(x)ϕ1(x) и f2(x) = Φ(x)ϕ2(x).

4) Пространства Lp̄,ρ̄,r (Πn) являются полными, то есть из того, что

ϕk ∈ Lp̄,ρ̄,r (Πn) , k = 1, 2, . . . , ‖ϕk−ϕl‖p̄,ρ̄,r → 0 (k, l→∞) , следует суще-

ствование ϕ ∈ Lp̄,ρ̄,r (Πn) и ‖ϕk − ϕ‖p̄,ρ̄,r → 0.

Доказательство следует из аналогичных свойств норм Lp̄ (G) = Lp̄ (Πn),

примененных к функциям fk (x) = Φ (x)ϕk.
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5) Функция f ∈ Lp̄,ρ̄,r (G) является непрерывной в целом, то есть для

любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что ‖f (x+ y)− f (x) ‖p̄,ρ̄,r < ε.

Доказательство следует из аналогичного свойства для функции f (x) =

Φ (x)ϕ (x) из пространства Lp̄ (G) ( [1] cтр. 14) .

Утверждение 2.1.6 Операторное семейство (2.1.2) удовлетворяет

оценке (2.1.4).

Доказательство следует из соотношения (2.1.3), примененного к Uh,r (t)

вида (2.1.2) и замен

h−1
i [hi (xi) + t] = τi, i = 1, . . . , r;

h−1
i [hi (xi)− t] = τi, i = r + 1, . . . , n,

произведенных во внутренних интегралах равенства (2.1.16)

Групповое свойство Uh,r (t+ s) = Uh,r (t)Uh,r (s) устанавливается оче-

видными вычислениями.
Для доказательства сильной непрерывности Uh,r (t) при t = 0 имеем

‖Uh,r (t)ϕ (x)− ϕ (x) ‖p̄,ρ̄,r = [

∫ βn

αn

ρ−n (xn) [· · ·
∫ βr+1

αr+1

ρ−r+1 (xr+1) [

∫ βr

αr

ρ+
r (xr−1) . . .

. . . [

∫ β1

α1

ρ+
1 (x1) | ϕ[h−1

1 [h1 (x1) + t] , . . . , h−1
r [hr (xr) + t] , h−1

r+1[hr+1 (xr+1)− t], . . .

. . . , h−1
n [hn (xn)− t]]− ϕ (x1, . . . , xn)) |p1 dx1]

p2
p1 . . . ]

pn
pn−1 dxn]

1
pn ] (2.1.18)

Делая замены si = hi (xi) в каждом из интегралов соотношения (2.1.18)

и применяя очевидные неравенства, получаем оценку

‖Uh,r (t)ϕ (x)− ϕ (x) ‖p̄,ρ̄,z ≤

≤ [

∫ ∞
−∞

ρ−n (sn) [· · ·
∫ ∞
−∞

ρ−r+1 (sr+1) [

∫ ∞
−∞

ρ+
r (sr−1) . . .

. . . [

∫ ∞
−∞

ρ+
2 (s2) [

∫ ∞
−∞

[ρ+
1 (s1) | U [(s1 + t), (s2 + t), . . .
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. . . , (sn + t)]− U (s1, s2, . . . , sn) |p1 ds1]
p2
p1 . . . ]

pn
pn−1 dsn]

1
pn =

= ‖Φ (s) | U (t+ s)− U (s) | ‖Lp̄(Rn)
. (2.1.19)

Последнее выражение в равенстве (2.1.19) стремится к нулю, в силу

непрерывности в целом норм Lp̄ (G) .

Отсюда следует доказательство утверждения 2.1.1.

2.2 Задачи без начальных условий для модели филь-

трации

В работе [12] В.С. Голубева для описания процесса нестационарной филь-

трации сжимаемой жидкости в пористой среде предложена следующая

система уравнений:

a
∂2P1(t, x)

∂x2
= ν

∂P1(t, x)

∂t
+ (1− ν)

∂P2(t, x)

∂t
, x ≥ 0, (2.2.1)

∂P2(t, x)

∂t
= γ(P1(t, x)− P2(t, x)), (2.2.2)

где t ∈ R+ = (0,∞), ν— доля объема проточных зон; P1(t, x), P2(t, x)

– давление в проточных и застойных зонах, γ— константа массобмена

между проточными и застойными зонами.

Требуется найти градиент давления на границе ∂P1(t,x)
∂x

∣∣∣
x=0

= q(t) об-

ласти, который определяет скорость течения жидкости согласно равен-

ству V (t) = − k
µχq(t), где k – проницаемость среды, µ – вязкость жидко-

сти, χ – пористость, отнесенная к объему проточных зон.

В работах Ю.И. Бабенко [2], [3] при t ≥ 0 для системы (2.3.1)—(2.3.2)

рассматривается начально-краевая задача:

P1(t, x)|x=0 = ϕ(t), P1(t, x)|x=∞ = 0, P2(t, x)|x=∞ = 0, (2.2.3)
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P1(t, x)|t=0 = P2(t, x)|t=0 = 0 (2.2.4)

и указывается представление градиента давления в виде

q(t) = L
1
2
t ϕ(t) =

√
a

ν
e−γtMeγt, (2.2.5)

где неограниченный оператор M формально выписывается в виде ряда

M =
∞∑
n=0

anD
1
2−n, (2.2.6)

где a0 = 1, a1 = γ(β − 1), an = −1
2

n−1∑
k=1

an−kak (n ≥ 3), сходимость

которого в [2] и [3] не обсуждается.

Тем самым по существу не обсуждается вопрос о сходимости прибли-

женных решений к точному и их устойчивости к погрешностям исходных

данных.

Корректная разрешимость задачи (2.2.1)—(2.2.4) в пространствах непре-

рывных и ограниченных функций с точки зрения существования, един-

ственности и устойчивости решения по исходным данным была установ-

лена в [53].

В настоящей работе для системы (2.2.1)—(2.2.2), при t ∈ (−∞, T ), <

∞ рассматривается задача, в которой условия Коши в (2.2.4) заменяются

условиями

sup
t∈(−∞,T )

|P1(t, x)| <∞, sup
t∈(−∞,T )

|P2(t, x)| <∞. (2.2.7)

Как известно (см. [2], с. 57, [38], c. 238), такие задачи относятся к

классу задач без начальных условий, которые описывают процессы на-

чавшиеся так давно, что начальные данные не сказываются на поведении

решения.

В диссертации доказывается
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Утверждение 2.2.1 Задача (2.2.1)-(2.2.3),(2.2.7) равномерно коррект-

но разрешима и справедливы оценки

|P1(t, x)| ≤M sup
t∈(−∞,τ)

|ϕ(t)|, (2.2.8)

|P2(t, x)| ≤M sup
t∈(−∞,τ)

|ϕ(t)|, (2.2.9)

При этом указывается алгоритм численной реализации решения за-

дачи.

2.2.1 Метод и схема исследования

Здесь мы применяем метод С.Г. Крейна исследования разрешимости

краевых задач для уравнения эллиптического типа в банаховом про-

странстве (см. [26] с. 322), для применения которого система (2.2.1)—

(2.2.3), (2.2.7) записывается в абстрактной форме

d2p(x)

dx2
= Ap(x), x ≥ 0, (2.2.10)

p(0) = ϕ, lim
x→∞
||p(x)|| = 0. (2.2.11)

Показывается, что оператор −A является генератором равностепенно

непрерывной, в смысле К. Иосиды, полугруппы операторов U(x,−A),

удовлетворяющей условию

||U(x,−A)|| ≤Me−ωx, ω ≥ 0, x ≥ 0. (2.2.12)

Из этой оценки следует существование квадратного корня A
1
2 . При этом

оператор −(A)
1
2 является также генератором равностепенно непрерыв-

ной полугруппы U(x,−A 1
2 ) с оценкой

||U(x,−A
1
2 )|| ≤Me−

√
ωx. (2.2.13)

В соответствии с этим вводятся следующие понятия:
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Определение 2.2.1 Функция p(x) называется обобщенным решени-

ем уравнения (2.2.10), если она непрерывна на [0, ∞), имеет непрерыв-

ную вторую производную на (0, ∞), p(x) ∈ D(A), A
1
2p(x) ∈ C(0, ∞) и

удовлетворяет уравнению (2.2.10).

Определение 2.2.2Краевая задача (2.2.10)—(2.2.11) называется рав-

номерно корректной, если для всех f ∈ E существует единственное обоб-

щенное решение уравнения (2.2.10), удовлетворяющее (2.2.11), непрерыв-

но зависящее в норме ||p||C(E) = sup
x∈R+

||p(x)||C(E) от f .

По теореме С.Г. Крейна [26] для решения равномерно корректной за-

дачи справедливо представление

p(x) = U(x,−A
1
2 )ϕ. (2.2.14)

Из (2.2.13) и (2.2.14) следует равномерно корректная разрешимость

задачи (2.2.10)—(2.2.11) с оценкой ||p|| ≤Me−
√
ωx||ϕ||.

Для дальнейшего полезно следующее

Утверждение 2.2.1 Если ϕn – собственный элемент оператора A, то

есть

Aϕn = λnϕn,

где λn > 0, то решение задачи (2.2.10)—(2.2.11) имеет вид

p(x) = e−
√
λnxϕn. (2.2.15)

Доказательство следует из формулы Иосиды (см. [17], с. 358)

U(x,−A
1
2 )ϕn =

x

2
√
π

∞∫
0

s−
3
2e−

x2

4sU(s,−A)ϕnds, (2.2.16)

пользуясь которой в (2.2.14), получаем соотношение

U(x,−A
1
2 )ϕn =

x

2
√
π

∞∫
0

s−
3
2e−

x2

4s e−
√
λnsϕnds = e−

√
λnxϕn. (2.2.17)
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Отсюда следует (2.2.15).

Таким образом, если в (2.2.11) ϕ =
∞∑
m=0

cmϕm, то решение задачи

(2.2.10)—(2.2.11) имеет вид

p(x) =
∞∑
m=0

cme
−
√
λmxϕm. (2.2.18)

2.2.2 Доказательство основного результата

Делая в системе (2.2.1)—(2.2.2) замену t = ln τ и, полагая u(τ, x) =

P1(ln τ, x), v(τ, x) = P2(ln τ, x), перейдем к системе

a
∂2u(τ, x)

∂x2
= ντ

∂u(τ, x)

∂τ
+ (1− ν)τ

∂v(τ, x)

∂τ
, x ≥ 0, (2.2.19)

τ
∂v(τ, x)

∂τ
= γ[u(τ, x)− v(τ, x)], τ ∈ (0, eT ) (2.2.20)

При этом условия (2.2.3) и (2.2.7) принимают вид

u(τ, x)|x=0 = P (ln τ) = ϕ(τ), u(τ, x)|x=∞ = 0, v(τ, x)|x=∞ = 0 (2.2.21)

sup
τ∈(0,eT )

|u(τ, x)| <∞ (2.2.22)

sup
τ∈(0,eT )

|v(τ, x)| <∞ (2.2.23)

Далее, решая уравнение τ dvdτ + γv(τ) = γu(τ), при условии (2.2.22),

получаем соотношение

v(τ, x) =
γ

τ γ

τ∫
0

sγ−1u(s, x)ds, (2.2.24)

используя которые в (2.2.19), приходим к задаче нахождения решения

уравнения

a
∂2u(τ, x)

∂x2
= ντ

∂u(τ, x)

∂τ
+ (1− ν)γu(τ, x)−

−(1− ν)γ2

τ γ

τ∫
0

sγ−1u(s, x)ds = Lτu(τ, x), (2.2.25)
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удовлетворяющего условию (2.2.22).

Полагая a > 0, приведем задачу (2.2.25), (2.2.22) к виду

d2u(x)

dx2
= Au(x) =

1

a
Lτu(x), (2.2.26)

u(0) = ϕ. (2.2.27)

Утверждение 2.2.2 Оператор −A является генератором полугруп-

пы U(x,−A) в классе ограниченных для τ ∈ (0, eT ) функций.

Действительно, оператор A1u = ντ ∂u∂τ является оператором Ж. Ада-

мара и он является генератором равностепенно непрерывной полугруппы

вида

U(x,−A1)ϕ(τ) = ϕ(τe−
x
a ), (2.2.28)

а интегральный оператор, заданный выражением

A2ϕ =
(1− ν)γ2

τ γ

τ∫
0

sγ−1ϕ(s)ds, (2.2.29)

ограничен с оценкой ||A2ϕ||C ≤ (1− ν)γ||ϕ||C .

И следовательно задача (2.2.26)—(2.2.27) равномерно корректна.

Теперь применяя оператор A к функции ϕn(τ) = τn, n ≥ 0, получим

Aτn =
ν

a
nτn +

(1− ν)γτn

a
− (1− ν)γ2

a

τ∫
0

sγ+n−1ds =

=
1

a

[
n+ (1− ν)γ − (1− ν)γ2

γ + n

]
τn = λnτ

n. (2.2.30)

Таким образом, функции ϕn(τ) = τn являются собственными функ-

циями оператора A, при этом λn ≥ 0.

И, следовательно, в силу теоремы С.Г. Крейна и формулы (2.2.18),

получаем, что если краевые условия ϕ(τ) представимы в виде

ϕ(τ) =
∞∑
m=0

cmτ
m, τ ∈ (0, eT ), (2.2.31)
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то решение задачи (2.2.26)—(2.2.27) имеет вид

u(τ, x) =
∞∑
m=0

cme
−
√
λmxτm. (2.2.32)

Отсюда для решения исходной задачи для системы (2.2.1)—(2.2.4) полу-

чим

P1(t, x) =
∞∑
m=0

cme
−
√
λmxemt, t ∈ (−∞, T ), (2.2.33)

P2(t, x) = γ
∞∑
m=0

cme
−
√
λmx

t∫
−∞

eγ(s−t)emsds. (2.2.34)

В частности из (2.2.31) имеем формально

P2(t, x) = γ

∞∑
m=0

cm
1

m+ γ
e−
√
λmxemt. (2.2.35)

Градиент давления представлен в виде

∂P1(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −
∞∑
m=0

cm
√
λme

mt, t ∈ (−∞, T ). (2.2.36)

Однако ряд (2.2.36) может расходиться. Поэтому, пользуясь (2.2.31),

для приближенного вычисления градиента давления укажем следующий

алгоритм:

1. Так как ϕ ∈ D(A), то ϕ′ ∈ C(0,eT ) и в силу сепарабельности про-

странства C(0,eT ) для любого ε > 0 найдется многочленQN(τ) =
N∑
m=0

bmτ
m,

такой, что выполняется неравенство

||ϕ′ −QN || < ε. (2.2.37)

Отсюда и из представления

ϕ(τ) = ϕ(0) +

∫ τ

0

[ϕ′(s)−QN(s)]ds+

∫ τ

0

QN(s)ds
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следует оценка

||ϕ− Q̃N+1|| < eT ε, (2.2.38)

где Q̃N+1(τ) =
∫ τ

0 QN(s)ds− ϕ(0).

И, таким образом, в качестве давления на границе области x = 0, с

точностью до произвольного ε > 0, берется многочлен QN(τ). Например,

это может быть интерполяционный многочлен Ньютона или Тейлора,

если ϕ(τ) - достаточно гладкая функция.

2. Окончательно для градиента давления в случае функции P1(t, x) с

точностью до ε > 0 получаем соотношение

q(t) =
∂P1(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

=̃
∂QN(etx)

∂x

∣∣∣∣
x=0

.

2.3 Задача для полуограниченной магистрали с усло-

виями Дирихле

При t ∈ (−∞,∞) = R и x ∈ (0,∞) = R+ рассматривается система

уравнений

a
∂2u1(t, x)

∂x2
= ν

∂u1(t, x)

∂t
+ (1− ν)

∂u2(t, x)

∂t
, (2.3.1)

∂u2(t, x)

∂t
= γ(u1(t, x)− u2(t, x)), (2.3.2)

где a > 0, 0 ≤ ν ≤ 1, γ ≥ 0.

Ставится задача о нахождении решения системы (2.3.1)—(2.3.2), удо-

влетворяющему условиям

u1(t, 0) = ϕ(t), (2.3.3)

lim
x→∞
|u1(t, x)| = lim

x→∞
|u2(t, x)| = 0, (2.3.4)

sup
t∈R
|u1(t, x)| <∞, sup

t∈R
|u2(t, x)| <∞. (2.3.5)
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и рассматривается случай когда функция ϕ(t) является периодической

Утверждение 2.3.1 Если в условии (2.3.3) функция ϕ(t) периодиче-

ская с периодом T и рядом Фурье

ϕ(t) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

2πn

T
+ bn sin

2πn

T

)
=

=
a0

2
+
∞∑
n=1

An cos

[
2πn

T
(t− δ0

n)

]
,

где

An =
√
a2
n + b2

n, δ0
n =

T

2πn

(
π + arctg

bn
an

)
,

то существует решение задачи (2.3.1)—(2.3.5), периодическое при каждом

x ∈ R+ и оно имеет вид

u1(t, x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

Ane
−
√

(ρn+αn)
2 x ·cos

[√
(ρn − αn)

2
x− ωnt+ δ0

n

]
, (2.3.6)

u2(t, x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

An√
1 + µ2

n

e−
√

(ρn+αn)
2 x · cos

[√
(ρn − αn)

2
x− ωnt+ σ0

n

]
,

(2.3.7)

где ωn = 2πn
T , µn = ωn

γn
, σn = arccos ωn√

1+µ2
n

,

ρn =
ωn
a

√
γ2 + ω2

nν
2

ω2
n + γ2

, αn =
ω2
n(1− ν)γ

a(γ2 + ω2
n)
. (2.3.8)

Доказательство. Пусть в условии (2.3.3) ϕ(t) = A cosωt.

В предположении (2.3.4) и, пользуясь (2.3.2), выразим

u2(t, x) = γ

∫ t

−∞
eγ(s−t)u1(s, x)ds. (2.3.9)

Отсюда, в частности, следует неравенство

sup
t∈R
|u2(t, x)| ≤ sup

t∈R
|u1(t, x)|.
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Далее, подставляя (2.3.9) в (2.3.1), получаем уравнение

∂2u1(t, x)

∂x2
=
ν

a

∂u1(t, x)

∂t
+

(1− ν)γ

a
u1(t, x)+

+
(1− ν)γ2

a

∫ t

−∞
eγ(s−t)u1(s, t)ds = Ltu1. (2.3.10)

Условия (2.3.3)—(2.3.5) переходят в условия

u1(t, 0) = A cosωt, lim
x→∞

u1(t, x) = 0, (2.3.11)

sup
t∈R
|u1(t, x)| <∞. (2.3.12)

Будем искать решение задачи (2.3.9)—(2.3.11) в виде

u(t, x) = Ag(x)eiωt. (2.3.13)

Подставляя (2.3.13) в (2.3.10), учитывая соотношение∫ t

−∞
eγ(s−t)+iωsds =

(γ − iω)eiωt

γ2 + ω2
(2.3.14)

и, разделяя в (2.3.10) действительную и мнимую части, приходим к урав-

нению для g(x)

g′′(x) = (α + iβ)g(x), (2.3.15)

где

α =
ω2(1− ν)γ

a(γ2 + ω2)
, β =

ω(γ2 + νω2)

a(γ2 + ω2)
. (2.3.16)

Так как общее решение для уравнения (2.3.15) имеет вид

g(x) = C1e
√
α+iβx + C2e

−
√
α+iβx, (2.3.17)

то полагая α+ iβ = ρeiϕ, ρ2 = α2 +β2, ϕ = arccos α
ρ , получаем выражение

для √
α + iβ = ρ

1
2

(√
1 + cosϕ

2
+ i

√
1− cosϕ

2

)
=
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=

√
ρ+ α

2
+ i

√
ρ− α

2
. (2.3.18)

Отсюда и из (2.3.17) получаем соотношение

q(x) = C1e
√

ρ+α
2 x

(
cos

√
ρ− α

2
x+ i sin

√
ρ− α

2
x

)
+

+C2e
−
√

ρ+α
2 x

(
cos

√
ρ− α

2
x− i sin

√
ρ− α

2
x

)
.

Учитывая, что lim
x→∞

g(x) = 0, выбираем решение

g(x) = e−
√

ρ+α
2 x

(
cos

√
ρ− α

2
x− i sin

√
ρ− α

2
x

)
. (2.3.19)

Подставляя (2.3.19) в (2.3.11) и, выделяя действительную часть, окон-

чательно получаем решение задачи (2.3.1)—(2.3.5) с ϕ(t) = A cosωt

u1(t, x) = Ae−
√

ρ+α
2 x

(
cos

√
ρ− α

2
x− ωt

)
. (2.3.20)

Теперь, пользуясь (2.3.20) и линейностью уравнения (2.3.1), проводя

стандартные рассуждения о сложении гармоник, указанные, например,

в [38] получаем решение задачи (2.3.1)—(2.3.5) в виде (2.3.7), а затем

несложными вычислениями доказываем равенство (2.3.6).

Далее, полагая βn =
√
ρn+αn

2 , вычислим функцию u2(t, x), в силу (2.3.9),

имеем для n–ой гармоники

u
(n)
2 (t, x) = γn

∫ t

−∞
eγn(s− t)u

(n)
1 (s, x)ds =

= γn

∫ t

−∞
eγn(s−t)e−Bnx cos(Bnx− ωns)ds. (2.3.21)

Замена Bnx− ωns = τ дает соотношения

J =

∫ t

−∞
eγns cos(Bnx− ωns)ds =

1

ωn

∫ ∞
Bn−ωnt

eγn(Bnx−τ)cosτdτ.
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2.4 Фильтрационные волны в пористой среде

Как указано в [12], с. 32 уравнения вида (2.3.1), (2.3.2) описывают и

другие физические процессы, в частности, процессы теплопроводности в

пористой среде. Это является более оправданным по сравнению с описа-

нием таких процессов в изотропной среде.

Поэтому, естественно сравнить результаты полученные после анализа

решения системы (2.3.1)—(2.3.2) с описанием тепловых волн, приведен-

ных в [38], с.246.

Для этого, введем параметр µ = ω
γ в представлении решения

u(t, x) = Ae−
√

ρ+α
2 x cos

(√
ρ− α

2
x− ωt

)
. (2.4.1)

Тогда получим соотношения

α =
ω2(1− ν)γ

a(γ2 + ω2)
=
ω

a
· (1− ν)µ

µ2 + 1
; (2.4.2)

β =
ω(γ2 + νω2)

a(γ2 + ω2)
=
ω

a
· (1 + νµ2)

(1 + µ2)
. (2.4.3)

Из (2.4.2) и (2.4.3) следуют соотношения

ρ+ α =
√
α2 + β2 + α = α

[(
1 +

(1 + νµ2)2

µ2(1− ν)2

) 1
2

+ 1

]
=

=
ω

a
· µ(1− ν)

µ2 + 1
·

[
1 +

(
1 +

(1 + νµ2)2

µ2(1− ν)2

) 1
2

]
=

=
ω

a
· µ

µ2 + 1

[
(1− ν) +

(
(1− ν)2 +

(1 + νµ2)2

µ2

) 1
2

]
=
ω

a
·M(ν, µ). (2.4.4)

Подставляя (2.4.4) в решение u(t, x) получаем представление решения

задачи (2.3.1), (2.3.2), выраженное через параметры ν, µ, ω, a

u(t, x) = Ae−
√

ω
2a ·
√
M(ν,µ)x cos

(√
ρ− α

2
x− ωt

)
, (2.4.5)
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где

M(ν, µ) =

(
1 + µ2ν2

1 + µ2

) 1
2

+
(1− ν)µ

1 + µ2
. (2.4.6)

Анализируя полученное решение приходим к следующим результа-

там.

Если температура поверхности длительное время периодически меня-

ется, то в горных трещинах также устанавливаются колебания темпера-

туры с тем же периодом. При этом, амплитуда колебаний экспоненци-

ально убывает, с глубиной

A(x) = Ae−
√

ω
2a ·
√
M(ν,µ)x. (2.4.7)

При этом скорость убывания амплитуды зависит от величины кон-

станты M(ν, µ). И здесь мы имеем следующие возможности:

1. Если ν = 1, то есть среда изотропная, состоящая только из про-

точных зон, то M(1, µ) = 1 и закон изменения амплитуды совпадает с

приведенным законом в [38], c. 247.

2. Если µ = 1, ν ∈ (0, 1), то

M(ν, 1) =
1

2

(1− ν) +

[
(1− ν)2 +

(
1 + ν

1− ν

)2
] 1

2

 =

=
1

2

[
1− ν +

(
(1− ν)2 + (1 + ν)2

) 1
2

]
=

1

2

[
−ν +

√
2(1 + ν2)

]
. (2.4.8)

Отсюда следуют соотношения M(0, 1) = 1+
√

2
2 > 1, M(1, 1) = 1,

M ′
ν(ν, 1) = 1

2

[
2ν

1+ν2 − 1
]

= 1
2

[
2ν−1−ν2

1+ν2

]
= −1

2
(1−ν)2

1+ν2 < 0.

И, таким образом, функции M(ν, 1) убывают. Следовательно, спра-

ведлива оценка M(ν, 1) > 1 и если γ = ω и ν ∈ (0, 1), то амплитуда

A(x) затухает быстрее чем в изотропном случае, с полностью проточной

зоной.
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3. Если ν = 1
2 , то есть когда доля проточных и застойных зон совпа-

дает, то в это случае

M(
1

2
, µ) =

µ

1 + µ2

1

2
+

1

4
+

(
1 + µ2

2

)2

µ2


1
2

 =

=
µ

1 + µ2

1

2
+

(
1

4
+

(
2 + µ2

)2

4µ2

) 1
2

 =

=
µ

2(1 + µ2)

[
1 +

(
1 +

4 + 4µ2 + µ4

µ2

) 1
2

]
=

=
1

2(1 + µ2)
[µ+ (µ4 + 5µ2 + 4)

1
2 ]. (2.4.9)

M(1
2 , 0) = 1, M(1

2 , 1) = 1
4(1 +

√
10) > 1, M(1

2 ,∞) = 1
2 .

Таким образом, существует µ0 такое, что при µ ∈ (0, µ0) убывает быст-

рее экспоненты e−
√

ω
2a , а при µ ∈ (µ0,∞) происходит ее замедление.

4. ν = 0, то есть нет проточных зон. В этом случае

M(0, µ) =
µ

µ2 + 1

√
1 +

1

µ2
+

µ

µ2 + 1
=

1√
µ2 + 1

+
µ

µ2 + 1
. (2.4.10)

Из (3.2.10) следуют соотношенияM(0, 0) = 1,M(0,∞) = 0,M(0, 1) =
√

2+1
2 > 1.

Отсюда следует, что функция M(0, µ) имеет точку максимума, кото-

рую легко получить с помощью стандартных вычислений.

d

dµ
M(0, µ) =

1− µ2

(µ2 + 1)2
− µ

(µ2 + 1)
3
2

= 0.

Отсюда следуют равенства (1 − µ2) = µ
√
µ2 + 1, ( 1

µ − µ)2 = µ2 + 1,

которые определяют точку максимума µ0 =
√

3
3 .
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Подставляя это значение в (2.4.10), получаем равенство

M(0,

√
3

3
) =

3
√

3

4
. (2.4.11)

Таким образом, на интервале 0 < µ <
√

3
3 функцияM(0, µ) возрастает

от 1 до 3
√

3
4 , а при µ >

√
3

4 она убывает.

Из (3.2.10) также следует, что если µ1— корень уравнения

µ+ (µ4 + 5µ2 + 4)
1
2 = 2(1 + µ2), (2.4.12)

то при µ < µ1, амплитуда A(x) затухает быстрее, а при µ > µ1— мед-

леннее амплитуды A(x) = Ae−
√

ω
2ax.

2.5 Задача со смешанным краевым условием

В этом параграфе методом С.Г. Крейна исследуется общая краевая за-

дача без начальных условий для дифференциального уравнения

Ltu(t, x) =
ν

a

∂u(t, x)

∂t
+

(1− ν)γ

a
u(t, x)+

+
(1− ν)γ2

a

∫ t

−∞
eγ(s−t)u(t, s)ds (2.5.1)

с граничным условием

λu(t, x)− d

dx
u(t, x)

∣∣∣∣
x=0

= ϕ(t) (2.5.2)

u(t,∞) = 0 (2.5.3)

и доказывается

Утверждение 2.5.1 Если в условии (2.5.2) функция ϕ(t) имеет вид

ϕ(t) = cosωt, t ∈ (−∞,∞) (2.5.4)

и выполнено условие
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λ+

√
ρ+ α

2
> 0. (2.5.5)

где ρ и α имеют вид, то задача (2.5.1)—(2.5.3) имеет единственное огра-

ниченное решение и оно представимо в виде

u(t, x) =
e−(λ+B)x√

(λ+B)2 +B2
cos(Bx− ωt−Θ) (2.5.6)

где B =
√

ρ+α
2 , Θ = arccos B√

B2+
√

(B+λ)2
.

Для доказательства утверждения воспользуемся представлением это-

го решения формулой (1.8.20), где оператор A задается дифференциаль-

ным выражением Lt из (2.5.1) и областью определения D(A) = {ϕ ∈

C(−∞,∞),

dϕ
dt ∈ C(−∞,∞)}, где C(−∞,∞) — пространство равномерно непрерывных и

ограниченных на оси функций с нормой ‖ϕ‖ = sup
t∈(−∞,∞)

|ϕ(t)|.

И, следовательно, задача (2.5.1)—(2.5.3) равномерно корректна и име-

ет вид

u(t, x) =

∫ ∞
0

e−λsU(x+ s,−(−Lt))ϕ(t)ds =

=

∫ ∞
x

eλ(x−τ)U(τ,−A
1
2 )ϕ(t)dτ. (2.5.7)

В рассматриваемом случае из утверждения 2.5.1 следует соотношение

U(τ,−A
1
2 )ϕ(t) = U(τ,−A

1
2 ) cosωt = e−Bτ cos(Bx− ωt), (2.5.8)

где B =
√

ρ+α
2 .

Отсюда, для решения u(t, x) имеем представление

u(t, x) =

∫ ∞
x

eλ(x−τ)e−Bτ cos(Bτ − ωt)dτ =

= eλx

[∫ ∞
x

e−(λ+B)τ cosBτdτ · cosωt+
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=

∫ ∞
x

e−(λ+B)τ sinBτdτ · sinωt+
]

=

= eλx

[
e−(λ+B)x√

(λ+B)2 +B2
cos(Bx− ωt−Θ

]
. (2.5.9)

Здесь мы воспользовались известными интегральными представлени-

ями и [18], с. 118.

Из (2.5.9) следует (2.5.6) и доказательство утверждения.

Из представления (2.5.6) имеем равенство

u(t, 0) =
cos(Θ− ωt)√
(λ+B)2 +B2

, (2.5.10)

пользуясь которым в (2.5.8) находим

− d

dx
u(t, x)

∣∣∣∣
x=0

= ϕ(t)− λu(t, 0) = cosωt− λ cos(Θ− ωt)√
(λ+B)2 +B2

. (2.5.11)

64



Глава 3

Численная реализация решений

Эта глава посвящена численной реализации решений для моделей филь-

трации с полуограниченной магистралью, а также моделей с неограни-

ченным временем с обеих сторон и с периодическим граничным услови-

ем.

В первом случае для этого используются интерполяционные много-

члены специального вида, приведенные в [37] и [45], называемые много-

членами Ньютона–Тейлора, которые имеют вид

Pn(t) =
n∑

m=0

cmt
m (3.1)

с коэффициентами

cm =
n∑

k=m

1

k!
D(k,m)fkk

2
, (3.2)

где D(k,m)— числа Стирлинга первого рода (см.[45], с. 52), fk±k2
— соот-

ветствующие конечные разности.

Необходимость применения интерполяционных многочленов вида (3.1)—

(3.2), а не многочленов Ньютона

Ln(x0 − th) =
n∑
k=0

1

k!
(t)kf

k
±k2
, (3.3)
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где

(t)k = t(t− 1) . . . (t− k + 1) (3.4)

символ Похгаммера (убывающий факториал) (3.5) заключается в том,

что функции ϕm(t) = tm являются собственными элементами оператора

aA = L в соответствии с формулой (2.2.31).

Для процессов с неограниченным с двух сторон временем, которые

рассматриваются с периодическими граничными условиями в начале ма-

гистрали в случае распространения волн в пористой среде численно ре-

шается обратная задача нахождения коэффициентов ν и γ по известным

из эксперимента амплитуды и фазы процесса.

На основе полученных результатов строится алгоритм, позволяющий

численно сравнивать амплитуды решений в зависимости от коэффици-

ентов уравнений.

3.1 Интерполяционные полиномы Ньютона–Тейлора

Здесь мы используем следующие понятия и обозначения:

На интервале x ∈ (a, b) и h = b−a
n , n = 1, 2, . . . , x0 ∈ (a, b), в соответ-

ствии с [5], с. 119, для t = x−x0

h , интерполяционный многочлен Ньютона

для равноотстоящих узлов xi = x0 + ih, i = 1, 2, . . . , n при интерполиро-

вании вперед имеет вид

Ln(x− 0 + th) = f0 + tf ′1
2

+
t(t− 1)

2!
f 2

1 + · · ·+ t(t− 1) . . . (t− n+ 1)

n!
fnn

2
=

=
n∑
k=0

fkk
2
(t)k, (3.1.1)

где (t)k— символ Похгаммера, fkk
2

— конечные разности функции f(x0) +
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th, которые строятся по правилу (см. [5], с. 115)

fi = f(ti),

f 1
i+ 1

2
= fi+1 − fi,

f 2
i− 1

2
= f 1

i+ 1
2
− f 1

i− 1
2

= fi+1 − 2fi + fi−1,

. . . . . . . . .

fki+ 1
2

= fk−1 − fk−1
i =

k∑
m=0

(−1)mCm
k fi−m+k

2
.

Для разностей составляется таблица

x f f 1 f 2 f 3 f 4 f 5

x0 f0

f 1
1
2

x1 f1 f 2
1

f 1
3
2

f 3
3
2

x2 f2 f 2
2 f 4

2

f 1
5
2

f 3
5
2

f 5
5
2

x3 f3 f 2
3 f 4

3

f 1
7
2

f 3
7
2

x4 f4 f 2
4

f 1
9
2

x5 f5

(3.1.2)

Из таблицы (3.1.2) видно, что в построении многочлена Ньютона для

интерполирования вперед (3.1.1) участвуют разности расположенные в

верхней стороне «треугольника» (3.1.2).
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Как известно, что для интерполирования в другую сторону, т.е. назад

строятся многочлены Ньютона вида

Lh(x0 + th) = f0 + tf ′− 1
2

+
t(t+ 1)f 2

−1

2!
+ · · ·+ t(t+ 1) . . . (t+ n− 1

n!
fn−n2 ,

где разделенные разности fk−k2
строятся в соответствии с таблицей (см.

[5], с. 121).

Из таблицы (3.1.2) видно, что в построении многочлена Ньютона для

интерполирования назад участвуют разности стоящие в нижней строке

таблицы.

В случае когда на рассматриваемом отрезке конечные разности меня-

ются не сильно, остаточный член Rn = f − Ln(x) представим в виде

Rn ≈
1

(n+ 1)!
f

(n+1)
n+1

2

(t)n, (3.1.3)

при интерполировании вперед и

Rn ≈
(−1)n

(n+ 1)!
f

(n+1)

−n+1
2

(−t)n, (3.1.4)

в случае интерполирования назад.

3.2 Числа Стирлинга

Числа Стирлинга, используемые в комбинаторном анализе и которые

нам понадобятся для построения интерполяционных многочленов специ-

ального вида, необходимого нам, вводятся различными способами ([45],

с. 52, [37], с.34).

В частности, числа Стирлинга D(n, k) первого рода со знаком опре-

деляются из выражения

t(t− 1) . . . (t− n+ 1) = (t)n =
n∑
k=0

D(n, k)tk. (3.2.1)
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Числа D−(n, k) удовлетворяют рекуррентным соотношениям

D−(n, k) = D−(n− 1, k − 1)− (n− 1)D−(n− k, k) (3.2.2)

для 0 < k < n,

D−(0, 0) = 1, D−(n, 0) = 0, n > 0

D−(0, k) = 0, k > 0, D−(n, k) = 0, n < k.
(3.2.3)

Числа Стирлинга первого рода без знака определяются как

D(n, k) = |D−(n, k)|. (3.2.4)

ни удовлетворяют рекуррентному соотношению

D(n, k) = D(n− 1, k − 1) + (n− 1)D(n− 1, k), (3.2.5)

для 0 < k < n.

D(0, 0) = 1, D(n, 0) = 0, n > 0

D(0, k) = 0, k > 0

D(n, k) = 0, n < k, D(n, n) = 1.

(3.2.6)

Их производящей функцией является выражение (возрастающий фак-

ториал)

t(t+ 1)(t+ 2) . . . (t+ n− 1) = (t+ n− 1)n =
n∑
k=0

D(n, k)tk. (3.2.7)

Обратные им числа Стирлинга второго рода S(n, k) определяются из

соотношения

tn =
n∑
k=0

S(n, k)(t)k =
n∑
k=0

S(n, k)t(t− 1) . . . (t− n+ 1). (3.2.8)

Для них справедливо рекуррентное соотношение

S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k) (3.2.9)
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для 0 < k < n

S(0, 0) = 1S(n, 0) = 0n > 0

S(n, k = 0) k > n.

Их также можно вычислять по формулам

S(n, k) =
1

k!

k∑
j=0

(−1)k+jCk
j j

n, (3.2.10)

где Ck
j = k!

(k−j)!j! , а также из равенства

S(n, k) =
1

k!

∑
n1+···+nk

n!

n1!n2! . . . nk!
. (3.2.11)

Числа Стирлинга первого и второго рода связаны соотношением (см.

[37], стр. 22)

D(n, k) = k!S(n, k). (3.2.12)

Кроме того, для S(n, k) и D−(n, k) справедливо соотношение ортого-

нальности
n∑
k=0

S(n, k)D−(n, k) = δn,m, (3.2.13)

где δn,m— символ Кронекера

δn,m =

 1, n = m

0, n 6= m.

Пример чисел Стирлинга первого рода со знаком указан для 0 ≤ k ≤ n ≤ 6
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|0 1 2 3 4 5 6

0 |1

1 |0 1

2 |0 −1 1

3 |0 2 −3 1

4 |0 −6 11 −6 1

5 |0 24 −50 35−10 1

6 |0 −120 274 −225 85 −15 1

3.3 Многочлены Ньютона–Тейлора

Используя формулы (3.1.1) и (3.1.3), получаем представление многочле-

нов Ньютона для интерполирования вперед через числа Стирлинга пер-

вого рода

Ln(x0 + th) =
n∑
k=0

1

k!
(t)kf

k
k
2

=
n∑
k=0

1

k!

k∑
m=0

D−(k,m)fkk
2
tm.

Далее, меняя порядок суммирования, получаем представление поли-

номов Ньютона для интерполирования вперед в виде

Ln(x0 + th) =
n∑
k=0

(
n∑

k=m

D−(k,m)

k!
fkk

2

)
tm =

n∑
k=0

bmt
m. (3.3.1)

Коэффициенты

bm =
n∑

k=m

D−(k,m)

k!
fkk

2

будем называть коэффициентами Ньютона–Тейлора для интерполиро-

вания вперед в разложении многочлена Ньютона по степени tm, а сам

многочлен (3.3.1)— многочленом Ньютона–Тейлора для интерполирова-

ния вперед.
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Аналогично, используя числа Стирлинга первого родаD(n, k) без зна-

ка в интерполяционной формуле Ньютона для интерполирования назад

получаем интерполяционный многочлен Ньютона–Тейлора для интерпо-

лирования назад

Ln(x0 + tn) =
n∑
k=0

t(t+ 1) . . . (t+ k − 1)

k!
fk−k2

=
n∑
k=0

1

k!

k∑
m=0

D(k,m)fk−k2
tm =

=
n∑

m=0

(
n∑

k=m

D(k,m)

k!
fk−k2

)
tm =

n∑
m=0

c∗mt
m. (3.3.2)

Числа c∗, определяемые формулой

c∗m =
n∑

k=m

D(k,m)

k!
fk−k2

(3.3.3)

будем называть коэффициентами Ньютона–Тейлора для интерполирова-

ния назад.

3.4 Алгоритм построения численного решения

Формула (2.2.32) показывает, что решение задачи (2.2.27)—(2.2.28) яв-

ляется точным для граничных условий, являющихся алгебраическими

полиномами вида

ϕ(τ) =
N∑
m=0

cmτ
m = QN(τ). (3.4.1)

При этом, в соответствии с (2.2.33), решение имеет вид

u(τ, x) =
N∑
m=0

cme
−
√
λmxτm, (3.4.2)

где

λm =
1

a

[
m+ (1− ν)− (1− ν)γ2

γ + n

]
. (3.4.3)
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Поэтому, в общем случае, граничную функцию ϕ(τ) естественно при-

ближать полиномами вида (3.4.1). Для этого можно воспользоваться раз-

ложением Тейлора

ϕ(τ) ≈
N∑
m=0

ϕ(m)(0)

m!
τm. (3.4.4)

Но, в этом случае, мы приходим к вычислению производных ϕ(m)(0),

что не рационально с вычислительной точки зрения. Поэтому, для по-

строения полиномов QN(τ) мы используем метод полиномов Ньютона–

Тейлора, который сохраняет все преимущества приближений полинома-

ми Ньютона.

Таким образом, получается следующая вычислительная схема при-

ближенного построения решения:

1. В соответствии с заданной погрешностью выбирается N– порядок

интерполяционного многочлена Ньютона

2. Строится таблица конечных разностей для интерполирования впе-

ред (или назад)

3. По рекуррентным формулам (3.2.2) или (3.2.5) строится таблица

чисел Стирлинга со знаком или без знака, в зависимости от направления

интерполирования.

4. Вычисляются значения λm по формулам (3.4.3)

5. По формулам (3.3.1) и (3.3.3) вычисляются коэффициенты bm и c∗m
Ньютона–Тейлора

6. Строится многочлен QN(τ)

7. Строится решение задачи по формуле (3.4.2)

8. Вычисляется градиент давления по формуле (2.5.27).

73



3.5 Задачи возникающие при создании комплексов

измерительной аппаратуры

Процессы производства и эксплуатации жидкость проводящих магистра-

лей предполагают создание комплексов измерительной аппаратуры, ко-

торые обеспечивают: на этапе производства - определение значений пара-

метров, характеризующую поверхностную структуру её внутренней ча-

сти; на этапе эксплуатации - на основе измеренных значений давления

в магистрали вычисление параметров входного периодического сигнала.

Принципиальная схема одного варианта комплекса измерительной аппа-

ратуры, используемого на этапе производства, представлена на рисунке

2. Этот комплекс работает под управлением двух микроконтроллеров,

соединенных линией связи, обеспечивающей обмен данными между ни-

ми.

Рис.2

Здесь, на первом этапе, устройство управления тестированием фор-
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мирует входное периодическое воздействие в форме простейшего сигна-

ла cos(t). Устройство измерения отклика проводит измерение значений

функции в точке подключения. Как только в точке измерения значения

функции выходят на периодический режим, это устройство производит

расчет параметров, определяющих характер течения жидкости с исполь-

зованием принятой модели. Затем полученные результаты оно переда-

ет на устройство отображения результатов измерения в составе устрой-

ства управления тестированием. В результате с тестируемой жидкость

проводящей магистралью связываются вычислительные модельные па-

раметры. На втором этапе контроля магистрали устройство управле-

ния тестированием последовательно генерирует периодические сигналы

cos(2t), cos(3t). Амплитуду и фазу сигнала в точке измерения устройство

измерения отклика сравнивает с предсказанным модельными значения-

ми и если совпадение удовлетворительное, то жидкость проводящая ма-

гистраль передается для эксплуатации.

В рабочем режиме схема, представленная на рисунке 3. В этом ре-

жиме на входе формируется сигнал в форме
∑7

i=1 ai cos(it). Комплекс

аппаратуры используется для вычисления значений коэффициентов ai

на основе измеренных значений функции с учетом известных парамет-

ров течения жидкости.

Рис.3
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3.6 Алгоритм работы комплекса измерительной ап-

паратуры в режиме тестирования

Комплекс измерительной аппаратуры может использоваться в двух ре-

жимах: оценки параметров среды и вычисления параметров сигнала. Ра-

бочий режим комплекса измерительной аппаратуры обеспечивает выпол-

нение следующей последовательности действий, выполняемых

устройством управления измерением:

1.1 контроль установки и подготовки тестируемого устройства к прове-

дению эксперимента;

1.2 управление величиной давления жидкости на входе тестируемого

устройства;

1.3 обеспечение обмена данными с устройством измерения отклика;

1.4 формирование заданного периодического измерения давления жид-

кости на входе тестируемого устройства;

1.5 обработку и отображение данных, полученных от устройства изме-

рения отклика;

1.6 управление операциями по демонтажу тестируемого устройства;

Устройство измерения отклика обеспечивает:

2.1 обмен данными с устройством управления тестированием;

2.2 контроль установления стационарного течения жидкости в тестиру-

емом устройстве;

2.3 получение данных о значениях периодически изменяющегося давле-

ния жидкости на входе тестируемого устройства;

2.4 контроль установления режима периодически изменяющегося давле-

ния жидкости;

2.5 вычисление значений измеряемых параметров;
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2.6 передачу измеренных значений устройству управления измерением.

Для проведения расчетов устройство управления тестированием переда-

ет по линии связи: устанавливает значение интервала времени разделя-

ющего последовательные измерения значений давления; передает сигнал

начала процесса тестирования.

На первом этапе процесса тестирования устройство измерения откли-

ка определяет момент перехода измерения величины давления в перио-

дический режим. Как только результаты измерений на двух последо-

вательных периодических интервалах станут отличаться на величину

сравнимую с допустимой ошибкой измерения, исполнительное устрой-

ство перейдет в режим расчета параметров тестируемого устройства.

Принципиальная схема выполнения операции тестирования приведе-

на на рисунке 3.

3.7 Алгоритм работы комплекса измерительной ап-

паратуры в рабочем режиме

В рабочем режиме периодический закон изменения давления на входе

формируется внешней средой. Поэтому устройство измерения отклика

начинает работу с выполнения программы, определения момента выхо-

да изменения давления на периодический режим. Затем, учитывая тот

факт, что значения параметров модели течения в данной жидкость про-

водящей магистрали был определен на этапе тестирования, измеренные

значения давления используются для вычисления значений коэффици-

ентов входного тригонометрического многочлена. Максимальный поря-

док входного тригонометрического полинома определяется из физиче-

ских соображений.
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3.8 Алгоритм измерения отклика

Точное решение уравнения с краевым условием

u(t, 0) = A cos(ωt) −∞ < t <∞;

имеет вид:

u(t, x) = Ae−
√

ρ+α
2 x cos(ωt−

√
ρ− α

2
x), (3.8.1)

где

α =
ω2(1− ν)γ

(γ2 + ω2)
(3.8.2)

ρ =

√
(
ω2(1− ν)γ

(γ2 + ω2)
)2 + (

ω(γ2 + νω2)

(γ2 + ω2)
)2, (3.8.3)

γ - коэффициент модели,

ν - коэффициент модели,

ω - частота граничной функции,

A - амплитуда граничной функции.

Для каждого измерительного эксперимента с целью вычисления зна-

чений параметров модели течение жидкости краевое условие, формиру-

емое на входе магистрали, описывается функцией

u(t, 0) = cos(t).

В качестве точки наблюдения выбирается значение x = l.

Точное решение модельной краевой задачи в точке наблюдения запи-

сывается выражением:

u(t, 1) = e−
√

ρ+α
2 cos

(
t−
√
ρ− α

2

)
. (3.8.4)

из которого возникает пара соотношений для определения значений па-

раметров γ и ν.
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3.9 Определение пары значений параметров γ и ν

Выберем шаг измерения значений функции f(t) равным d. В процессе

измерения значений функции на отрезке x ∈ [0, 2π] получена последова-

тельность значений {f1 . . . fn}. На основе этих данных вычислим коэф-

фициенты Фурье:

F =
1

π

n∑
j=1

cos(jd)d, G =
1

π

n∑
j=1

sin(jd)d

Таким образом, для функции наблюдений получим приближенное пред-

ставление в форме:

f(t) = F cos(t) +G sin(t).

Преобразуем его к виду, заданному формулой (3.8.1) и в результате по-

лучим:

f(t) =
√
F 2 +G2 cos

(
t+ arccos

( F√
F 2 +G2

))
Обозначим √

F 2 +G2 = V

arccos
( F√

F 2 +G2

)
= S

тогда из представления решений в форме (3.8.1) получим пару соотно-

шений:

V = e−
√

ρ+α
2 (3.9.1)

S =

√
ρ− α

2
. (3.9.2)

Запишем (3.8.3) в виде

ρ =

√
α2 + (

(γ2 + ν2)

(γ2 + 1)
)2. (3.9.3)
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Тогда

ρ2 − α2 =

(
γ + ν

1 + γ2

)2

, (3.9.4)

Из (3.9.1) и (3.9.2)имеем

√
ρ+ α = −

√
2 lnV,

√
ρ− α =

√
2S. (3.9.5)

Подставляя (3.9.5) в (3.9.4) получим

−2 lnV · S =
γ+ν

1 + γ2
(3.9.6)

или
1− ν
1 + γ2

= 1 + 2 lnV · S. (3.9.7)

Из (3.8.2), учитывая, что ω = 1 имеем

γ =
α

1 + 2 lnV · S
. (3.9.8)

Возводя в квадрат уравнения (3.9.5) и решая систему относительно ρ

и α получим

α = ln2 V − S2, ρ = 2 ln(V S). (3.9.9)

Подставляя значение α в (3.9.7) получим

γ =
ln2 V − S2

ln(V S)
. (3.9.10)

Далее, из (3.9.7) получим

ν = −2 lnV · S · (1 + γ2) = −2 lnV · S ·
(

(ln2 V − S2)2

(1 + 2 ln v · S)2
+ 1

)
=

= −2 lnV · S ·
(

(ln2 V − S2)2 + (1 + 2 lnV · S)2

(1 + 2 ln v · S)2

)
=

= −2 lnV · S ·
(

(ln2 V + S2)2 + 4 lnV · S + 1

(1 + 2 lnV · S)2

)
. (3.9.11)
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3.10 Рабочий режим измерительного комплекса

В рабочем режиме на вход жидкость проводящей магистрали подается

периодический сигнал в виде

7∑
k=1

ak cos(kt).

В точке измерения при x = 1 граничная функция будет иметь вид:

u(t, x) =
7∑

k=1

ake
−
√

ρ+α
2 cos

(√ρ− α
2
− kt

)
;

где

α =
k2(1− ν)γ

(γ2 + k2)
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Заключение

Таким образом, в диссертации методами теории сильно непрерывных

полугрупп устанавливается корректная разрешимость нестационарных

задач для уравнения теплопроводности, которые описывают движение

жидкости в пористых средах, когда с увеличением расхода структура

потока приобретает двойственный характер. В то время как в ядре по-

тока (проточной зоне) жидкость движется от входа к выходу по пря-

молинейным траекториям, на периферии потока (в застойной зоне) она

вовлекается в вихревое движение. Такой же ламинарный (но и не тур-

булентный) режим характерен для течения жидкости в пористой среде.

Первые исследования в этом направлении для указанных задач с при-

менением методов функционального анализа и операторных уравнений

были проведены в работах Аль-Кхазраджи С. Х. М.

В настоящей диссертации были продолжены исследования таких урав-

нений в новых постановках. Здесь эти уравнения были рассмотрены в

том случае, когда время изменяется на всей числовой оси, т.е. в поста-

новке вопроса о свойствах явлений, которые не зависят от начальных

условий или не зависят от деталей начальных условий, но вместе с тем

система еще далека от состояния равновесия. Поэтому, следую Я.Б. Зель-

довичу и Г.И. Баренблатту, здесь они носят название "промежуточная

асимптотика". Такие асимптотики являются решениями вырожденных

задач, в которых параметры независимых переменных обращаются в

нуль или бесконечность.

Однако, для того чтобы решение вырожденной задачи представляло

собой промежуточную асимптотику необходимо, чтобы оно было устой-

чиво относительно изменений малых возмущений, то есть вырожденная
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задача должна быть корректной.

В диссертации, именно с этой точки зрения, были исследованы и ре-

шены задачи без начальных условий, для уравнений, описывающих про-

цессы субдиффузии, диффузии и фильтрации в пористых средах и при-

водятся алгоритмы их приближенных решений. В частности, сюда отно-

сятся модели субдиффузии и процессы фильтрации в пористой среде с

проточными и застойными зонами.

В диссертации получены следующие новые результаты, как теорети-

ческого, так и прикладного характера:

1. Модификация модели движения жидкости в пористой среде с за-

стойными зонами на случай процесса бесконечного во времени.

2. Установление корректной разрешимости задачи фильтрации без на-

чальных условий в полуограниченном интервале времени.

3. Решение прямой и обратной задачи численными методами для урав-

нения фильтрации в среде с застойными и проточными зонами для пе-

риодического граничного условия.

4. Оценка скорости затухания фильтрационного потока, с применени-

ем численных методов дифференциальных уравнений, в зависимости от

доли проточных зон и коэффициента массопереноса.

5. Разработка объектно-ориентированной программы для реализации

предлагаемых алгоритмов и их численной реализации.
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3.11 Программы используемые для обработки маке-

та

unit SolveFilteringTask;

interface

uses

Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes,

Graphics, Controls, Forms, Dialogs, Menus,
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StdCtrls, Math, StrUtils;

type

TForm1 = class(TForm)

MainMenu1: TMainMenu;

N1: TMenuItem;

module21: TMenuItem;

module31: TMenuItem;

module41: TMenuItem;

Edit1: TEdit;

Edit2: TEdit;

Button1: TButton;

Label1: TLabel;

Label2: TLabel;

Label3: TLabel;

AmplInput: TEdit;

OtInput: TEdit;

Label4: TLabel;

SaveresultsToFile: TButton;

Label5: TLabel;

ListBox1: TListBox;

ListBox2: TListBox;

Label6: TLabel;

OpenDialog1: TOpenDialog;

SaveDialog1: TSaveDialog;

N2: TMenuItem;

procedure showModule2(Sender: TObject);
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procedure showModule3(Sender: TObject);

procedure showModule4(Sender: TObject);

procedure Button1Click(Sender: TObject);

procedure SaveresultsToFileClick(Sender: TObject);

procedure FormCreate(Sender: TObject);

procedure N2Click(Sender: TObject);

private

{ Private declarations }

public

{ Public declarations }

end;

var

Form1: TForm1;

implementation

uses EmulateInputData, SolveInverseFilteringTask,

SolveInverseFilteringTaskWithInputRow;

{$R *.dfm}

const

QANTITY:integer = 2520;

DELIMITER:string = ’;’;

EXTENSION:string = ’.txt’;
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procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

var

funcnab: array [1..2530] of real;

gamma, nu:real;

quantity,omega:integer;

h,ht,amplitude,alpha,ro,am,fa,c:real;

i,j:integer;

begin

gamma:=StrToFloat(Edit1.Text);

nu:=StrToFloat(Edit2.Text);

quantity:=StrToInt(OtInput.Text);

amplitude:=StrToFloat(AmplInput.Text);

for i:=0 to QANTITY do

funcnab[i]:=0;

h:=2 * PI/quantity;

ht:=0;

omega:=1;

alpha:=(sqr(omega)*(1-nu)*gamma)/(sqr(gamma)+sqr(omega));

ro:=sqrt(sqr((sqr(omega)*(1-nu)*gamma)/(sqr(gamma)+sqr(omega)))

+sqr((omega*(sqr(gamma)+nu*sqr(omega)))/(sqr(gamma)+sqr(omega))));

am:=exp(-sqrt((ro + alpha) / 2));
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fa:=sqrt((ro - alpha) / 2);

am:=amplitude * am;

for i:=1 to quantity do

begin

c:= cos(ht - fa);

funcnab[i]:=funcnab[i] + am*c;

ht:= ht + h;

end;

ht:=0;

for j:=0 to quantity - 1 do

begin

form1.ListBox2.Items[j]:=FloatToStr(ht);

form1.ListBox1.Items[j]:=FloatToStr(funcnab[j + 1]);

ht:=ht + h;

end;

end;

procedure TForm1.SaveresultsToFileClick(Sender: TObject);

var

f:textfile;

i:integer;

begin

if not SaveDialog1.Execute then exit;

assignfile(f, SaveDialog1.FileName + EXTENSION);
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rewrite(f);

for i:=0 to ListBox2.Items.Count - 1 do

writeln(f,ListBox2.Items[i]+DELIMITER+ListBox1.Items[i]);

CloseFile(f);

end;

procedure TForm1.FormCreate(Sender: TObject);

begin

OtInput.Text:=IntToStr(QANTITY);

AmplInput.Text:=’1’;

end;

procedure TForm1.showModule2(Sender: TObject);

begin

Form1.Hide();

Form2.show();

end;

procedure TForm1.showModule3(Sender: TObject);

begin

Form1.Hide();

Form3.Show();

end;

procedure TForm1.showModule4(Sender: TObject);

begin
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Form1.Hide();

Form4.Show();

end;

procedure TForm1.N2Click(Sender: TObject);

begin

ListBox1.Clear;

ListBox2.Clear;

end;

end.

unit EmulateInputData;

interface

uses
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Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes,

Graphics, Controls, Forms, Dialogs, Menus,

StdCtrls, Math, StrUtils;

type

TForm2 = class(TForm)

MainMenu1: TMainMenu;

module1: TMenuItem;

module11: TMenuItem;

module31: TMenuItem;

module41: TMenuItem;

LoadFromFile: TButton;

UseRandom: TButton;

SaveToFile: TButton;

ListBox1: TListBox;

ListBox2: TListBox;

ListBox3: TListBox;

Label1: TLabel;

Label2: TLabel;

Label3: TLabel;

OpenDialog1: TOpenDialog;

SaveDialog1: TSaveDialog;

N1: TMenuItem;

procedure showModule3(Sender: TObject);

procedure showModule1(Sender: TObject);

procedure module41Click(Sender: TObject);

procedure LoadFromFileClick(Sender: TObject);
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procedure SaveToFileClick(Sender: TObject);

procedure UseRandomClick(Sender: TObject);

procedure N1Click(Sender: TObject);

private

{ Private declarations }

public

{ Public declarations }

end;

var

Form2: TForm2;

implementation

uses SolveFilteringTask, SolveInverseFilteringTask,

SolveInverseFilteringTaskWithInputRow;

{$R *.dfm}

const

DELIMITER:string = ’;’;

EXTENSION:string = ’.txt’;

RANDOMTUNE:integer = 100;

procedure TForm2.LoadFromFileClick(Sender: TObject);

var

f:textfile;
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s:string;

i:integer;

begin

if not OpenDialog1.Execute then exit;

assignfile(f,OpenDialog1.FileName);

reset(f);

i:=0;

while not eof(f) do

begin

readln(f,s);

ListBox3.Items[i]:=TrimRight(LeftStr(s,Pos(DELIMITER,s)-1));

ListBox1.Items[i]:=TrimLeft(RightStr(s,Length(s)-Pos(DELIMITER,s)));

inc(i);

end;

closefile(f);

end;

procedure TForm2.SaveToFileClick(Sender: TObject);

var

f:textfile;

i:integer;

begin

if not SaveDialog1.Execute then exit;

assignfile(f, SaveDialog1.FileName + EXTENSION);

rewrite(f);

for i:=0 to ListBox2.Items.Count - 1 do

writeln(f,ListBox1.Items[i] + DELIMITER + ListBox2.Items[i]);
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CloseFile(f);

end;

procedure TForm2.UseRandomClick(Sender: TObject);

var

i:integer;

begin

for i:=0 to ListBox1.Count - 1 do

begin

Randomize;

if StrToFloat(ListBox1.Items[i]) > 0 then

ListBox2.Items[i]:=FloatToStr(trunc(StrToFloat(ListBox1.Items[i])

* RANDOMTUNE)/RANDOMTUNE + Random / RANDOMTUNE)

else

ListBox2.Items[i]:=FloatToStr(trunc(StrToFloat(ListBox1.Items[i])

* RANDOMTUNE)/RANDOMTUNE - Random / RANDOMTUNE)

end;

end;

procedure TForm2.showModule3(Sender: TObject);

begin

Form2.Hide();

Form3.Show();

end;

procedure TForm2.showModule1(Sender: TObject);

begin
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Form2.Hide();

Form1.Show();

end;

procedure TForm2.module41Click(Sender: TObject);

begin

Form2.Hide();

Form4.Show();

end;

procedure TForm2.N1Click(Sender: TObject);

begin

ListBox1.Clear;

ListBox2.Clear;

ListBox3.Clear;

end;

end.
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3.12 Программы используемые в изделии

unit SolveInverseFilteringTask;

interface

uses

Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes,

Graphics, Controls, Forms, Dialogs, Menus,

StdCtrls, Math, StrUtils;

type

TForm3 = class(TForm)

MainMenu1: TMainMenu;

N1: TMenuItem;

model11: TMenuItem;
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model21: TMenuItem;

model41: TMenuItem;

ListBox1: TListBox;

ListBox2: TListBox;

Label1: TLabel;

Label2: TLabel;

GammaResult: TEdit;

Label3: TLabel;

Label4: TLabel;

NuResult: TEdit;

LoadDataFromFile: TButton;

CalculateGammaNu: TButton;

OpenDialog1: TOpenDialog;

SaveDialog1: TSaveDialog;

N2: TMenuItem;

procedure showModule1(Sender: TObject);

procedure showModule2(Sender: TObject);

procedure showModule4(Sender: TObject);

procedure CalculateGammaNuClick(Sender: TObject);

procedure LoadDataFromFileClick(Sender: TObject);

procedure N2Click(Sender: TObject);

private

{ Private declarations }

public

{ Public declarations }

end;
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var

Form3: TForm3;

implementation

uses SolveFilteringTask, EmulateInputData,

SolveInverseFilteringTaskWithInputRow;

{$R *.dfm}

const

PRECISION:real = 0.005;

DELIMITER:string = ’;’;

procedure TForm3.CalculateGammaNuClick(Sender: TObject);

var

h : real; // шаг по шкале аргумента

ht : real; // значение аргумента

j: integer;

F,G:real;

V,S:real; //V - амплитуда S - фаза

SS,W,a:real;

pol: array[1..4] of real;

g1,g2,h1,gamma,nu:real;

begin

h:=2 * PI/ListBox1.Items.Count;

ht:=0;
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//Расчет коэффициентов фурье F и G

F:=0;G:=0;

for j := 0 To ListBox1.Items.Count - 1 do

begin

F:=F + StrToFloat(ListBox2.Items[j])*cos(ht)*h/PI;

G:=G + StrToFloat(ListBox2.Items[j])*sin(ht)*h/PI;

ht := ht + h;

end;

V:=sqrt(sqr(G) + sqr(F));

S:=arccos(F/V);

W:=sqr(ln(V)) + sqr(S);

SS:=sqr(ln(V)) - sqr(S);

a:=sqrt(sqr(W) - sqr(SS));

pol[1]:=SS;

pol[2]:=(a-1);

pol[3]:=SS;

pol[4]:=(a-1);

g1:=pol[1];

h1:=PRECISION;

g2:=(((pol[4]*h1+pol[3])*h1+pol[2])*h1+pol[1]);

while ((g1*g2>0) and (h1<1)) Do
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begin

g1:=g2;

h1:= h1 + PRECISION;

g2:= ((pol[4] * h1 + pol[3]) * h1+pol[2]) * h1 + pol[1];

end;

gamma:=h1;

nu:=((a - 1) * sqr(gamma) + a);

GammaResult.Text:=FloatToStr(gamma);

NuResult.Text:=FloatToStr(nu);

end;

procedure TForm3.LoadDataFromFileClick(Sender: TObject);

var

f:textfile;

s:string;

i:integer;

begin

if not OpenDialog1.Execute then exit;

assignfile(f, OpenDialog1.FileName);

reset(f);

i:=0;

while not eof(f) do

begin

readln(f,s);

ListBox1.Items[i]:=LeftStr(s, Pos(DELIMITER,s) - 1);

ListBox2.Items[i]:=RightStr(s,Length(s) - Pos(DELIMITER,s));

inc(i);
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end;

CloseFile(f);

end;

procedure TForm3.showModule1(Sender: TObject);

begin

Form3.Hide();

Form1.Show();

end;

procedure TForm3.showModule2(Sender: TObject);

begin

Form3.Hide();

Form2.Show();

end;

procedure TForm3.showModule4(Sender: TObject);

begin

Form3.Hide();

Form4.Show();

end;

procedure TForm3.N2Click(Sender: TObject);

begin

ListBox1.Clear;

ListBox2.Clear;

end;

110



end.

unit SolveInverseFilteringTaskWithInputRow;

interface

uses

Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes,

Graphics, Controls, Forms, Dialogs, Menus,

StdCtrls, Math, StrUtils;

type

TForm4 = class(TForm)

MainMenu1: TMainMenu;

module1: TMenuItem;

module11: TMenuItem;
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module21: TMenuItem;

module31: TMenuItem;

ListBox1: TListBox;

Label1: TLabel;

ListBox2: TListBox;

Label2: TLabel;

GammaResultList: TListBox;

Label3: TLabel;

NuResultList: TListBox;

Label4: TLabel;

LoadDataFromFile: TButton;

CalculateGammaNu: TButton;

OpenDialog1: TOpenDialog;

SaveDialog1: TSaveDialog;

N1: TMenuItem;

procedure showModule1(Sender: TObject);

procedure module21Click(Sender: TObject);

procedure module31Click(Sender: TObject);

procedure CalculateGammaNuClick(Sender: TObject);

procedure LoadDataFromFileClick(Sender: TObject);

procedure N1Click(Sender: TObject);

private

{ Private declarations }

public

{ Public declarations }

end;

112



var

Form4: TForm4;

implementation

uses SolveFilteringTask, EmulateInputData, SolveInverseFilteringTask;

{$R *.dfm}

const

PRECISION:real = 0.005;

DELIMITER:string = ’;’;

N:integer = 7; //количесво членов в тригонометрическом ряду

procedure TForm4.CalculateGammaNuClick(Sender: TObject);

var

h: real; // шаг по шкале аргумента

ht: real; // значения аргумента

j, i, k: integer;

F, G: array[1..7] of real;

V, S: array[1..7] of real; //V - амплитуда, S - фаза

SS, W, a: real;

pol: array[1..4] of real;

g1, g2, h1, gamma, nu: real;

coeff: array[1..7] of real; //массив коэффициентов ряда

begin

//------------------------------------------------------

coeff[1] := cos(2 * PI);
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for i := 2 to N do

coeff[i] := coeff[i - 1] + cos(i * PI) + sin(i * PI);

//------------------------------------------------------

h := 2 * PI / ListBox2.Items.Count;

for k := 1 to N do

F[k] := 0;

for k := 1 to N do

G[k] := 0;

for i := 1 to N do

begin

ht := 0;

for j := 0 to ListBox2.Items.Count - 1 do

begin

G[i]:=G[i]+StrToFloat(ListBox2.Items[j])*sin(ht)*h/PI;

F[i]:=F[i]+StrToFloat(ListBox2.Items[j])*cos(ht)*h/PI;

ht := ht + i * h;

end;

end;

for i := 1 to N do

V[i] := sqrt(sqr(G[i]) + sqr(F[i]));

for i := 1 to N do

S[i] := arccos(F[i] / V[i]);

//------------------------------------------------------

for i := 1 to N do
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begin

if (abs(coeff[i]) > 0) then

begin

V[i] := V[i] / coeff[i];

W := sqr(ln(V[i])) + sqr(S[i]);

SS := sqr(ln(V[i])) - sqr(S[i]);

a := sqrt(sqr(W) - sqr(SS));

pol[1] := Power(i, 3) * SS;

pol[2] := (a * i - Sqr(i));

pol[3] := SS;

pol[4] := (a - i) / i;

g1 := pol[1];

h1 := PRECISION;

g2 := (((pol[4] * h1 + pol[3]) * h1 + pol[2]) * h1 + pol[1]);

while ((g1 * g2 > 0) and (h1 < 1)) do

begin

g1 := g2;

h1 := h1 + PRECISION;

g2 := ((pol[4] * h1 + pol[3]) * h1 + pol[2]) * h1 + pol[1];

end;

gamma := h1;

nu := ((a - i) * sqr(gamma) + a * Sqr(i)) / Power(i, 3);

GammaResultList.Items.Add(FloatToStr(gamma));

NuResultList.Items.Add(FloatToStr(nu));
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end;

end;

end;

procedure TForm4.LoadDataFromFileClick(Sender: TObject);

var

f: textfile;

s: string;

i: integer;

begin

if not OpenDialog1.Execute then exit;

assignfile(f, OpenDialog1.FileName);

reset(f);

i := 0;

while not eof(f) do

begin

readln(f, s);

ListBox1.Items[i] := LeftStr(s, Pos(DELIMITER, s) - 1);

ListBox2.Items[i] := RightStr(s, Length(s) - Pos(DELIMITER, s));

inc(i);

end;

CloseFile(f);

end;

procedure TForm4.showModule1(Sender: TObject);

begin

Form4.Hide();
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Form1.Show();

end;

procedure TForm4.module21Click(Sender: TObject);

begin

Form4.Hide();

Form2.Show();

end;

procedure TForm4.module31Click(Sender: TObject);

begin

Form4.Hide();

Form3.Show();

end;

procedure TForm4.N1Click(Sender: TObject);

begin

ListBox1.Clear;

ListBox2.Clear;

NuResultList.Clear;

GammaResultList.Clear;

end;

end.

117



3.13 Программа с числами Стирлинга

unit Unit1;

interface

uses

Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes,

Graphics, Controls, Forms, Dialogs, StdCtrls,

Math;

type

TForm1 = class(TForm)

Label1: TLabel;

Button1: TButton;

ListBox1: TListBox;

ListBox2: TListBox;

ListBox3: TListBox;

ListBox4: TListBox;

Label3: TLabel;

Label4: TLabel;

Label5: TLabel;

Label6: TLabel;

procedure Button1Click(Sender: TObject);

procedure FormCreate(Sender: TObject);

private

{ Private declarations }
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public

{ Public declarations }

end;

const N=5;

var

Form1: TForm1;

//массив с конечными разнастями вперед

mas: array[0..5,0..N] of real;

//массив с конечными разнастями назад

inversemas: array[0..N,0..N] of real;

//массив числе стирлинга 1 рода со знаком

stirling: array[0..N,0..N] of integer;

//массив числе стирлинга 1 рода без знака

unsigstirling: array[0..N,0..N] of integer;

function LM(m:Integer):real;

function coeff_c(xx:integer):real;

function factor(g:Integer):integer;

function calculateSolution(x:real):real;

implementation

{$R *.dfm}

//инициализация и заполнение массивов нулями

procedure TForm1.FormCreate(Sender: TObject);
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var

i,j:integer;

begin

ListBox1.Clear;

ListBox2.Clear;

ListBox3.Clear;

ListBox4.Clear;

for i:=0 to N do

for j:=0 to N do

mas[i,j]:=0;

for i:=0 to N do

begin

for j:=0 to N do

begin

stirling[i,j]:=0;

unsigstirling[i,j]:=0;

end;

end;

for i:=0 to N do

mas[0,i]:=exp(i+1);

for i:=0 to N do

begin

ListBox1.Items.Add(FloatToStr(i));

ListBox2.Items.Add(FloatToStr(mas[0,i]));
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end;

end;

//конечные разности и числа стирлинга

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

var

i,j,k:integer;

begin

//расчет конечных разностей

k:=1;

for i:=1 to N do

begin

for j:=0 to N-k do

mas[i,j]:=mas[i-1,j+1]-mas[i-1,j];

k:=k+1;

end;

//рассчитать числа стирлинга 1 рода со знаком и без

for i:=0 to N do

begin

stirling[i,0]:=0;

unsigstirling[i,0]:=0;

end;

for i:=0 to N do

begin

stirling[i,i]:=1;

unsigstirling[i,i]:=1;
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end;

for i:=1 to N do

for j:=1 to i-1 do

begin

stirling[i,j]:=stirling[i-1,j-1]-(i-1)*stirling[i-1,j];

unsigstirling[i,j]:=unsigstirling[i-1,j-1]+

(i-1)*unsigstirling[i-1,j];

end;

for i:=0 to N do

begin

ListBox3.Items.Add(FloatToStr(i));

ListBox4.Items.Add(FloatToStr(calculateSolution(i)));

end;

end;

function coeff_c(xx:Integer):Real;

var

c,cc:Real;

i,nn:Integer;

begin

c:=0;

for i:=0 to N do

begin

c:=c+stirling[xx,i]/factor(i)*mas[xx,i];

cc:=cc+unsigstirling[xx,i]/factor(i)*mas[xx,i];
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end;

result:=c;

end;

//рассчет факториала

function factor(g:Integer):integer;

var

i,a:integer;

begin

a:=1;

if (g=0) or (g=1) then

a:=1

else

for i:=1 to g do

a:=a*i;

result:=a;

end;

//вычисляет лямбда m

function LM(m:integer):real;

var

gamma,nu,a:Real;

begin

a:=1;

gamma:=0.5;

nu:=0.5;

result:=1/a*(m+(1-nu)-((1-nu)*sqr(gamma))/(gamma+m));
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end;

//тау m это функция e в степени x ф-ла (3.4.2)

function calculateSolution(x:Real):real;

var

i:integer;

utx:real;

begin

utx:=0;

for i:=0 to N do

utx:=utx+coeff_c(i)*Exp(-sqrt(LM(i))*x)*exp(x);

result:=utx;

end;

end.
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