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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èçó÷åíèå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåì îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (èëè áîëåå ÷àñòíûõ êëàññîâ � ïî-

÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ èëè ïðîñòî ïåðèîäè÷åñêèõ) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåé-

øèõ çàäà÷ òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Â ýòîé îáëàñòè óæå ìíîãî ñäå-

ëàíî: ìîæíî îòìåòèòü óñïåøíî ðàáîòàþùèå òîïîëîãè÷åñêèé ìåòîä Ò. Âà-

æåâñêîãî, îñíîâàííûé íà òåîðèè ðåòðàêòîâ, è, îïèðàþùèéñÿ íà òåîðèþ òî-

ïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îòîáðàæåíèé, ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, ïðåä-

ëîæåííûé À.È. Ïåðîâûì è Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì, íî îñòàþòñÿ çàäà÷è, êî-

òîðûå íóæäàþòñÿ åù¼ â äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêå è äåòàëèçàöèè, íàïðèìåð,

òàêèå êàê îöåíêè óêàçàííûõ ðåøåíèé èëè ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-

ïóíîâó. Âî ìíîãîì è íà äîëãîå âðåìÿ òåìàòèêó èññëåäîâàíèé è õàðàêòåð

ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëèëà êíèãà Þ.Ë. Äàëåöêîãî è Ì.Ã. Êðåéíà "Óñòîé÷è-

âîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå"

1970 ãîäà. Â äèññåðòàöèè ðàçâèòû èäåè è ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ, èç-

ëîæåííûå â êíèãå À.È. Ïåðîâà è È.Ä. Êîñòðóá "Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ

íåëèíåéíûõ âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïî-

ðÿäêà" 2013 ãîäà.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè (èëè òîëüêî ñóùåñòâîâàíèÿ) ïåðèîäè÷åñêèõ, ïî÷òè ïåðè-

îäè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ âåêòîðíî-

îïåðàòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå ðàçðåø¼ííûõ îòíîñèòåëü-

íî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, à òàêæå èõ óñòîé÷èâîñòè, â áàíàõîâîì è ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâàõ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû òðàäèöèîí-

íûå ìåòîäû. Îñíîâíîé ìåòîä � ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîì

ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ìåòîä ñî÷åòàåòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ïðèíöèïà-

ìè íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ

ðåøåíèé. Ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ îáîáù¼ííûé ïðèíöèï ñæèìàþùèõ

îòîáðàæåíèé, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ñæèìà-

þùèõ îòîáðàæåíèé Áàíàõà�Êà÷÷èîïîëëè. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâî-

âàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè

Òèõîíîâà â ëèíåéíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðàçâèòèå ÷àñòîòíûõ ìåòîäîâ âî ìíîãîì áàçèðóåòñÿ íà îäíîì èç ðåçóëüòàòîâ

À.Ã. Áàñêàêîâà. "Ïðèíöèï îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé â ïðîáëåìå
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àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè" Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è À.Â. Ïîêðîâñêîãî èã-

ðàåò âàæíåéøóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íî-

âûìè, ÷¼òêî ñôîðìóëèðîâàííûìè è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî äîêàçàííûìè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè.

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû:

1. Ââåäåíû è èçó÷åíû ñâîéñòâà èíòåãðàëüíûõ è ÷àñòîòíûõ ïîñòîÿííûõ

äëÿ ëèíåéíûõ âåêòîðíî-îïåðàòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n -ãî

ïîðÿäêà.

2. Ïîëó÷åíû ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

åäèíñòâåííîãî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ âåêòîðíî-îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

n -ãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåø¼ííîãî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, â áà-

íàõîâîì è ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâàõ.

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îãðàíè÷åííîãî

ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî âåêòîðíî-îïåðàòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ n -ãî ïîðÿäêà ïðèìåí¼í îáîáùåííûé ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæå-

íèé À.È. Ïåðîâà.

4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ íåëè-

íåéíîãî âåêòîðíî-îïåðàòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n -ãî ïî-

ðÿäêà èñïîëüçîâàí ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè À.Í. Òèõîíîâà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò îñî-

áûé èíòåðåñ äëÿ ðàçâèòèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåé-

íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè íåëè-

íåéíûõ êîëåáàíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà Âîðî-

íåæñêîé âåñåííåé (Âîðîíåæ, 2012) è çèìíåé (Âîðîíåæ, 2013) ìàòåìàòè÷å-

ñêîé øêîëå, â êðàòêèõ ñîîáùåíèÿõ íà êîíôåðåíöèÿõ, ïîñâÿùåííûõ ïàìÿòè

ß.Á. Ëîïàòèíñêîãî (Óêðàèíà, Äîíåöê, 2012) è ïàìÿòè Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (Ðîñ-

ñèÿ, Íîâîñèáèðñê, 2013), íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ïîä ðóê. ïðîô. À.È. Ïåðîâà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1]�[8]. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [5], [6], [7], [8] â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëü-

êî ïðèíàäëåæàùèå Å.Â. Èâàíîâîé ðåçóëüòàòû. Ðàáîòû [3], [6] îïóáëèêîâà-

íû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé,

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-
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íèÿ, äâóõ ÷àñòåé, 4 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáú¼ì äèññåðòàöèè 118 ñòðà-

íèö. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 62 íàèìåíîâàíèÿ. Íóìåðàöèÿ â àâòîðåôåðàòå

ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé â äèññåðòàöèè.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, äåëàåòñÿ îá-

çîð èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ, áåãëîå îñâåùåíèå ñîäåðæàíèÿ ãëàâ äèññåðòàöèè

ñ ñîäåðæàùèìèñÿ â íèõ íîâûìè ðåçóëüòàòàìè.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå âåêòîðíî-

îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîä-

íîé, â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïåðâàÿ ãëàâà èìååò äåëî ñ ëèíåéíûìè

äèôôåðåíöèàëüíûìè âåêòîðíî-îïåðàòîðíûìè óðàâíåíèÿìè n -ãî ïîðÿäêà.

Â � 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé n -ãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî âèäà

A0x
(n) +A1x

(n−1) + ...+An−1ẋ+Anx = 0. (1.1)

Çäåñü A0,A1, ...,An−1,An � ïîñòîÿííûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòî-

ðû, äåéñòâóþùèå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B , ò.å. èç End B , ïðè÷¼ì
îïåðàòîð A0 íåïðåðûâíî îáðàòèì

A−1
0 ∈ End B. (1.2)

Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ x(t) : R → B ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé,

ẋ(t) = d/dt x(t), ...,x(n)(t) = dn/dtn x(t) . Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå

íåðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿ èëè óñëîâèÿ íåðåçîíàíñíîñòè, ñîñòîÿùåãî â òîì,

÷òî ïðè ëþáîì λ = iθ, −∞ < θ < +∞, îïåðàòîð Ln(iθ) íåïðåðûâíî

îáðàòèì, ò.å.

L−1
n (iθ) ∈ End B, −∞ < θ < +∞. (1.5)

Â ýòîì ñëó÷àå â ðàññìîòðåíèå ââîäÿòñÿ ÷àñòîòíûå ïîñòîÿííûå

σj = max
−∞<θ<+∞

∥(iθ)jL−1
n (iθ)∥, j = 0, 1, ..., n− 1, (1.7)

σn = sup
−∞<θ<+∞

∥(iθ)nL−1
n (iθ)∥. (1.8)

Â � 2 â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè-

íåéíîå íåîäíîðîäíîå âåêòîðíî-îïåðàòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

n -ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

A0x
(n) +A1x

(n−1) + ...+An−1ẋ+Anx = f(t), (2.1)

â êîòîðîì f(t) : R → B åñòü âåêòîðíàÿ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ:
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∥f(t)∥ ≤ c, −∞ < t < +∞, (2.2)

ãäå c � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè âûïîëíåíèè íåðåçî-

íàíñíîãî óñëîâèÿ (1.5) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû

x(j)(t) =

∫ +∞

−∞
G(j)(t− s)f(s)ds, 0 ≤ j ≤ n− 1; (2.3)

x(n)(t) = A−1
0 f(t) +

∫ +∞

−∞
G(n)(t− s)f(s)ds (2.4)

äëÿ ïðîèçâîäíûõ åäèíñòâåííîãî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ

(1.2). Çäåñü G(t) : R → End B åñòü ïðèâåäåííàÿ îïåðàòîðíàÿ îãðàíè÷åí-

íàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà. Ñ íåé òåñíî ñâÿçàíû j -ÿ è n -ÿ èíòåãðàëüíûå ïîñòî-

ÿííûå:

æj =

+∞∫
−∞

∥G(j)(t)∥dt, 0 ≤ j ≤ n− 1, (2.12)

æn = ∥A−1
0 ∥+

+∞∫
−∞

∥G(n)(t)∥dt (= V{G(n−1)(t)}). (2.13)

Ðàññóæäåíèÿ î ñïåêòðå è ðåçîëüâåíòå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðè-

âåäåíû â � 3.

Â � 4 èçó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n -ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòî-

ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà

A0x
(n) +A1x

(n−1) + ...+An−1ẋ+Anx =
n∑

j=0

Bj(t)x
(j) + f(t), (4.1)

ãäå A0,A1, ...,An−1,An � ïîñòîÿííûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû,

äåéñòâóþùèå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B , ïðè÷¼ì îïåðàòîð A0 íåïðåðûâ-

íî îáðàòèì. Îïåðàòîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåäïîëàãàåòñÿ

íåðåçîíàíñíûì
Ln(λ) ≡ A0λ

n +A1λ
n−1 + ...+An−1λ+An. (4.2)

Îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðíûõ ôóíêöèé Bj(t) : R → End B, 0 ≤ j ≤ n ,

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè (ñèëüíî) èçìåðèìû è ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè

∥Bj(t)∥ ≤ lj, −∞ < t < +∞, 0 ≤ j ≤ n, (4.3)

ãäå l0, l1, ..., ln−1, ln � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ââîäèòñÿ èíòå-

ãðàëüíîå óñëîâèå

qæ ≡
n∑

j=0

æjlj < 1. (4.4)
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Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f(t) : R → B åñòü èçìåðèìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ

∥f(t)∥ ≤ a, −∞ < t < +∞. (4.5)

Èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà íà÷èíàåòñÿ ñ îñíîâíîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.1. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ � ôàêòè÷å-

ñêè â óñëîâèÿõ Êàðàòåîäîðè � óðàâíåíèå (4.1) ïðè ëþáîé èçìåðèìîé

îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f(t) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøå-

íèå x(t) . Ó ýòîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âñå ïðîèçâîäíûå

ẋ(t), ...,x(n−1)(t),x(n)(t) , ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥x(j)∥∞ ≤ æj

1− qæ
∥f∥∞, 0 ≤ j ≤ n. (4.7)

Òåîðåìà 4.2. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îãðàíè÷åííîå ðå-

øåíèå x(t) è åãî ïðîèçâîäíûå ẋ(t), ...,x(n−1)(t) è x(n)(t) ìîãóò áûòü

íàéäåíû ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

x[k] = F(x[k−1]), k = 1, 2, ..., (4.21)

íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x[0] èç L
(n)
∞ . Ïðè ýòîì îöåíêà ïîãðåø-

íîñòè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥x(j)−x[k](j)∥ ≤ qk−1
æ

1− qæ
æj

n∑
i=0

li∥x[1]
i −x

[0]
i ∥∞, 0 ≤ j ≤ n, k = 1, 2, ... (4.22)

Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíû ïðèâîäèìûå íèæå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 4.3. Åñëè ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòîð-

íûå ôóíêöèè Bj(t) ÿâëÿþòñÿ (ñèëüíî) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè, òàê æå

êàê è âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f(t) , òî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå

x(t) óðàâíåíèÿ (4.1) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì âìåñòå ñ ïðîèçâîä-

íûìè ẋ(t), ...,x(n−1)(t) è x(n)(t) , ïðè÷¼ì

ãðóïïà ÷àñòîò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(j)(t) ⊆
ãðóïïå ÷àñòîò B0(t),B1(t), ...,Bn−1(t),Bn(t) è f(t). (4.23)

Òåîðåìà 4.4. Åñëè ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðà-

òîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ln(λ) (4.2) ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöå-

âûì, òî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå x(t) ëèíåéíîãî âåêòîðíî-

îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (4.1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî

Ëÿïóíîâó, ò.å.

∥x(j)(t)−y(j)(t)∥ → 0 ïðè t → +∞, 0 ≤ j ≤ n, (4.25)

ãäå y(t) � ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1).
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Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå

âåêòîðíî-îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ n -ãî ïîðÿäêà. Îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò

ðàáîòû çàíèìàåò � 5; îí îáîáùàåò çàäà÷ó, ðàññìîòðåííóþ â � 4. Â êîìïëåêñ-

íîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå âåêòîðíî-

îïåðàòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n -ãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåø¼ííîå

îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, è èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä

A0x
(n) +A1x

(n−1) + ...+An−1ẋ+Anx = f(t,x, ẋ,x(n−1),x(n)). (5.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A0,A1, ...,An−1,An � ïîñòîÿííûå ëèíåéíûå îãðàíè-

÷åííûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå B , òî åñòü ýëåìåíòû èç

EndB , ïðè÷¼ì îïåðàòîð A0 íåïðåðûâíî îáðàòèì. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî îïåðàòîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Ln(λ) ≡ A0λ
n +A1λ

n−1 + ...+An−1λ+An : C → End B (5.2)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåðåçîíàíñíîñòè

Ln(iθ) íåïðåðûâíî îáðàòèì ïðè −∞ < θ < +∞. (5.3)

Ââîäÿòñÿ èíòåãðàëüíûå ïîñòîÿííûå âèäà (2.12) è (2.13).

Îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè

f(t,x0,x1, ...,xn−1,xn) : R× B× ...× B ((n+ 1) ðàç) → B ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàðàòåîäîðè: èçìåðèìà ïî t (ïðè ôèê-

ñèðîâàííûõ) x0,x1, ...,xn−1,xn è íåïðåðûâíà ïî x0,x1, ...,xn−1,xn ïðè

ïî÷òè âñåõ t . Îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

ïåðåìåííûì

∥f(t,x0,x1, . . . ,xn−1,xn)−f(t,y0,y1, . . . ,yn−1,yn)∥ ≤
n∑

j=0

lj∥xj−yj∥, (5.6)

ãäå l0, l1, ..., ln−1, ln � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå (ïîñòîÿí-

íûå Ëèïøèöà èëè ëèïøèöåâû ïîñòîÿííûå). Îñîáî âûäåëåíà èçìåðèìàÿ

âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f0(t) = f(t,0,0, ...,0,0) : R → B, (5.7)

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé

∥f0(t)∥ ≤ a, −∞ < t < +∞. (5.8)

Âûïèñàíî èíòåãðàëüíîå óñëîâèå

qæ ≡
n∑

j=0

æjlj < 1. (5.9)
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Ñîäåðæàíèå � 6 ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ÷åòûðå òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå (5.3)

è òåì ñàìûì îïðåäåëåíû ïîëîæèòåëüíûå èíòåãðàëüíûå ïîñòî-

ÿííûå æ0,æ1, ...,æn−1,æn . Ïóñòü íåëèíåéíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f(t,x0,x1, ...,xn−1,xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè: èçìåðèìà

ïî âðåìåíè t è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

ïåðåìåííûì (5.6); òåì ñàìûì îïðåäåëåíû íåîòðèöàòåëüíûå ëèïøèöå-

âûå ïîñòîÿííûå l0, l1, ..., ln−1, ln . Ïóñòü èçìåðèìàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f0(t) (5.7) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå (5.8). Ïóñòü

âûïîëíåíî îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (5.9). Òîãäà íåëèíåéíîå äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.1) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå

x(t) . Ó ýòîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âñå ïðîèçâîäíûå äî

n -ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥x(j)∥∞ ≤ æj

1− qæ
∥f0∥∞, 0 ≤ j ≤ n. (6.1)

Îòìå÷åíî, ÷òî ïðè 0 ≤ j ≤ n− 1 ñëåâà â (6.1) ìîæíî ïèñàòü ∥x(j)∥ .
Òåîðåìà 6.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1 åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðå-

øåíèå x(t) è åãî ïðîèçâîäíûå ẋ, ...,x(n−1),x(n) äî n -ãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-

òåëüíî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îáû÷íûì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-

áëèæåíèé, ïðè÷¼ì ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèé õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèìè îöåíêàìè

∥x(j)−x[k](j)∥ ≤ qk−1
æ

1− qæ
æj

n∑
i=0

∥x[1](i)−x[0](i)∥∞, 0 ≤ j ≤ n, k = 1, 2, ... (6.2)

Òåîðåìà 6.3. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1 íåëèíåéíàÿ âåêòîðíàÿ

ôóíêöèÿ f(t,x0,x1, ...,xn−1,xn) ïî âðåìåíè t ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé,

ïåðèîäè÷åñêîé èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, òî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå

ðåøåíèå x(t) (è åãî ïðîèçâîäíûå äî n -ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî) òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ïåðèîäè÷åñêèì èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå:

ãðóïïà ÷àñòîò ðåøåíèÿ x(t) âêëþ÷åíà â

ãðóïïó ÷àñòîò ôóíêöèè f(t,x0,x1, ...,xn−1,xn). (6.3)

Òåîðåìà 6.4 Ïóñòü îïåðàòîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Ln(λ) (5.2) ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâûì. Òîãäà âûïîëíåíî íåðåçîíàíñíîå óñëî-

âèå (5.3). Ïóñòü âûïîëíåíû âñå îñòàëüíûå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 6.1. Òîãäà

åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå x(t) íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (5.1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì, ò.å.
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∥x(j)(t)− y(j)(t)∥ → 0 ïðè t → +∞, äëÿ 0 ≤ j ≤ n− 1, (6.4)

ãäå y(t) � ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ýòîãî æå ñàìîãî óðàâíåíèÿ (5.1).

Â � 7 ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.1). Îòíîñè-

òåëüíî íåëèíåéíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè f(t,x0,x1, . . . ,xn−1,xn) ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàðàòåîäîðè: èçìåðèìà ïî âðåìå-

íè t (ïðè ôèêñèðîâàííûõ x0,x1, . . . ,xn−1,xn ) è íåïðåðûâíà ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì x0,x1, . . . ,xn−1,xn (ïðè ïî÷òè âñåõ t ). Êðîìå ýòîãî

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå òèïà Ëèïøèöà

∥f(t,x0,x1, . . . ,xn−1,xn)∥ ≤
n∑

j=0

lj∥xj∥+ a, (7.1)

ãäå l0, l1, ..., ln−1, ln � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå (ïîñòîÿííûå

Ëèïøèöà èëè ëèïøèöåâû ïîñòîÿííûå) è a ≥ 0 . Òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå

êîìïàêòíîñòè:

äëÿ ëþáûõ îòðåçêà [a, b] ÷èñëîâîé ïðÿìîé R è îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ

S0, S1, ..., Sn−1, Sn â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B ìíîæåñòâî

f([a, b], S0, S1, ..., Sn−1, Sn) êîìïàêòíî â B. (7.2)

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìà Àðöåëà-Àñêîëè è îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà

Àðöåëà-Àñêîëè. Â ïðèâåä¼ííîé íèæå òåîðåìå 7.4 óñëîâèå Ëèïøèöà ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì íå íà âñ¼ì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à â íåêîòîðîì

ïàðàëëåëîòîïå, òî åñòü ðå÷ü èä¼ò î ëîêàëüíîé òåîðåìå.

Çàäàí íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a0, a1, ..., an−1, an > 0. ×å-

ðåç Sj îáîçíà÷åí øàð ∥xj∥ ≤ aj . Íåëèíåéíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f(t,x0,x1, ...,xn−1,xn) : R×S0×S1...××Sn−1×Sn → B ïðåäïîëàãàåòñÿ èç-

ìåðèìîé ïî t è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

ïåðåìåííûì

∥f(t,x0,x1, . . . ,xn−1,xn)−f(t,y0,y1, . . . ,yn−1,yn)∥ ≤
n∑

j=0

lj∥xj−yj∥ (7.16)

ïðè −∞ < t < +∞ è ∥xj∥, ∥yj∥ ≤ aj ïðè 0 ≤ j ≤ n , ãäå

l0, l1, ..., ln−1, ln ≥ 0 � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Èçìåðèìàÿ

âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f0(t) ≡ f(t,0,0, ...,0,0) òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðà-

íè÷åííîé : ∥f(t,0,0, ...,0,0)∥ ≤ a, −∞ < t < +∞. Ïóñòü âûïîëíåíî

èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (5.9). Ïðåäïîëàãàåòñÿ åù¼, ÷òî
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æj

(
n∑

k=0

lkak + a

)
≤ aj, 0 ≤ j ≤ n. (7.20)

Òåîðåìà 7.4. Ïðè âûïîëíåíèè âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðåäïîëîæåíèé

íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå, ëåæàùåå â ïàðàëëåëîòîïå S0×S1...×Sn+1×Sn, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

∥x(j)∥∞ ≤ æj

1− qæ
∥f0∥∞, 0 ≤ j ≤ n. (7.22)

Â � 8 ïðèâåäåíû òåîðåìà Òèõîíîâà î íåïîäâèæíîé òî÷êå è òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 8.1. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.1). Ïóñòü

îïåðàòîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ln(λ) óäîâëåòâîðÿ-

åò íåðåçîíàíñíîìó óñëîâèþ (5.3). Ïóñòü íåëèíåéíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f(t,x0,x1, ...,xn−1,xn) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ è óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ òèïà Ëèïøèöà (7.1). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ êîì-

ïàêòíîñòè (7.2). Ïóñòü, íàêîíåö, âûïîëíåíî èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (5.9).

Òîãäà íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.1) èìååò ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå x(t) è ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòíûì; ó ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) îãðàíè-

÷åííûìè è êîìïàêòíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïðîèçâîäíûå äî n - ãî ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥x(j)∥C ≤ æj

1− qæ
a, 0 ≤ j ≤ n. (8.1)

Òåîðåìà 8.2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 8.1 íåëèíåéíàÿ âåêòîðíàÿ

ôóíêöèÿ f(t,x0,x1, ...,xn−1,xn) ïî âðåìåíè t ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, ïå-

ðèîäè÷åñêîé èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, òî ñðåäè îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñ

ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà n ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.1) åñòü ïî êðàéíåé ìå-

ðå îäíî ñòàöèîíàðíîå, ïåðèîäè÷åñêîå èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:

ãðóïïà ÷àñòîò ðåøåíèÿ x(t) (è åãî ïðîèçâîäíûõ

x(t), ẋ(t), ...,x(n−1)(t),x(n)(t) ) âêëþ÷åíà â ãðóïïó ÷àñòîò (8.28)

âåêòîðíîé ôóíêöèè f(t,x0,x1, ...,xn−1,xn) .

Ïðèâåäåíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî îãðàíè÷åííîãî ðå-

øåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n�ãî ïîðÿäêà ñëå-

äóþùåãî ñïåöèàëüíîãî âèäà:
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a0x
(n) + anx = f(t, x, ẋ, ẍ, . . . , x(n−1), x(n)), (8.34)

íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, â êîòîðîì êîýôôèöè-

åíòû â ëåâîé ÷àñòè îòëè÷íû îò íóëÿ, íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(t, x0, . . . , xn)

íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà:

|f(t, x0, x1, . . . , xn)− f(t, y0, y1, . . . , yn)| ≤
n∑

j=0

lj|xj − yj|, (8.36)

ãäå l0, l1, . . . , ln � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ

f0(t) = f(t, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíîé. (8.37)

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü n - ÷¼òíîå ÷èñëî, n = 2m , ïðè÷¼ì a0 · a1 > 0,

åñëè m - ÷¼òíîå ÷èñëî, è a0 · a1 < 0, åñëè m - íå÷¼òíîå ÷èñëî. Ïóñòü

âûïîëíåíû óñëîâèå Ëèïøèöà (8.36) è óñëîâèå (8.37). Ïóñòü, íàêîíåö, âû-

ïîëíåíî ÷àñòîòíîå óñëîâèå

l0
1

|an|
+

n−1∑
j=0

lj

(
j

n

)j/n(
1− j

n

)1−j/n
1

|an|1−j/n|a1|j/n
+ ln

1

|a0|
< 1. (8.38)

Òîãäà íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (8.34) èìååò åäèíñòâåííîå

îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå; ó ýòîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âñå

ïðîèçâîäíûå äî n -ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü n - íå÷¼òíîå ÷èñëî, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèå

Ëèïøèöà (8.36) è óñëîâèå (8.37). Ïóñòü, íàêîíåö, âûïîëíåíî ÷àñòîòíîå

óñëîâèå

l0
1

|an|
+

n−1∑
j=0

lj

√(
j

n

)j/n(
1− j

n

)1−j/n
1

|an|1−j/n|a1|j/n
+ ln

1

|a0|
< 1. (8.39)

Òîãäà íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (8.34) èìååò åäèíñòâåííîå

îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå; ó ýòîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âñå

ïðîèçâîäíûå äî n -ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Â ÷àñòè âòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ âåêòîðíî-

îïåðàòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n -ãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåø¼í-

íûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íó-

ìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ äëÿ ñîõðàíåíèÿ ëîãèêè ïðîäîëæåíà.

12



Â ïåðâîé ãëàâå ðå÷ü èä¼ò î ëèíåéíîì âåêòîðíî-îïåðàòîðíîì äèôôå-

ðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè n -ãî ïîðÿäêà. Â � 9 ââîäÿòñÿ íåðåçîíàíñíîå óñëî-

âèå è ÷àñòîòíûå ïîñòîÿííûå è ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè, à òàêæå óñòîé÷èâîñòè åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Â êîìïëåêñ-

íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå îäíîðîäíîå

âåêòîðíî-îïåðàòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n -ãî ïîðÿäêà, íå ðàç-

ðåø¼ííîå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ñëåäóþùåãî âèäà

A0x
(n) +A1x

(n−1) + ...+An−1ẋ+Anx =
n∑

j=0

Bj(t)x
(j), (9.1)

ãäå A0,A1, ...,An−1,An � ïîñòîÿííûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû,

äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , ïðè÷¼ì îïåðàòîð A0 íåïðå-

ðûâíî îáðàòèì, à îïåðàòîðíûå ôóíêöèè Bj(t) : R → End H (ñèëüíî)

íåïðåðûâíûå èëè èçìåðèìûå ω -ïåðèîäè÷åñêèå è îãðàíè÷åííûå:

Bj(t+ ω) = Bj(t), −∞ < t < +∞, (9.2)

∥Bj(t)∥ ≤ lj, 0 ≤ j ≤ n, (9.3)

Îñíîâíîå âíèìàíèå îáðàùåíî íà óðàâíåíèå âèäà,

A0x
(n) +A1x

(n−1) + ...+An−1ẋ+Anx =
n∑

j=0

Bj(t)x
(j) + f(t), (9.4)

â êîòîðîì íåïðåðûâíàÿ èëè èçìåðèìàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f(t) : R → H ÿâëÿåòñÿ ω � ïåðèîäè÷åñêîé

f(t+ ω) = f(t), −∞ < t < +∞, (9.5)

è èç L2[0, ω] . Îïåðàòîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Ln(λ) ≡ A0λ
n + A1λ

n−1 + ... + An−1λ + An ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíûì.

Ïðèâåäåíî ÷àñòîòíîå óñëîâèå

qσ ≡
n∑

j=0

ljσj < 1. (9.10)

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü îïåðàòîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Ln(λ) ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíûì. Ïóñòü îïåðàòîðíûå ôóíêöèè Bj(t) ÿâ-

ëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ω � ïåðèîäè÷åñêèìè è îãðàíè÷åííûìè, òî åñòü

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9.2) è (9.3) ïðè 0 ≤ j ≤ n. Ïóñòü âûïîëíåíî

÷àñòîòíîå óñëîâèå (9.10). Òîãäà íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå (9.4) ïðè ëþáîé f(t) èç L2[0, ω] èìååò åäèíñòâåííîå ω � ïåðèî-

äè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) òàêæå èç L2[0, ω], êàê è âñå åãî ïðîèçâîäíûå

x(t), ẋ(t), ...,x(n−1)(t),x(n)(t). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè
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∥x(j)∥2 ≤
σj

1− qσ
∥f∥2, 0 ≤ j ≤ n. (9.11)

Òåîðåìà 9.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.1 åäèíñòâåííîå ω � ïåðèîäè÷å-

ñêîå ðåøåíèå x(t) è åãî ïðîèçâîäíûå x(t), ẋ(t), ...,x(n−1)(t),x(n)(t) ìîãóò

áûòü íàéäåíû óêàçàííûì âûøå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé; ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè

∥x(j)−x[k](j)∥2 ≤
qk−1
σ

1− qσ
σj

n∑
i=0

lj∥zi∥, 0 ≤ j ≤ n; k = 1, 2, ...;x[0] = 0. (9.27)

Òåîðåìà 9.3. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.1 îïåðàòîðíûé õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ln(λ) íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíûì, íî è

ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâûì, òî åäèíñòâåííîå ω � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (9.4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Â � 10 îñíîâíîå âíèìàíèå îáðàùåíî íà ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå

âåêòîðíî-îïåðàòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n -ãî ïîðÿäêà, íå ðàç-

ðåø¼ííîå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé:

A0x
(n) +A1x

(n−1) + ...+An−1ẋ+Anx =
n∑

j=0

Bj(t)x
(j) + f(t). (10.4)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(t) - ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü îïåðàòîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Ln(λ) ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíûì. Ïóñòü îïåðàòîðíûå ôóíêöèè Bj(t)

ÿâëÿþòñÿ (ñèëüíî) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè. Ïóñòü âûïîëíåíî ÷à-

ñòîòíîå óñëîâèå (9.10). Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîðíîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé

ôóíêöèè f(t) óðàâíåíèå (10.4) èìååò åäèíñòâåííîå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå x(t) (äðóãèõ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé (10.4) íå èìååò). Ïðîèçâîä-

íûå x(t), ẋ(t), ...,x(n−1)(t),x(n)(t) ýòîãî ðåøåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêèìè è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

x(j)
2 ≤

σ

1− qσ
f , 0 ≤ j ≤ n. (10.8)

Íîðìà · îáîçíà÷àåò íîðìó Áåçèêîâè÷à.

Ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèÿ âèäà

A0x
(n) +A1x

(n−1) + ...+An−1ẋ+Anx =
n∑

j=0

Bj(t)x
(j) + f(t), (10.11)

íåïðåðûâíàÿ èëè èçìåðèìàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f(t) : R → H
ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé.
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Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü îïåðàòîðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Ln(λ) ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíûì. Ïóñòü îïåðàòîðíûå ôóíêöèè Bj(t) ÿâëÿ-

þòñÿ (ñèëüíî) èçìåðèìûìè è îãðàíè÷åííûìè. Ïóñòü âûïîëíåíî ÷àñòîò-

íîå óñëîâèå. Òîãäà íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (10.11) ïðè

ëþáîé èçìåðèìîé è îãðàíè÷åííîé âåêòîðíîé ôóíêöèè f(t) èìååò åäèí-

ñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå x(t) . Ïðè ýòîì îãðàíè÷åííûìè ÿâëÿþò-

ñÿ âñå ïðîèçâîäíûå x(t), ẋ(t), ...,x(n−1)(t),x(n)(t) è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥x(j)∥∞ ≤ cj∥f∥∞, 0 ≤ j ≤ n, (10.13)

ãäå c0, c1, ..., cn−1, cn � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿå-

ìûå ëèíåéíîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (10.11) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

(òî÷íåå ÷àñòîòíûìè ïîñòîÿííûìè σ0, σ1, ..., σn−1, σn ) è ëèïøèöåâûìè

ïîñòîÿííûìè l0, l1, ..., ln−1, ln .

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå âåêòîðíî-îïåðàòîðíîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n -ãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåø¼ííîå îòíîñèòåëü-

íî ñòðàøåé ïðîèçâîäíîé. Ïðèâåäåíî ðàñïðîñòðàíåíèå îñíîâíîé òåîðåìû

10.1 íà íåëèíåéíóþ òåîðèþ, ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè ðåøåíèÿ â óñëî-

âèÿõ Ëèïøèöà è òèïà Ëèïøèöà. Öåíòðàëüíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òîáû îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ (5.1) ñòàðàëèñü èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ íåêî-

åãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10.11) ñ êîýôôèöèåíòàìè

Bj(t), −∞ < t < +∞, 0 ≤ j ≤ n. Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ðàññóæäå-

íèÿ, êîòîðûå ìîæíî èñòîëêîâàòü êàê ïðèìåíåíèå è äàëüíåéøåå ðàçâèòèå

"ïðèíöèïà ëèíåéíîãî âêëþ÷åíèÿ" Á.Ô. Áûëîâà, Ä.Ì. Ãðîáìàíà, ïðèõîäè-

ëîñü âåñòè â óñëîâèÿõ Êàðàòåîäîðè.
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